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Autour des théorémes de Picard
Partie I
Soit 2 un ouvert simplement connexe de C, f une fonction holomorphe dans 2,
évitant les deux valeurs 0 et 1, et zp un point de 2.
I.1. Montrer qu’il existe une unique fonction g holomorphe dans 2 et telle que
Re (g(z0) € [-1/2,1/2].
I.2. Montrer que la fonction z € Q + (g(z))? — 1 ne s’annule pas dans ) et en
déduire l'existence d’une fonction G holomorphe dans 2 et telle que

Vz e, (9(2) - G(2))(9(2) + G(2)) = 1.

I1.3. Montrer que 'une des deux fonctions g + G satisfait |(g £ G)(z0)| > 1. On
note H cette fonction. Montrer qu’il existe une unique fonction holomorphe h
dans ©, telle que H = exp(h) et que Im (h(z9)) € [—7, [

I.4. Vérifier que, pour tout z € Q, on a f(z) = exp(2imcosh (h(z)), ot la fonction
cosinus hyperbolique cosh est définie par coshw := (e +e~")/2.

I.5. Déduire de H + + = 2g et de |H(z)| > 1 l'inégalité |H(z0)| < 14 2|g(20)|.
Montrer que [Im(g(20))| < (log|f(20)])/m et conclure que

|h(z0)] < [Imh(zo)| + log |H (20)]
< 7+ log|29(20)]
< w+log (2 + 710g ‘{T(ZOH ) (1)

Partie II (un théoréme de Bloch-Landau)

Nota : cette partie est une reformulation des exercices 9.1 et 9.2 traités en TD;
seules les notations ont changé, par souci de cohérence avec celles du probleme.

Soit @ une fonction holomorphe bornée dans un voisinage de D(0, 1) et telle que
®’'(0) = 1. On pose M = Supm|<1>(z)|.

I1.1. Montrer que
¢ 1t €0,1] — tsup{|®'(2)]; || < 1 -t}

est continue sur [0,1] et en déduire qu’il existe tg > 0 et a € D(0,1) avec
la| <1 —tg, |D'(a)] =1/to et |P'(2)] < 1/t pour t < tg et 2| <1 —t.

I1.2. Montrer que |®'(z)| < 2/ty dans le disque D(a,ty/2) et en déduire que la
fonction @, définie dans D(0, 1) par

vérifie |®,(z)| < 1 dans D(a,ty/2).
I1.3. Soit ¥, la fonction définie au voisinage de D(0,1) par

20, (a+ 52
Va(z) = tSb’(a))

Vérifier que ¥, (0) =0, ¥/, (0) =1 et |¥,(z)| <2 dans D(0,1).



IL.4. Soit w € C\ ¥,(D(0,1). Montrer qu’il existe une et une seule fonction
b, holomorphe dans D(0,1) telle que ¥2(z) = 1 — ¥,(z)/w pour tout z dans
D(0,1) et 1,(0) = 1. Donner les premiers termes du développement de 1, en
série entiere.

I1.5. Montrer que

2
sup [¢a]? <14 —
D(0,1) |w]

et déduire des inégalités de Cauchy (formulées & I’aide de la formule de Planche-
rel) que |w| > 1/8. Conclure que ¥, (D(0, 1)) contient le disque ouvert D(0,1/8)
et déduire de la relation entre ® et ¥, que ®(D(0, 1)) contient un disque ouvert
de rayon au moins égal & 1/16.

Partie III : vers les théorémes de Picard

Soit f une fonction entiere évitant deux valeurs a et b distinctes. Le but de cette
partie est de montrer que f est constante. On suppose donc ici f non constante
et le but de cette partie est d’aboutir a une contradiction.

ITI.1. En utilisant les résultats établis dans la partie I, montrer qu’il existe une
fonction entiere h telle que

F(z) —
VzeC, % = exp(2imcosh (h(z)).
—a
ITI.2. Montrer que la fonction entiere h de ITI.1 évite toutes les valeurs
tarcosh (n + 1) + ikm, n €N, k € Z,

ou arcosh : [1,00[—]0, o[ est la fonction inverse de la fonction cosh.

IT1.3. Montrer que la suite

(arcosh (n +2) — arcosh (n + 1))
n>0

est une suite décroissante majorée par arcosh (2) ~ 1.317. En déduire que tout

point du plan et a une distance au plus égale a

1
5\/7r2 + (arcosh 2)? ~ 3.22

de I'un des points +arcosh (n + 1) + ikm, n € N, k € Z.

IIT.4. Pourquoi existe-t-il un point « de C tel que h'(a) # 07 Montrer (en
utilisant les résultats établis dans la partie I1, en particulier en I1.5) que I'image
du disque unité D(0, 1) par Papplication

1 64z
@ izeD(0,1) > —hfat )
0.0 ="Mt m
contient un disque ouvert de rayon 1/16. En déduire que I'image par h du disque
D(«,64/|h/ («)]) contient un disque de rayon 4 et conclure & une contradiction
avec la conclusion de la question ITI.3. Dire pourquoi ceci conclut la preuve du
petit théoreme de Picard.
II1.5. (une application du corollaire du grand théoréme de Picard,
théoréme VI-4-1 du cours) !. Montrer que, si p € C[X], 'équation e* = p(z)
a une infinité de solutions.

1Je n’ai pu, comme je le pensais initialement, trouver de preuve utilisant simplement le
petit théoréme de Picard.



