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Exercice I

Soit D = {z € C tels que |z| <1} le disque unité du plan complexe. Soit f une fonction holomorphe dans I injec-
tive.

1. Enoncer le Théoréme de I'application ouverte (pour les fonction holomorphes). Montrer que f est un difféo-
morphisme de D sur f(D) (i.e. que f’ ne s’'annule pas).

2. Soit Y%, ¢, 2" le développement en série entiére de f. Montrer que la surface de f(D) (i.e. [ o) dA, A mesure
de Lebesgue) est égale 2 1Y% n|cy,|* (utiliser la formule de changement de variables).

Exercice I1

Soient f et g deux fonctions entiéres (i.e. holomorphes dans C).

1. On suppose qu'il existe une constante C > 0 telle que, pour tout z€ C on a | f(2)| = C|g(2)|.

(a) Montrer que le quotient f/g est bien défini et est une fonction entiére.

(b) Montrer qu'il existe une constante A, |A| < C, telle que f = Ag.

2. On suppose qu'il existe deux constantes A et B et un entier k = 1 tels que, pour tout z € C, ona | f(2)| < A+B|z|*.
Monter que f est un polynéme.

Exercice I11

Soient D = {z € C tels que |z| <1} le disque unité ouvert centré a l'origine du plan complexe et T sa frontiére.

Pour tout w € D on considére la fonction w2z
(2) = ——.
Puw 1-wz

1. Montrer que ¢, est holomorphe dans D, continue sur D, et que ¢, (D) €D (on pourra d’abord remarquer que,
pour ze T on a |(pw(z)| =1).

2. Vérifier que ¢, (w) =0, ¢,(0) = w et ((pw o (pw)/ (0) =1 et en déduire que ¢, o @, est l'identité (on pourra soit
faire un calcul direct soit appliquer le Lemme de Schwarz).
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3. Soit f une fonction holomorphe de D dans ID. Montrer que pour tous z, we D on a

fw) - f(2)
1-f(w)f(2)

<

=
1-wz

Indication. On pourra appliquer le Lemme de Schwarz a la fonction ¢ ()0 fo¢y,.

Exercice IV

Soient Q un ouvert connexe du plan complexe et f une fonction holomorphe de Q dans lui-méme. On pose
f = f, et, pour tout entier n =2, "l = fo fI""11. De plus on note Q, = f1"(Q), n € N. On suppose que Q; est
relativement compact dans Q.

1. Montrer, par récurrence sur 1, que Q, est un ouvert relativement compact dans Q,_; (on pourra montrer que
Q, ©Qy-1) et en déduire que l'intersection K des Q,, est fermée puis que c’est un compact de Q.

2. Déduire de ce qui précede qu'il existe une suite strictement croissante (1), d’entiers telle que la suite (1)
converge, uniformément sur tout compact de Q, vers une fonction holomorphe g : Q — Q telle que g(Q) c K.

3. Soit z € K. Pour tout entier k soit ¢; un point de Q; tel que z = fI" ().

(a) Montrer qu'il existe une sous-suite convergente (& kp)p de la suite (&), et soit & € Qy sa limite.

(b) Montrer que limp,_..c f [y (¢ k,,) = g(¢) (remarquer que la suite des dérivées des fonctions f [, converge

vers g’ uniformément sur Q, et utiliser les accroissements finis) et conclure que g(Q) =K.

4. Montrer que, si g n'est pas constante, alors nécéssairement K = Q.

5. Conclure que K est réduit 4 un point.
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