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Exercice 1.

Soit U un ouvert du plan complexe.
a) Soit ¢ une fonction continue de U dans C et z5 € U. Que vaut la limite

1
lim (—2 // o(x + 1y) dx dy) ?
0 \Te D(z0,6)

b) Soit 1 une fonction de classe C? de U dans C. En utilisant seulement
la formule de Green-Riemann, prouver que, si D est un disque fermé inclus
dans U, on a l'égalité :

//D [86:1:2§y - aa;i] (x + 1y) dedy = 0.

c) Que peut on conclure de a) et b) concernant la fonction

oy o
Oxdy  Oyox

37+iy€U»—>[ ](m—l—iy)?

Exercice 2.

Soit R > 0. On considere dans C* les deux 1-formes différentielles

, ' xdy — ydx
Z:x+zyv—>w0(z) = W
z=z+iy — wi(z) = xdy—ydx.

a) Ces 1-formes différentielles sont-elles fermées dans C* 7 Sont-elles exactes
dans C*?
b) Vérifier

dz 1
VzeC" wy(z) = —z(;z ~ 5 d(log \z|2)>,
puis la formule

| oo ==i [ <
TR TR
olt yg désigne le lacet : t € [0,1] — Re*™,

c) Calculer de deux manieres différentes les intégrales curvilignes

/wwo<<> et LRw1<c>.

1



d) Soit f une fonction a valeurs complexes continue dans D(0, R) et holo-
morphe dans le disque ouvert D(0, R).
— Calculer I'intégrale curviligne

| @ s
R
— Déduire du calcul précédent I'inégalité
sup [ — f(¢)| > R.
[Cl=R
— Montrer, si 'on suppose de plus R > 1, que 'on a l'inégalité
sup |1 — f(e?)] > 1.
0€[0,27]
Exercice 3.
a) Soit 7 le lacet t € [0, 1] — €™, Vérifier, pour tout n € N, la formule :

1 (1+¢)*™ _(2n
%[y (ntl dC—(n)-

b) Déduire du a) la valeur du nombre

i (1>n 2n

= \6 n)
c) On remplace v par le lacet continu I' figuré sur la figure ci-dessous et
parcouru une seule fois dans le sens indiqué. Calculer, pour n € N, I'intégrale
curviligne

(1+¢)™
[He




d) Décrire explicitement, en calculant les valeurs qu’elle prend et en précisant
ou elle prend ces valeurs, la fonction

z€ C\ Suppl — Ind(T, 2).

Exercice 4.

Soient z1 et zo deux nombres complexes tels que 0 < |21 < |z|et f : C— C
une fonction entiere.

a) Soit R un nombre strictement positif, distinct de |z;] et |z3]. On note vg le
lacet : t € [0, 1] — Re*"™. Calculer, en fonction des valeurs de f aux points
z1 et zy, 'intégrale curviligne

f(€)
/m (€ —21)(C — 2) @

(on discutera la valeur de cette intégrale suivant les valeurs de R).
b) On suppose qu’il existe € €]0,1[ et C' > 0 tels que la fonction f vérifie

VzeC, |f(z)<C(+|z]) - (%)

Montrer que

. f(Q)
Rl—lgloo </’7R (€ —21)(C — 22) dC) =0.

Que peut-on dire alors des valeurs de f en z; et 257

c) Déduire du résultat établi au b) que, si f est une fonction entiere vérifiant
la condition (*) pour un certain e €]0, 1] et une certaine constante C' > 0,
alors f est nécessairement constante.

Exercice 5.

En justifiant toutes les étapes du raisonnement avec précision, démontrer,
pour tout z dans D(0,1) \ {0}, les formules :

= 5 744—2 ¢ -+l //€<|<<1 gcfin@)
ZZ”% ()& //m% )
=[G 2d§—dz

(o y :t€0,1] — e*m).
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