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Tezte (en italiques) et corrigé (en roman)

Exercice 1 (intégrale abstraite)

Soit (2,7, 1) un espace mesuré (T est une tribu sur [’ensemble , p désigne
une mesure positive sur la tribu T ), telle que u(2) < +oo. Soit f une fonction
(Q,7)-(R, B(R)) mesurable. Pour toutn € N, on introduit les sous-ensembles
de Q définis par A, = {w € Q; |f(w)| > n} et B, := A, \ Ans1.

a) Montrer que l'on a A, € T et B, € T pour tout n € N.

Pour tout n € N, ensemble I,, := R\] — n,n[ est un borélien de R (c’est le
complémentaire d'un ouvert). Le fait que f soit (£2,7)-(R, B(R)) mesurable
implique donc que f~'(I,,) = A, € T.Onaaussi A, €T et Q\ A, €T
(car 7 est une tribu, donc est stable par prise de complémentaire). On a
également B, = A, N (Q\ A,+1) € T comme intersection de deux éléments
de 7 (stabilité de 7 par intersection finie).

b) Montrer que f est intégrable sur Q relativement a la mesure u si et seule-
ment siy .~ nu(B,) < +oo (on adopte ici la convention 0 X (+o00) =0).

Pour tout n € N, on a I'encadrement
VweQ, nxp,(w) < |f(w)]<(n+1)xs,(w),

ou xp, désigne la fonction caractéristique de ’ensemble B,,. En intégrant
cette double inégalité par rapport a u, il vient

VneN, nu(B,) < / fldu < (n+ Du(B,). (+)

D’autre part, comme f est & valeurs réelles et que R = |J,” j[n,n + 1], on a,
en prenant les les images réciproques,

0= f(R) = f-l( U[n,n+1[) =J s (nn+1) = Bu.

n=0

En ajoutant les encadrements (x) et en combinant avec 1’égalité ensembliste
précédente, on obtient

SoonB) <3 [ Ufldn= [ \flde< S0+ DuB). (s
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Sid 2 ynu(By,) < +oo,onaaussi y o (n+1)u(B,) <23 _ nu(B,) < oo
et, comme p(By) < pu(Q) < +o0, on en déduit Y 2 (n+ 1)u(B,) < +oo et,
par conséquent, vu la seconde inégalité dans (sx), [, |f]dp < +o0.
Réciproquement, si [, |f|dp < +o0, on a > (nu(B,) < oo du fait de la
premiere inégalité dans (s:).
c) Montrer que f est intégrable sur Q relativement a la mesure p si et seule-
ment si Y p(Ay,) < +00.

n=0
On a, pour tout n < N € N,

N

I = (U \ 1)) U,

k=n

donc
N

A, = ( U Bk) U Anpr.

k=n
Par o-additivité de la mesure p, il vient (puisque les By sont deux a deux
disjoints et disjoints de Ax.; lorsque k < N),

N

1(An) = ZM(Bk) + pu(Ans1).

k=n

Comme (2 A, = {f = oo} =0, on a limy_.o p1(An+1) = 0 (cf. les pro-
priétés des mesures positives) et donc

On en déduit

D nlA) =0 u(Be) =Y (k+ 1)u(By).

Si Y w(A,) < oo, on a donc aussi

S (k4 Du(By) = S (n+ Lu(B,) < +oc,

et par conséquent [, |f| dpu < 400 d’apres la seconde inégalité dans ().
Si [ [fldp < +o0, on a > inu(B,) < oo d’apres la premiere inégalité
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dans (xx) et, par conséquent, >~ (n+ 1)u(B,) < +oo car n+ 1 < 2n si
n > 1. Comme pu(By) < 400, on a bien

> (n+Du(By) = p(An) < +oo.

Exercice 2 (lemme de Cantor)

Soit I un intervalle ouvert de R. Soient (an)nen €t (by)nen deuz suites de
nombres réels tels que la suite de fonctions

fn it €1 a,cos(nt)+ b, sin(nt)

vérifie im, 4 frn(t) = 0 pour tout t dans I\ N, ou N est un sous-ensemble
de I de mesure nulle au sens de Lebesque. On pose pour tout entier positif
a) On suppose que la suite (r,)nen ne tend pas vers 0. Montrer qu’il existe
une suite strictement croissante d’entiers (n;)en telle que r,, > 0 pour tout
[ € N et que la suite de fonctions (g;)ien, oU

n, €0s(nyt) + by, sin(nyt)
Tn

a
g tel—

l

converge simplement sur I\ N, lorsque | tend vers l'infini, vers la fonction
identiquement nulle sur I \ N.

Dire que la suite (r,,),>0 ne tend pas vers 0 équivaut a dire :
Je>0,VNeN, In(N)> N, ryn) > ¢ (1)

(il suffit de nier I'assertion selon laquelle la suite de nombres positifs (7, ),>0
tend vers 0). On en déduit la possibilité de construire une suite strictement
croissante (n;);>o d’entiers telle que, pour tout [ € N, r,, > ¢ > 0 (on
construit les n; inductivement en prenant a ’étape [, N = N; = n; + 1 dans
(1), puis nip 1 = n(N) =n(n; + 1).

On a, pour tout [ € N,

_ ()] < [fou(t)

Tn €

l

Site I\ N, on adonc

1
) <L _
ZE—IEloo ()] < € ZB—IEéo [ ()] =0
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(par hypotheses sur la suite (f,,)n>0)-

b) Montrer que |g;(t)| < 1 pour tout t € I, pour tout | € N et en déduire, si
[, B] C I avec o < 3, que

lim gi(t)dt = 0.
oo Jlag)

On a, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

VneN, Vtel, [fut)] < a2+ D2 x \/COSQ(nt) + sin?(nt) = 7,

d’out |g;(t)] < 1 pour tout ¢ dans I (on particularise n = n;, [ € N). Comme
la fonction 1 est intégrable sur [a, 5] et domine les fonctions ¢ — g?(t) sur I,
et que la suite (g7);>0 converge simplement vers la fonction nulle sur 7'\ N
(cf. (a)), le théoreme de convergence dominée de Lebesgue (Théoreme 2.3
du cours) assure

lim g2(t)dt = lim g2(t)dt = 0.
=4 Jla,g) =40 Jla,B)\N

c) Montrer qu’il existe, pour chaque | € N, un nombre ¢, € [0, 27| tel que
Vtel, g(t) = cos(nt+ ).

Calculer explicitement ['intégrale

B
/ cos? (it + ) dt
et vérifier que l'on a
A -«
li P(t)dt = :
l—}—rl—noo o gl( ) 2

Soient, pour | € N, u; = ay, /ry, €t v, = by, /1y,. Comme uf + v = 1, il existe
¢ € 10,27 tel que u; = cosy; et v; = —sinyy, d’ou, pour tout | € N, pour
tout t € I,

gi(t) = uy cos(ngt)4v; sin(ngt) = cos ¢y cos(nyt) —sin g sin(ngt) = cos(nit+¢y)



d’apres la formule trigonométrique d’addititivité au niveau des cosinus. On
a (grace a la formule de duplication)

1

B B
/ cos?(ngt + ) dt = 5/ (cos(2(nt + ) + 1) dt

_ 1 ([Sin@(nzt + @l)]’@ + 46— a).

2 272,[

2

En faisant tendre [ vers l'infini, on en déduit, comme la suite n; tend vers
+00 et que la fonction sinus prend ses valeurs dans [—1, 1], que
B
-«
lim cos®(nt + ) dt = p 5

l—+o00

«

ce qui donne le résultat voulu puisque g;(t) = cos(n;t + ¢;) pour tout ¢t € I.

d) En confrontant les résultats obtenus au (b) et au (c), montrer que I’hy-
pothese faite au (a) est absurde. Que peut-on donc dire des deuz suites

(an)nen €t (bp)nen lorsque n tend vers Uinfini ?
Les conclusions 5
. 2 o
lllinoo a L (t) =0
(établie au (b)) et
5 -«
li J(t)dt =
Jim g () 5

«

(établie au (c)) sont contradictoires des que a < (. L’hypothese sous les-
quelles on les a toutes deux établies (a savoir que la suite (r,,),>0 ne tend pas
vers 0) est donc absurde. La suite (7,),>0 tend donc vers 0 (il s’agit ici d'un
raisonnement par I’absurde), ainsi que les suites (ay)n>0 €t (by)n>0, puisque
a? + b2 = r2 pour tout n € N.
Exercice 3
On rappelle que l'on a (on l’admet)
1 T
lim —— e U2dt = 1.
r—+00 /7T =
a) Sia € R, pourquoi la fonction F, 1t € R Y2 exp(—k®t?/2) € [0, 0]
est-elle mesurable (relativement aux tribus B(R) et B([0, o00]) ¢
Pour tout k£ € N, la fonction ¢t € R +— exp(—k®t?/2) est mesurable (rela-

tivement aux tribus B(R) et B(]0,00])) car continue de R dans |0, 00[. La
fonction positive

teR— F,(t)= lim Zexp(—katQ/Q) € [0, o]
k=1

n—-+o00
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est mesurable aussi (relativement aux tribus B(R) et B([0, oc])) comme limite
simple d’une suite de fonctions continues de R dans |0, +oo[, donc mesurables.

b) Pour quelles valeurs de o € R cette méme fonction F, est-elle intégrable
sur R par rapport a la mesure ug de Lebesque sur R 2 Vérifier que l'on a la
formule

T o 1
Va e R, / F,(t)dug(t) = lim F,(t)dt =V 27TZ a2 € [0, 00].
R k=1

T— 100
+ —x

Grace au théoreme de convergence monotone de Beppo Lévi (Théoreme 2.1
du cours, appliqué ici comme dans 'Exemple 2.1), on a

/RFa(t)dt - é(nggmzn:exp(—katz/m) dt
= nETw<iAeXp(—kat2/2) dt)
- nEToo<i /R exp(— (k/2t)2/2) dt)

— nEIEoo <kz:; /Rexp(—u2/2) du)
= \/ﬂz ﬁ € [0, 00].
k=1

1
fe/2

D’apres le critere de Riemann pour les séries ), 1/k7, v € R, la série
Des1 1/ k®/2 est convergente si et seulement si a > 2. La fonction F, est
donc intégrable (par rapport a la mesure de Lebesgue) si et seulement si
a > 2.

c) Soit € > 0. En utilisant (b) et l'inégalité de Markov, montrer que l'on a
lim pr({F.(t) > exp(—t*/2) +¢}) = 0.

a——+00

On a
{t e R; F,(t) > exp(—t?/2) + ¢} = {t €R; F,(t) — exp(—t?/2) > ¢}

- {t eR; iexp(—kat2/2) > 6}.

Par I'inégalité de Markov (Proposition 2.3 du cours), appliquée ici a la fonc-
tion positive

teR— Zexp(—ko‘tz/Q),

k=2



on a

pa({Fa(t) > exp(—12/2) +¢}) < ) )

|5 =
8|E28

<

Comme 1/k%/? < 1/k® pour tout k > 2 dés que o > 4 et que l'on a
limg 400 ~%/% = 0 pour tout k > 2, il résulte du théoréme de convergence
dominée de Lebesgue (Théoreme 2.3 du cours, appliqué ici dans le cadre ou
Q=N\{0,1} et ,u est la mesure de décompte) que

R !
QEI:I‘,}OO; ka/Z o 07

d’ou le résultat demandé.

Exercice 4.

a) Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I de R, a valeurs
réelles, mesurable, dérivable en presque tout point (au sens de Lebesque) de
Uintervalle owvert I. Vérifier que la fonction g définie sur I par g(t) = f'(t)
en tout point t € I ou [ est dérivable, par g(t) = 0 ailleurs, est encore une
fonction mesurable de I dans R.

Comme la tribu de Lebesgue £(I) est complete, I’ensemble N des points ou
la fonction f n’est pas dérivable appartient a £(I). Si (7,)n>0 est une suite
de nombres réels strictement positifs tendant vers 0, toutes les fonctions

o L IO g

sont (L£(]), L(R))-mesurables (puisque f I'est, que la translation par un réel 7
est une opération continue de R dans R, et qu’enfin le produit et la différence
de deux fonctions mesurables a valeurs réelles reste mesurable). Comme

f(t+7n)—f(t)>

Tn

Vtel, g(t) = hr+n (XI\N( )

n—

la fonction g est aussi (£(I), £(R))-mesurable, comme limite simple d’une
suite de fonctions (L£(]), L(R))-mesurables.

b) On suppose de plus qu’il existe une constante strictement positive M telle
que |f(t1) — f(t2)] < M|ty — to| pour tout ty,ty € I. Montrer que f' est



intégrable (relativement a la mesure de Lebesgue) sur tout segment [a, 5] in-
clus dans I, puis, en utilisant la continuité de f et le théoréme de convergence
dominée de Lebesgue, que, pour toute suite de réels (Ty)k>o tendant vers 0,

£(3) - f(a) = lim flt+m) = f(t)

k=400 Jla,g) Tk

dt = / g(t) dt = f/(t) dt.
o] o]

Pour tout ¢ € I\ N, pour tout 7 > 0 tel que 7 < dist (¢,01), on a

feen) = 10) oy

T

[f(t+7) = fO)] < M7

En prenant une suite (7x)r>0 de nombres strictement positifs tendant vers 0,
on en déduit par passage a la limite :

< M.

Vie I\N, [f/() = lim |LUFT) _f(t)\
k—+o00 Tk

La fonction g (donc aussi la fonction f’ puisque g(t) = f'(t) pour dt-presque
tout ¢ € I) est majorée en module par la constante M, donc est intégrable par
rapport a la mesure de Lebesgue (par le critere de domination, Proposition
2.9 du cours, puisque la fonction constante égale a M l'est) sur tout segment
[a, B] inclus dans 1.
Grace au théoreme de convergence dominée de Lebesgue (Théoréeme 2.3 du
cours), on a

lim fl+7) = fO) o St +m) = f(t)
k——+o00 (a,3] T k—+o00 [, B]\N Tk

_ / P dt = / gWdt= [ pa
[a,81\N [, 0] [, 0]

On obtient ainsi les deux dernieres égalités demandées.
Pour k assez grand, on a (invariance de la mesure de Lebesgue par transla-
tion)

dt =

L[ et ) = rtey = [, e[ o)

Tk Ja Tk

Comme f est continue aux points « et 3,

. _ — _
lim - /[a’aw]f(t)dt—f(a), lim /m,am]f@dt 1(5).

k—-+oo Tk

La premiere égalité est donc aussi démontrée.



