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. “Donner le développement limité & lorigine, & lordre n, de la fonction f définie sur R par f (x) =

Exercice I

. Questions de cours.

(@) “Donner la définition d’une suite de (auchy.

Corrigé. Une suite (uy,), est dite de Cauchy si Ve > 0 il existe un entier naturel Ng tel que p > Ng, ¢ > Ng, (p,q) €N,
implique ’up — uq| <e.

(b) Enoncer le critére (ou théoréme) de Cauchy pour les suites numériques.

Corrigé. Une suite de nombres complexes est convergente si et seulement si elle est de Cauchy.

n

. Montrer que la suite n — u, = Z — west pas une suite de (auchy (considérer uz, — uy).

k=1

Corrigé. Onauy, —u, = ):k il % (l) = %, chaque terme de la somme étant > 5. Elle ne vérifie donc pas le critére

de Cauchy.

. Soit (uy), une suite de nombres complexes vérifiant, pour tout entier n, |un41 — | < ¢" avec q € [0, 1[. Montrer que cette suite

converge.

Corrigé. Supposons que n et m sont deux entiers naturels tels que m > n. Alors, en écrivant u,, — Up, = Uy — Up—1 4 Upm—1 —

. _ m—n+l
Un—2+ . Upy 1 — Uy, il vient (i, —u,| < Y 1”|u,,+k—u,,+k | <Yt ="y gt =g ‘1— <

€ > 0 est donné, puisque g < 1, il existe n tel que 1 7 < & ce qui montre que la suite (uy,), est de Cauchy donc
converge.

Exercice I1

(cosx)— ( 1 —x2/2>
P

f(0) = 0. En déduire la tangente, et la position par rapport a celle-ci, & L'origine, de la courbe d’équation’y = f(x).

six#0 et

k2K )
Corrigé. Le développement limité de cosx a lorigine est cosx = Y} _ ( (1))x +x2"+18( ) avec lim,_,0€(x) = 0. Par
2k

suite, cosx— (1 —+/2) = YL 2 +x2"+18( ), etil vient f(x) =Y}_ 2 } e 2g(x). Onadonc f(x) =

x © 4 X
4 — 71 +x"€(x), ce qui montre que la droite d’équation y = g7 est tangente a la courbe alorigine, et que, pour x assez

petit, la courbe est au dessous de sa tangente si x > 0 et au dessus sinon.

. Etudier les branches infinies de la courbe d ‘équation’y = (x —2) e, On déterminera les éventuelles asymptotes et la position de la

courbe par rapport i celles-ci.

T.S.V.P.




I.

Corrigé. Cette courbe a une branche infinie lorsque x tends vers oo et lorsque x tends vers O par valeurs supérieures.
Lorsque x tends vers 0, x > 0, y tends vers —oo et la courbe admet la demi-droite x = 0, y < 0, comme assymptote ;
de plus la courbe se trouve a droite de son asymptote.

Etudions maintenant les branches lorsque x tends vers £oo. Le développement limité de I'exponnentielle donne

y=(x—2) (l +14 ﬁ + és ()17)), avec lim,_,0€(u) =0. Onadoncy=x—1— 237 +1e(1). Ceci montre que la
droite d’équation y = x — 1 est assymptote a la courbe lorsque x — oo, et que la courbe est au dessous de 'asymptote
$i x — oo et au dessus sinon.

Exercice I11

Questions de cours.
(a) Soit A une partie de R et f une fonction de A dans C. Que signifie « f est uniformément continue » 2
Corrigé. Pour tout € > 0 il existe 1) > 0 tel que, (x,y) € A X A, |x—y| < 1 implique |f(x) — f(y)| < €.

(b) Toute fonction continue f définie sur un intervalle de R est-elle uniformément continue 2 Justifier la réponse par un exemple,
et énoncer un théoréme donnant une condition suffisante pour l'uniforme continuité d’une telle fonction.

Corrigé. Non : la fonction x — % est continue sur |0, 1] mais n’est pas uniformément continue sur cet intervalle. Un
théoréme du cours dit que toute fonction continue sur un segment est uniformément continue.

Soit f une fonction réelle uniformément continue sur [0, +oo[. Soiz & > 0 tel que |x —y| < & implique | f(x) — f(y)| < 1. Soitx > 0 fixé.

2.

Soit F la fonction définie sur R” =0, 4-o0] par : F(x) =

Vérifier qu'il existe un unique entier ny tel que 5 <ny < 5+ 1.

Corrigé. Tout intervalle semi-ouvert |a,b] ou[a,b[ de longueur 1 contient exactement un entier.

- &n derivant f(x) — £(0) = " ( (L) = £ (&) ), monsrer que | £(x) — F(O)] < §+1.

(ke ke
Ny Ny

Corrigé. Comme ‘ =, <08,ona ‘f (%) —f (%)‘ < 1, etla formule donne | f(x) — f(0)] <n, < 5 +1.

. &n déduire qu'il existe deux constantes a > 0 et b > 0 telles que, pour tout x € [0,4co[, on a |f(x)| < ax+b.

Corrigé. La question précédente donne |f(x)| < 5+ 1+ (f(0)), et on peut prendre a = % etb=1+4]f(0).

. La fonction exponentielle est-elle uniformément continue sur [0,+oo[ 2

Corrigé. Non car elle ne vérifie pas la conclusion de la question précédente (comparaison exponnentielle et polynome).

. La fonction x — In (1 +x) est-elle uniformément continue sur [0,+oo| 2

Corrigé. La dérivée de cette fonction est 1—; Elle est donc majorée par 1 sur [0, +oo[. Le théoréme des accroissements
finis donne alors, pour (x,y) € [0,+oo[ X [0,+ec[, [In(1+x) —In(1+y)| < |x—y| ce qui montre que x +— In(1+x)
est uniformément continue sur [0, +oo|.

Exercice IV

. Questions de cours. Soit f une fonction ‘Riemann-intégrable sur un segment [a, D).

(a) Que peut-on dire de la fonction x — [ f(t)dt 2
Corrigé. Cette fonction est continue sur [a, b].

(b) Donner une condition suffisante portant sur f pour que la fonction x — faxf(t) dt soit dérivable en un point xo. Que vaut
alors cette dérivée 2

Corrigé. Cette fonction est dérivable en xp si f est continue en ce point et sa dérivée vaut f (xp).

* Int
—dt
A

Le but de lexercice est d’étudier la fonction F que Ion ne cherchera pas a calculer.

2.

Etudier le signe, la continuité et la dérivabilité de la fonction F.



Corrigé. Six>1, {2 >0 sur [1,x] et F(x) > 0.Si10 <x <1, {2 <Osur [x, 1] et F (x) = — xl 2dt > 0. Comme +— {2

est continue sur |0, +oo[, F est dérivable sur cet intervalle.
3. Que vaut F'(x) 2

Corrigé. F'(x) = {2

4. (a) Question de cours. Enoncer, pour une fonction h, la formule de ‘]Zzy/or-]”oung en un point xo a lordre p + 1, en précisant les
hypothéses sur h.

Corrigé. Soit i une fonction de classe €7 définie sur un intervalle[a, b] et xg € ]a,b[. On suppose que fP)est déri-
vable au point xg. Alors, pour x € [a,b], on a

B ptl f(k) (Xo)

(x =

(r —x0)“ + (x —x0)" " (),

avec lim,_, €(x) = 0.
(b) Donner le développement limité i I'ordre 3 de F au point 1.
Corrigé. Un calcul direct donne F(1) =0, F'(1) =0, F"(1) = 1/2 et F®)(1) = —1. Le développement limité est

donc

G-l 1) -1 e).

F) =" 6

5. Soit @(1) = IHUIH) ,t > 0. En utilisant une intégration par parties, montrer que, pour tout x > 0,

F(x) = (Inx) (In(1+x)) — /lx(p(t)dt.

Corrigé. Immédiat avec u =Inx et v =1In(1+x).
6. En déduire que F est prolongeable par continuité en 0.

Corrigé. Lorsque x — 0, In(14x) est équivalent a x, et, par suite limy_,o (Inx) (In(1+x)) = 0 Pour la méme raison, la
fonction @ se prolonge par continuité au segment [0, 1], ce qu1 1mpl1que que x+— [ @(r)dt est continue sur [0,1]

(Premiére question de cours). Ainsi F se prolonge en 0 par F(0) = — fo

1 1
7. En utilisant un changement de variables montrer que, pour x > 0, F (1/x) = / < — H—) Inudu.
1 u u

Corrigé. 1l suffit de poser t = l dans F (1/x) = fll/* lhjr’[dt F( )= [} an::u du.

8. En déduire que hmxﬂﬂo = =1/

Corrigé. Le résultat de la question précédente sécrit F(x) = —F (1/x) + [ du = —F (1/x) + & (Inx)?, d’ot le résultat
en vertu de la question s.

9. On pose I (x fl t*Intdt, k € N.

(@) En utilisant le développement limité & lordre n de la fonction t — l%Lz montrer que

n x (_ 1\ nt1 n
Fx)=Y (—l)klk(x)—i—/l ) e,

= 1+t
Corrigé. Le développement limité a Uordre n de la fonction ¢ +— %ﬂ T +t =Yr (- 1)k 4 ltj;rl , d’ott 1a for-
mule.
n (_ 1 )k 1
(b) &n calculant Iy(x), en déduire que, pour tout entier n > 0, |F(0) — Z 1) < / " n (1) dr
—o (K + 0
. - kg et , =
Corrigé. En intégrant par parties, il vient [y (x) = 3 — 1)y + T d’ou

n 1 n+1 _p+1
—1 " nt
Z /( i .
k+1 0 I+1¢

(71)n+1tn+1 Int

] < (1),

ce qui donne le résultat puisque



n 1)/{7]

(¢) Conclure que F(0) = lim Z 2

Corrigé. La fonctiont — 7lnt se prolonge par continuité au segment [0, 1]. Par un théoréme du cours elle y est donc

bornée par une constante M > 0. La question précédente donne donc |F(0) — Y} —5 k+1 Mfo t'dt = n+1 ,
k
ce qui montre que lim,_ 4 ’F (0) Y4, ((k:- 11))2 =0.
Exercice V

1. Question de cours.

(a) “Donner la définition d'une subdivision d’un segment [a,b) et, pour une fonction f définie sur [a,b), d’une somme de ‘Riemann
de f associée a cette subdivision.

Corrigé. On appelle subdivision du segment [a, b] une suite finie . = (a;)_, de points de [a, ] telle que ap = a <
a; <ay <...<a,=>b. On appelle somme de Riemann de f associée a la subdivision .# toute somme de la
forme 6 = Z;':_ol (zi) (aiv1 —a;) o z; € |aj,a;y1].

(b) Enoncer le théoréme reliant les sommes de ‘Riemann d’une fonction intégrable sur un segment [a, b] et son intégrale.

Corrigé. Le théoréme dit que, pour tout € > 0 il existe > 0 tel que, pour toute subdivision . de pas < §, toute
<eE.

c— f[wb]f <

somme de Riemann o de f associée a .7 vérifie

2
X .
2. Montrer que, pour tout x > 0, on a x — > <In(14x) < xen en déduire que

i«/k(nz—k)_zlzik(n;k)Szln<1+ k(n—k)>§2 k(n—k)
k=1 n =1

n k=1

Corrigé. La formule des accroissements finis donne In(1+x) = xﬁ avec ¢ € ]0,x[ ce qui donne In(1+x) <x. La

1
(1+¢)?

formule de Taylor-Lagrange a 'ordre 2 donne In(14x) =x— % avec ¢ € ]0,x[ d’ou on tire x — % <In(1+x).

k(n—k)

- et en additionnant les

On obtient alors les inégalités demandées en appliquant cette inégalité aux points x =
inégalités obtenues.

n 'k (n—k 1 1 k(n—k 1
3. Montrer que HT Z(z):/ Vx(1 —x)dx et que lim 72 (n2 ) :/ x(1—x)dx.
Ry = 0 0

n— +°°nk=1 n

Corrigé. En effet, Y} ~ Knh) _ %Zﬁzl % (1 — %) et = Zk 1 =1 w i1 % ( %) et il suffit d’appliquer le théo-

2 2
n n
réme sur les sommes de Riemann.

4. En admettant que fol VX (1 —x)dx = 7/8, en déduire que

,,ETOQ(H”:,Z_I) <1+2(;_2)>...<1+(nn;2)2> <1+(nnz_l)> =8,

k(n—k)
n2

=7/8 et lim, oo 55 Y7 Mk — 0, et

Corrigé. En effet, la question précédente montre que lim, o)y p

la question 2. donne alors lim,, 1o Y3 In (1 + kfzk)) = n/3, et il suffit alors de prendre I'exponentielle de

¥, In (1+"(2"‘>>

FIN



