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1 Définitions hilbertiennes

1.1 Suites de Riesz

Les définitions suivantes (cf.[44]) nous serviront dans la suite de ce chapitre,
et au chapitre suivant sur les opérateurs de composition. Soit H un espace
de Hilbert et (x;);>1 une suite de H. Nous dirons que

1. (x;) est une suite de Riesz supérieure s’il existe une constante B < oo
(appelée constante de Riesz supérieure) telle que

1Y " Nzl < B2 APl

pour toute suite finie (\;) de scalaires ("le carré de la somme est dominé par
la somme des carrés").

2. (x;) est une suite de Riesz inférieure s’il existe une constante A > 0
(appelée constante de Riesz inférieure) telle que

1Y " Njagl? = A7 2P )

pour toute suite finie ();) de scalaires ("le carré de la somme domine la
somme des carrés").

3. (z;) est une suite de Riesz sl existe deux constantes A et B telles que

AZY NPl 1P < 1) AP < B2 Y I Pl

pour toute suite finie (\;) de scalaires ("le carré de la somme est comme la
somme des carrés").



4. (x;) est une base de Riesz si (x;) est une suite de Riesz qui est de plus
totale dans H : l'espace engendré par les x; est dense dans H.

Remarque. Il est clair qu’une suite de Riesz supérieure n’est pas toujours
une suite de Riesz inférieure, car on peut répéter des vecteurs : par ex-
emple x2;_1 = x9; = e; ol (ej);>1 est une base hilbertienne de H. C’est
essentiellement la seule chose qu’on peut faire. La conjecture de Kadison-
Singer, résolue affirmativement par Marcus, Spielman, Srivastava (cf.article
d’E.Matheron) devient le théoréme suivant ([31])

Théoréme 1.1 Toute suite de Riesz supérieure (x;) normalisée, au sens ot
0 <a<|z;|| £b< oo, est union finie de suites de Riesz.

On peut maintenant se demander si une suite de Riesz inférieure nor-
malisée n’est pas automatiquement une suite de Riesz supérieure, d’autant
.

que cela arrive quand z; = TR-T J” est une suite normalisée de noyaux re-
2
J

produisants de I’espace H? du disque ([18] p.278, [42]). Dans le jargon des
spécialistes (cf. sous-sections suivantes), une suite d’interpolation (ici la suite
(2;)) est une suite de Carleson (pour H?). Et K.Seip (|26]) m’a informé que
cela reste vrai pour d’autres espaces de Hilbert de fonctions, par exemple les
espaces de Bergman, Paley-Wiener et Fock. Mais cela n’est pas impliqué par
la propriété de Nevanlinna-Pick compléte, qui irait plutdot en sens opposé.

Voici un contre-exemple dans le cas général ([11]) que nous a indiqué
J.F.Burnol; cet exemple est en dimension n, mais s’étend immeédiatement par
somme hilbertienne & la dimension infinie. Soit (e;j)1<;<n la base canonique
de C" et u le vecteur unitaire (1/y/n)Y"7_; e;, ainsi que T l'opérateur qui
agit comme I sur u* et comme /n I sur la droite engendrée par u (I étant
I'identité de C™). On pose x; = T'(e;) et on voit que

ej = (1/v/n)u+vj avec (vj,u) =0, z; =u+v;, 1 < ||lz;| < V2.
La suite (z;) est de Riesz supérieure avec une constante explosive, car
n n 5\ 1/2
I ZmJH > nllul| =n alors que (Z || ) < V2n.
=1 j=1

Par contre, elle est de Riesz inférieure avec une constante uniformément
minorée quand n — oco. On a en effet, en utilisant le symbole de Kronecker

1
(zj,28) = 1+ (vj,v) = (1 — 5) + 6jk



si bien que, pour toute suite (\;) de scalaires :

n

n L 1 n n
I Z)\jxjHZ = Z Nk (), o)) = Z ‘)\j|2+(1_ﬁ)‘ ZAJ‘Q > Z RYl
= j=1 j=1

1<j,k<n j=1

1.2 Suites de Carleson

Nous utiliserons aussi les définitions suivantes (|44]). Soit H un espace de
Hilbert et (z;);>1 une suite de vecteurs non nuls de H. On pose y; = z;/||z;]|
(souvent, ||z;|| = 1). Nous dirons que (z;) est une suite de Bessel sil existe
une constante C telle que

Y Hzy)P < Cllz))?, Va € H.

Jj=1

La meilleure constante C' s’appelle la constante de Bessel de (z;) (sl exis-
tait aussi une minoration 7%, l(x,y;)|*> > c||lz||?, on dirait que (x;) est un
frame). Les suites de Bessel ne sont autres que les suites de Riesz supérieures
([7]), comme le montre la

Proposition 1.2 (Boas) Soit (z;) une suite de H de constante de Bessel
C. Alors, pour toute suite finie (\;) de scalaires

1Y "Xzl < ¢ APl
J J
et de plus CY/2 est la constante de Riesz supérieure de (x5).

Preuve : supposons (z;) de Bessel, et soit z = ) \;x; une somme finie.
Observons que ||z||? = (z,>" \jz;) = > \j{z,z;). Linégalité de Cauchy-
Schwarz permet d’écrire

ol = | N ) [ < (S NPl 1) (O 1 yi) )
J J

< C (D PPl ) hell?

J



ce qui donne l'inégalité annoncée. Réciproquement, si (z;) est une suite de
Riesz supérieure de constante B ((y;) aussi, vu I'arbitraire sur les \;), fixons
x € H. On peut trouver une suite (w;) telle que > |w;|? =1 et

(X)) = S witauy) = @ > wms) < Nl | 3wy

< Bz (Y [w;?)"? = Bl

J

si bien que (z;) est une suite de Bessel avec constante < B. O

Nous particularisons maintenant au cas d’un espace de Hilbert H de fonc-
tions définies sur un ensemble €2, de noyau reproduisant K.

1. Une mesure positive p sur {2 est une mesure de Carleson pour H s'il existe
une constante C telle que

/Qlf(z)IZdu(z) < C||fI?>, YfeH.

La meilleure constante C' s’appelle la norme de Carleson de p, et se note
C = lullc.s-
2. Soit Z = (z;) une suite de points de Q. Z est une suite de Carleson si la
suite de vecteurs z; = K || K., ||~ est de Bessel, autrement dit si la mesure
discréte
Uz H = Z HKZJ ”72623-
j

est de Carleson pour H. La constante de Carleson de (z;) est par définition
|z m|le,ir, ou encore la constante de Bessel de ().

1.3  Suites d’interpolation

On dit qu'une suite X = (x;) d'un espace de Hilbert H est une suite
d’interpolation (ou de Riesz-Fischer) si, pour tout w = (w;) € ¢2, on peut
trouver x € H tel que

(1.1) (x,zj) =wj, j=1,2,....

Alors, il existe une constante C' tel qu’on puisse trouver un tel z avec ||z|| <
C||w||. Soit en effet J Porthogonal de I'espace engendré par les x; et T : £2 —
H/J définie par T'(w) = x + J ou x vérifie (1.1), ce vecteur étant déterminé



modulo J. L’application T est linéaire, a son graphe fermé, et donc est
continue. Et la constante C' = ||T’|| convient, par projection orthogonale.
Le lemme de Zabrejko (|43], p.190), appliqué & la semi-norme sigma-sous-
additive sur ¢? définie par

N(w) = inf{l|lz| ; (z,z;) = w; Vj}

donnerait aussi 'existence de C. Le meilleur C possible s’appelle la constante
d’interpolation de X, et se note My (X).

Les suites d’interpolation normées ne sont autres que les suites de Riesz
inférieures ([7]), comme le montre la

Proposition 1.3 (Boas) Soit X = (x;) une suite normée de H. Alors
pour toute suite finie (\;) de scalaires, || 3, Nzj|? > [My(X)]~2 > 113,
et de plus [Mp(X)]™! est la constante de Riesz inférieure de (z;).

Preuve : supposons X d’interpolation et soit (\;) une suite finie de scalaires.
On peut écrire par linéarisation

1/2 —

S = (Z |)\j]2) /2 ch)\j avec Z |cj|2 =1.
J J

On a ensuite ¢; = (x,x;) avec x € H vérifiant ||z|| < My (X). On obtient

S= ZTJ<$’:E]> = <9E,Z)\jxj> < My(X)|| Z)\jxjn'

J

Ainsi, (x;) est une suite de Riesz inférieure de constante 4 > [My(X)]™1.

Réciproquement, supposons (z;) normé de constante de Riesz inférieure A.
Soit (wj) telle que Y |w;|? = 1. Définissons une forme linéaire L sur I'espace
(non fermé) engendré par les x; ainsi : L(}_; Ajx;) = > A; w;. Nous avons

1/2 1/2
LQ Nl < (AP (D lwiP) 7 < (/A Y Nl
J
Par conséquent, L se prolonge en une forme linéaire L sur H de norme < 1/A
et on peut trouver x € H avec
[z]| <1/A et L(y) =(y.x) VyeFE.

Testant cela sur y = x;, nous obtenons (x, x;) = w; et voyons que Mg (X) <
1/A, soit encore A < [My(X)]~L. O



Passons au cas d'un espace de Hilbert H de fonctions définies sur un en-
semble €2, de noyau reproduisant K,. La suite de points Z = (zj) C € est
une suite d’interpolation pour H si la suite de vecteurs z; = ||K |71 K,
est d’interpolation, ou encore si, pour toute suite (w;) telle que l'on ait
> Jwj ||| K, || 72 < oo, il existe f € H telle que

/
(L) = fz) =w, et HfHSC(Z'%FHKZJ-””)”-
J

2 Critéres de "Rieszitude"

Le sous-espace E engendré par des K, s’appelle un espace modéle. La propo-
sition suivante reformule les Propositions 1.2 et 1.3, appliquées & la suite
x; = ||K.,||7' K., dans le langage des espaces de fonctions, et donne une
condition nécessaire et suffisante pour qu’une suite (K,) de noyaux repro-
duisants soit une suite de Riesz supérieure (resp. inférieure) pour 'espace
modéle F qu’elle engendre, avec controle des constantes.

Proposition 2.1 Soit Z = (z;) une suite finie dans Q. Alors

1/2
LSS MBI < izallen S W PIE, 12, et de plus [luzulld gy est
la constante de Riesz supérieure de (K;).

21325 MK I1P = IMu(2)]72 355 [N PIIK 12, et de plus [Mu(2)]7 est

la constante de Riesz inférieure de (K;).

Remarque. On pourrait se contenter de parler de suites de Bessel et de
suites de Riesz-Fischer, mais ce “langage a la Carleson” munit d’une intuition
géométrique utile (via un théoréme de plongement de Carleson) dans 1’étude
des opérateurs de composition C,, associés a une application holomorphe
© : Q — Q lorsque € est un ouvert du plan complexe (le disque unité ou un
demi-plan pour les séries de Dirichlet). Ces opérateurs (cf.chapitre 3) sont
formellement définis par

CSO(f):fogpv fEH



3 L’espace de Hilbert H?
Rappelons la notation, pour tout nombre réel 6 :

Cop={seC; Res > 0}.

3.1 Bases de dilatées de ’espace de Hilbert L?(0,1)

Soit H ’espace de Hilbert L?(0,1). On convient quune fonction ¢ € H
s’étend d’abord en une fonction impaire sur (—1,1) puis en une fonction 2-
périodique sur R, toujours notée . On remarque (exercice) que si ¥(x) =
V2 sinmz, les dilatées v, (z) := ¥(nz), n = 1,2,... forment une base or-
thonormale de H ou encore que toute fonction ¢ € H a un développement
de Fourier

o0 [e.e]
o(z) = Zan\/i sinnmz avec Z |an|? < oo.
n=1 n=1

Et il est naturel de se demander quelles sont les fonctions ¢ € H qui possé-
dent la méme propriété. La question posée est tout a fait naturelle et dans
Pesprit du théoréme de Wiener sur la totalité des translatées d’une fonc-
tion (remplacées ici par leurs dilatées). Mais elle est trop rigide: seules les
fonction a;v/2sin 7wz avec |a1| = 1 conviennent, ce qui demande une preuve
([10], Théoréme 2.4, voir aussi la Remarque 2 qui suit le Théoréme 7.2).
Assouplissons-la en demandant

1. Quelles sont les ¢ € H telles que les (¢p,)n>1 forment une base de Riesz
de H?

2. Quelles sont les ¢ € H telles que les (¢5,),>1 forment un systéme total
de H?

Comme on le verra, il existe une réponse satisfaisante a la premiére question,
en termes de séries de Dirichlet. Considérons la correspondance

') o0
o(x) = Zan\/isin nrx € H — Sp(s) := Zann_s.
n=1

n=1

Puisque Y |a,|? < oo, cela améne naturellement & considérer I'espace H?
défini ainsi:

(3.1) H2 = {f(s)=> anm ;> lan> = | f]|* < oo}
n=1 n=1

7



Il est clair via Cauchy-Schwarz que H? est un espace de Hilbert de fonctions
analytiques sur C; /5 et que les fonctions wu,, définies par u,(s) =n=°, n =
1,2,..., forment une base orthonormale de H?. Le noyau reproduisant K,
de H?, c’est-a-dire

fla)=(f, Ka) VfeH

est donc donné pour s,a € Cy 9, par

Ku(s) = Zun(s)un(a) =((s+a) avec | Ky|? = Kq(a) = ((2Rea).
n=1

On a aussi clairement Kéj ) € 'H? pour tout entier j > 0 et de plus
fO(a) = (f, KY) vfen

Une réponse compléte a la question 1 sera donnée en termes de ’espace
des multiplicateurs de H? et de la "fonction génératrice" S¢. Considérons
I’exemple séminal suivant.

3.2 L’exemple de Wintner

Soit 7 € Cy/9 et ¢ = " € H de développement de Fourier

(3.2) o(z) = NG Z sinnTm:.
n=1

n
Wintner a démontré

Théoréme 3.1 [Wintner| Si ¢ = ¢" avec T € Cy/p est comme dans (5.2),
les dilatées (on)n>1 sont totales dans H.

Preuve : voici une preuve simple, basée sur le lemme classique suivant :
Lemme 3.2 Soit (a,,) une série absolument convergente de complezes telle
que Sq := > po i aga = 0 pour tout entier d > 1. Alors, a,, = 0 identique-

ment.

Preuve du lemme: on utilise un argument de crible basé sur la fonction
de Mobius p en notant que, pour tout entier n > 1 :

doud)Sq= D am=0
1

dn (m,n)=

8



ou (m,n) désigne le p.g.c.d des entiers m et n. En effet, le membre de droite
vaut (séparation des variables)

S an( X @) = 3 an( X)) = @ asa).

m=1 d|(m,n) m=1 dd\‘m, dln k>1
n

ay = — E Ams

(m,n)=1,
m>1

] <) faml.

(m,n)=1,
m>1

Il en résulte que
d’out

En prenant n = p; - - - py ol (p;) est la suite des nombres premiers, on obtient

al < Y Jan)

m>pN

puis a1 = 0 en faisant tendre N vers I'infini. Soit ensuite [ un entier > 1
et by == ay. On a ) |by| < oo et Y ;o bra = Sig = 0. Par ce qui précede,
a; = b1 =0. B

Finissons maintenant la preuve du Théoréme 3.1, en posant une fois pour
toutes e;(x) = v/2sin27mjz et en considérant g = Z;L gjej € H, orthogo-
nale aux @p, = > oo k™7 €pp. Alors

0= lomah = DL =073 G
k=1 =1

Les hypothéses du lemme sont vérifiées pour la suite a,, = g,, m~ ", sommable
puisque ReT > 1/2 et (gn) € £2. On en déduit que tous les g, et g sont
nuls, ce qui achéve la preuve. O
Le lemme devient faux en ’absence de convergence absolue, comme le mon-
) _An) S . N T .
tre 'exemple a, = =~ ol A est la fonction complétement multiplicative

de Liouville ([36], p.29), qui vaut —1 sur les nombres premiers. Un autre
_ u(n)

exemple, signalé par O.Ramaré ([39]), est a, = 5= ot p est la fonction de

Mobius. Voici la preuve.

Proposition 3.3 Soit ¢ un entier > 1. Alors

i M(Z”) o
n=1




Preuve : soit xg le caractére principal modulo g et L(s, x0) = Y ooy x%gn ),
d’inverse

1L x0) = 3 PO o T -y
n=1

plg

Nous avons pour SRes > 1 :

D ulgn)n™ = > pl@u(n)n™ = ulg) Y u(n)xo(n)n*
n=1 n>1, n>1
(g,m)=1 -

= @K [T =) = G(s).

plg

Cela implique par un argument taubérien classique : y o | & (Zn) =G(1)=0.
Il

Remarque: De trés intéressants compléments au théoréme de Wint-
ner, avec des exemples de suites orthonormales "exotiques" de dilatées, se
trouvent dans l'article [10]. En particulier (Théoréme 3.1 de cet article) si
o(r) = 32 apV/2sinnmz avec Y o0 | |a,| < oo, alors (¢p) est une suite

orthonormale si et seulement si, posant S¢(s) = > >0

el Gnn~°, On a

(3.3) [Se(—iy)| = | Z ann®| =1 pour tout y € R.
n=1

Soit en effet T'(y) = |Se(—iy)|? = > mn>1 amTn ()% et 11 la mesure de Haar
du compactifié¢ de Bohr R de R ([37], ch.1), pour laquelle les exponentielles
ex(z) = €% X\ € R forment une base orthonormale de L?(1). On voit que
T est & spectre de Fourier-Bohr dans F' := log E ot F est ’ensemble des
rationnels > 0 et a l'identité (qui en un sens annonce [23])

(3.4) r=p/qe E= /T(y)r_iydu(y) = (Pg: ¢p)-

En effet, le second membre de (3.4) vaut

g A Ay, = g Ay, Qo -

qgm=pn m/n=r

Et le premier aussi puisque m/n # r = [(m/n)¥ r~%du(y) = 0. Et (3.3)
en découle. Par exemple, si (¢;,) est une suite orthonormale, (3.4) montre

10



que le spectre de Fourier-Bohr de T est réduit & log 1 = 0, la fonction T vaut
donc une constante ¢ et ¢ = [ T(y)du(y) = > re; lax|* = 1. Et (3.4) donne
immédiatement la réciproque. Des mondmes comme o(x) = +/2sinkrz
conviennent, mais aussi des fonctions plus inattendues, comme celle (avec
—1 < a < 1) correspondant a

ay = —a, agn =a" (1 —a?) pour n>1, a, =0 sinon
pour laquelle Sp(s) = 12:;2_,‘15. Plus généralement, étant donné des entiers
ni,...,Ny > 2 et des points z1,...,2, € D, on peut prendre ¢ définie par
T n—S —
Se(s) = H %_js
=1 1-— Zjn;

Par contre, si Sp(s) = 25:1 ann~% est un polynéme de Dirichlet unimodu-

laire, c’est un mondéme, comme conséquence du lemme simple suivant

Lemme 3.4 Soit \; <--- <Ay € R et P(t) = Zévzl ane™t. Si|P(t)| =1
sur R, P est un mondme.

Preuve : on peut supposer a; # 0 et A\; = 0, par shift. Si N > 2, on
a |P(t)]? = 3 amane!Pm At = 1 et le coefficient de eVt est ayar car
Am—Apn =Ay = m =N et n=1. Dot ay = 0 et finalement P(t) = a;. O

Cela ne passe pas aux polynémes trigonométriques P(z) = > 1 a;v;j(z)
sur les groupes abéliens compacts G dont le dual I' = {~1,--- ,v,} a de la
torsion, comme le montre I’exemple (avec n = 2V)

Goz{il}, F0:{1a7}a Q:1+i77 G:Géva F:Féva PZQ@@Q

pour lequel on a |Q(y)| = V2 pour tout y € Gy et |P(x)| = /n pour tout
x = (2j)1<j<n € G alors que P n’est pas un monome. Les sommes de Gauss
(2], p.168) donnent aussi des exemples intéressants.

4 L’espace de Banach H>™

4.1 Définition et premiéres propriétés

Soit D P'espace des séries de Dirichlet f(s) = > 7", a,n™* convergentes:
o.(f) < 0o ou encore |a,| < Cn? pour des constantes C, A convenables. Et
soit H*°(Cyp) l'espace des fonctions analytiques bornées dans le demi-plan

droit Cy. On a par définition:
H® = H*® ((C()) NnND

11



et on appelle H*> 'espace des séries de Dirichlet bornées. On le munit de la
norme

[flloo = sup [f(s)]

s€Cop
qui en fait un espace de Banach (non-séparable) et méme une algébre de
Banach ([37], p.142). Une fonction f € H* est donc une fonction qui véri-
fie deux conditions, 'une de croissance, 'autre de développement. Voici
quelques exemples:

1. Soit g € H>®(D). Alors, la fonction f(s) = ¢g(27°) est dans H*™. En
effet, f est analytique bornée dans Cy et de plus, si g(z) = Y oo gnz", on a
f(s) =200 9n(2") 7%, donc f € D.

2. Si a > 1 n’est pas entier, f(s) = a=* ¢ H*®. En effet, f € H>*(Cy)
mais f ¢ D comme on le vérifie facilement, par exemple en comparant le
comportement de f(s) et d’une série de Dirichlet > >, axk™* avec ay # 0
quand Re s — oo. Plus généralement, une série de Hurwitz Y322 a;(j+0)~°
avec 0 < 0 < 1 n’est jamais dans H.

3. Soit f(s) =300 (1) In77l = (1—27%)((s+1). Alors, f ¢ H*™. En
effet, f € D et méme o.(f) =0. Mais f ¢ H>(Cyp) d’aprés les propriétés de
la fonction zeta, par exemple (voir aussi l'inégalité de Bohr du chapitre 1).

4.2 Bases de Riesz de dilatées

Le théoréme de Wintner nous dit que les dilatées de la fonction ¢ = 7
de (3.2) engendrent H dés que ReT > 1/2. Mais il ne dit pas quand elles
forment une base de Riesz. Le théoréme suivant (|23|) va fournir la réponse.

Théoréme 4.1 [Hedenmalm-Lindquist-Seip] Soit ¢ € H de développement
o(z) = V2 Y32, apsinkrz. On a équivalence entre:
1. Les dilatées (¢n)n>1 de ¢ forment une base de Riesz de H.

)
n=1

S

2. La fonction génératrice Sp(s) =Y est dans H™ ainsi que son

inverse. Plus précisément

anpn—

IS¢lloc = Bligllz et 1/S¢lloo = (Alloll2) ™" ou encore
s € Co = Allgllz < |S¢(s)| < Bllell2

ou A et B sont respectivement les constantes de Riesz inférieure et supérieure
de (¢n).

En particulier, les dilatées de ¢7 forment une base de Riesz de H si et seule-
ment st Ret > 1.

12



Ce théoréme sera montré plus loin, mais I'application & @7 est claire; on a
o
1

SeT(s) =C(s +7), et sgor(s):;“(”)"“

ou u désigne la fonction de Mobius. Ces fonctions sont bornées dans Cq si
et seulement si Re7 =: ¢ > 1. On a alors

[e7ll2 = VC(20), [15¢7 oo = C(0), [11/S¢7 [loo = ¢(0)/C(20)

(voir aussi [27]), comme on I’a vu au chapitre 1. Soit B = A~ = ((0)/+/((20).

Voici maintenant une formule due & E.Saksman (]|40]), qui se révele aussi
fondamentale dans 1’étude de H*> que le noyau de Fejér dans 1’étude des
séries de Fourier.

5 La formule de convolution verticale de Saksman
Désignons par E I'ensemble des fonctions ¢ de L'(R) dont la transformée
de Fourier v,
~ 00 .
9O = [ v
—0oQ

est a support compact. Nous avons le

Théoréme 5.1 [Saksman/ Soit f(s) = .02 ;axn™® € D et 6 un réel >

n=1
oc(f). On suppose f bornée dans tout demi-plan Cyi. avec € > 0. Alors

(5.1) Zann_slz)\(logn) = /00 f(s+it)y(t)dt, Vs e Cy.
n=1 -0

Preuve : observons d’abord que les deux membres de (5.1) ont un sens dans
Cy et y définissent des fonctions analytiques. C’est évident pour le membre
de gauche, qui est un polynéme de Dirichlet puisque v € E. C’est clair pour
le membre de droite puisque f est bornée sur chaque Cy,i.. Soit maintenant
a > max(0,04(f)). Si s € C,, on a

/ h f(s+it)p(t)dt = / h D ann T Ty (t)dt
- ~®p=1

= i apn”?® /Oo n" % (t)dt = i ann_sﬁ(log n),
n=1

n=1
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I'interversion étant justifiée par la convergence de la série de terme général

Uy = / lann ™ "0p(t)|dt  avec  w, < |an|n Y|
On a donc I’égalité voulue dans C,, et, par prolongement analytique des iden-
tités, dans Cy. O

Malgré la simplicité de sa preuve (les arguments usuels de changement de
contour, un peu lourds techniquement, sont remplacés par le prolongement
analytique des identités), I'identité de convolution verticale (5.1) va se révéler
d’une utilité capitale.

6 Applications de la formule de Saksman

6.1 Une inégalité basique

Voici d’abord une reformulation utile de (5.1) quand f € H*> et 6§ = 0.

Théoréme 6.1 Soit f(s) = " apn~* € H® ety € E. Alors, on a pour
tout entier N > 2 et tout s € Cy

(6.1) )ianw&(fjgg;)\ < [1£lloe Il
n=1

Preuve : on applique (5.1) a la fonction ¥y (t) = A\p(At) ou A = log N, qui
vérifie ||Ya]l1 = [|1]]1 et ¥a(€) = ¥(€/A). Le premier membre de (6.1) vaut
donc

| [ #sityinra] < 11 liala = 111 .
|

L’inégalité simple suivante est fondamentale dans I’étude de H*°. Elle inter-
vient d’ailleurs dans la preuve de la complétude de H*™ ([37], p.142).

Théoréme 6.2 Soit f(s) = 07 a,n~* € H>®. Alors, on a

n=1

(6.2) lan| < ||flleo pour tout N > 1.

En particulier, o.(f) < 1.
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Preuve : notons d’abord que a1 = limgpes—oo f(8), donc |a1]| < || f]co-
Fixons ensuite un entier N > 2 et s = o + it € Cy. Soit h > 0 tel que h <
inf,,2n [logn/log N — 1], puis ¢ € E telle que ¢ > 0 et ¢(§) = (1—1|¢|/h)7,
et enfin ¥(t) = ep(t) si bien que

(€)= (1— &= 1|/h)* et ¥l = leli = 3(0) =1, $(1) = 1.

On a par construction :

~r1
@ZJ(Ogn):lsin:N, et =0sin#N.
log N

(6.1) se lit donc |any| N77 < || f|loo- Il reste a faire tendre o vers zéro. [

6.2 Sommes partielles des séries de Dirichlet et théoréme de
Bohr

Si f(s) => 02 ;apn™® € H™ et si N est un entier > 1, on note Sn(f)
la N-iéme somme partielle de f. C’est le polynéme de Dirichlet défini par

N
(6.3) Sn(f)(s) =D ann ",
n=1

Un résultat fondamental de Bohr (|9]) est le suivant :

Théoréme 6.3 [Bohr| Soit f € H>. Alors, la série de Dirichlet associée
a f converge uniformément dans tout demi-plan C. avec € > 0, en d’autres
termes

(6.4) ou(f) <0.

Dans [8] on a prouvé un résultat plus fort, sous forme quantitative, en mon-
trant que

(6.5) IS8 (f)lloo < Clog(N + 1)1 flco-

Le résultat est plus fort car, si I’on en dispose, on obtient le Théoréme 6.3
en écrivant pour s € Cy :

ann”* " =0 [Su(f)(s) = Sn-1(f)(s)]

et en faisant une transformation d’Abel.
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La preuve de (6.5) utilisait une méthode compleze. On partait de la formule
de sommation de Perron pour exprimer Sy comme une intégrale le long
d’un segment vertical, & un terme d’erreur prés; puis a ’aide du théoréme
de Cauchy on décalait le segment vers la gauche, et enfin on optimisait ce
décalage par rapport & un certain paramétre. La formule de convolution
de Saksman permet de donner une preuve essentiellement réelle et "self-
contained” (|40]).

Théoréme 6.4 [Balasubramanian-Calado-Queffélec] Soit f € H™ et N un
entier > 1. Alors

(6.6) 1SN (f)llso < Clog(N + 1) fllos

ot C est une constante numérique.

Preuve : on utilise I'inégalité (6.1) et un bon choix de la fonction v figurant
dans cette inégalité, donné par le lemme suivant

Lemme 6.5 [ Fonction Test] Soit T la fonction paire sur R définie par
T(t)=1pourl<t<1-—1/N, T(t) =0 pourt>1+1/N,
T linéaire sur [1 —1/N,1+ 1/N].
Alors, T = {b\ avec Y € F et

4+ 2log N
(6.7) [l < 25208

Preuve du lemme: si h > 0, soit xj, la fonction indicatrice de (—h, h).
Alors, X5,(€) = 250 ot

B
T—i *
—2aXa Xb
avec a = 1/N et b=1. D’ou
f({)ZQN sin& /N sinf'

§ §

Nous voyons alors que
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(6.8) |71 < 8+4log N.

En effet, la parité de T' et le changement de variable £ = Ny donnent

. [e) : in N 1/N 1 d 4
||T\|1:4/ [sinyllsin Nyl , Ndy+/ y+/ &
0 Yy 0 1N Y 1Y

= 8+ 4log N.

Maintenant, la formule d’inversion de Fourier et la parité impliquent
~ 4+ 2log N
(6.9) T=4 avec |¢fp< Tg

On applique pour finir L6.1) avec ¢ comme dans le Lemme. Ce qui nous
donne pour s € Cy, viap =T :

(6.10) 13 a2 < ol
n=1

log

On peut supposer que || f||lcoc = 1 et on note que

1 logn 1 —log N/N log N
1- =< <14 — =< Ne 198NV/N .y < NelogN/N
N Slgn = Ty =i =

si bien que le membre de gauche de (6.10) ne difféere de Sy (f)(s) que par au

plus
N[elOgN/N - e_logN/N] < log N

termes, tous de taille < ||f|lc = 1 d’aprés (6.2). Comme on a de plus
lv||1 < log N, prenant le sup sur s € Cg, on obtient le Théoréme 6.4. O

6.3 L’identité de Carlson

Voici maintenant une formule utile de type Parseval pour les séries de Dirich-
let, dont la validité en général pose des problémes délicats (|37], chap.7), mais
pas pour les séries de Dirichlet bornées.
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Théoréme 6.6 Soit f(s) => ", ayn~° € H>® ete > 0. Alors, on a

1 (7 , =
611 im g [ iR = 3 e < 1
n=1

En particulier, on a Uinclusion contractante H™ C H?, au sens ou

fen* = feH et |fll2 <|fllo-
Preuve : il suffit de remarquer que la série 7, an,n"¢n~* converge uni-
formément sur R d’aprés le Théoréme 6.3, et que pour une série du type
f(t) =320 bpe ™! uniformément convergente sur R, on a toujours (avec
ici A\, = logn)

: 1 r 2 - 2
Jim 7 [ 1s) =3 "

Ceci se vérifie & arme blanche grace a la convergence uniforme. En termes
plus savants, c’est I'identité de Parseval pour f continue sur le compactifié
de Bohr R de R muni de sa mesure de Haar p qui vérifie

1 T
dp = lim t)dt
/Rgu Tgr;OT/OQ()

pour toute g continue sur R. Quoi qu’il en soit, on a (6.11) et la seconde
assertion s’obtient en faisant tendre € vers 0. O

6.4 Les multiplicateurs de H?

Nous noterons dans ce paragraphe || |2 la norme dans H?2. Nous allons
montrer ici le résultat fondamental suivant (|23|) par la méthode de Saksman
(voir aussi [1]), et en donnerons une application.

Théoréme 6.7 [Hedenmalm-Lindquist-Seip] Les multiplicateurs de H>

s’identifient isométriquement ¢ H*. De fagon plus précise, soit f une fonc-
tion compleze définie sur Cy 5. Alors

fgeH? VgeH* & feH™, etdeplus | flleo = sup 1 £gll2-
gll2<1

Preuve : elle va nécessiter les deux lemmes qui suivent.
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Lemme 6.8 Soit f € H® et g € H?. Alors, fg € H? et
(6.12) 1£gll2 < [[fllcllgll2-

Preuve du Lemme 6.8: soit

f(S) = Z ann—s’ g(S) = Z bnn_sa (fg)(s) = Z Cnn_s
n=1 n=1 n=1

puis soit gn(s) = 27]:[:1 bon™% et (fgn)(s) = D00y V=5 ot N est un
entier > 1. On applique l'identité de Carlson a fgy € H*. Pour ¢ > 0
donné:

S IeVPn > = dim / (e + i) Plgn(e + it)2dt
0

1 T—00
1 (7 N
< IIinoTlggoT/o lgn (e +it)Pdt = || FII% Y [bal*n ™ < | £1%]l9113-
n=1

Dou > 7, \cgzN)\Q < [|fI%llg]13 en faisant tendre e vers 0 et en utilisant le
lemme de Fatou. Il reste & remarquer que, pour chaque n fixé, on a

C;N) = Z aibj N:>OO Z aibj = Cp

ij=n, ij=n
JEN

et a réappliquer le lemme de Fatou.

Dans le lemme & venir, nous noterons, pour r entier > 1, N, 'ensemble des
entiers qui n’ont que des diviseurs premiers < p,., le r-iéme nombre premier.
Et P, l'ensemble des polynémes de Dirichlet f(s) = > 7, ¢,n™* tels que
cn #0=n € N,.

Lemme 6.9 Pour chaque s € Cy et chaque r entier > 1, il existe une
constante Cs, > 0 telle que

(6.13) fePr=1f(s)] < Cspllfll2-

Preuve du Lemme 6.9: soit s = o +it € Co et f(s) = cn can™° € Py
Une identité d’Euler tronquée montre que

T

Csr = Z n=% = H(l —pj_Q‘f)*1 < 00.

neEN, j=1
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Cauchy-Schwarz donne maintenant

)< (Y el P (Y 072) 2 = Culif e

neN, neN,

Revenons & la preuve du Théoréme 6.7. Soit f un multiplicateur de H2. On
note My : H? — H? 'opérateur de multiplication par f. On a f € H? car
f = M¢(1), et My est un opérateur borné par le théoréme du graphe fermé.
On note A sa norme. Le Lemme 6.8 nous dit qu’'une fonction f € H*> est un
multiplicateur, avec A < || f]|co. La réciproque va s’établir en trois étapes.

Etape 1 ("Power trick".) On a A = || ]| si f est un polynéme de Dirichlet.
En effet, fixons r tel que f € P, et s € Cy. On voit de proche en proche
que || f*||2 < A* pour k entier > 1, puisque f¥ = M;(f* 1) et f©=1. Le
Lemme 6.9, applicable a f* € P,, nous donne maintenant :

’f(3)|k < Csm||fk||2 < Cs,r)‘k puis |f(s)] < )‘(Csn")l/k-

En faisant tendre k vers 'infini, on obtient |f(s)| < A puis || f]jco < A

Etape 2.

Ecrivons f(s) = Y00, a,n™°. Soit ) € E et P(s) = >.°°, anth(logn)n=s.
Alors

(6.14) [Mpl| < [|My] < f[9llr =: Al

Soit en effet, pour ¢ réel, T; I'opérateur de translation verticale par it défini
par Tg(s) = g(s + it). Cet opérateur est une isométrie sur H? et de plus
Tif est encore un multiplicateur, avec || Mr,f| = |[My||. En effet, puisque

(T:f)g = Ty (f(T-+g)), on a
[(Tif)gllz = 11 F(T-tg)ll2 < M| 1Tt gll2 = | M|l l|gll2-

Maintenant, la formule de convolution verticale de Saksman s’écrit sous
forme vectorielle (avec [ = fR)

Pz/awwwﬁ

d'ot, si g € H?, Pg = [(Tif g)y(t)dt puis
1Pgll2 < / 1T gll2 [4(2)|dE < / M {lgll2lo(2)|dt = [[ M| lgll2[[[¢]]x
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ce qui prouve (6.14)

Etape 3. Soit (¢;) une approximation de l'identité dans L!, par exemple
@(5) = (1 — |§—‘)+ Et soit P; le polynéme de Dirichlet correspondant :

= Y- aubitognn = [(Tif)(s) b0t

n=1

D’aprés les deux premiéres étapes, on a ||Pjlls = [[Mp,|| < A. Modulo
extraction, on peut supposer, d’apres le théoréme de Montel, que P; tend
uniformément sur tout compact de Cy vers une fonction F' € H*(Cy) avec
[Fllc < A. Soit maintenant s = o + it € Cy/. Alors, Y 7% | |an|n™" < oo

et @(log n) — 1 quand j — oo, avec 0 < Qp/\j(l()g n) <1, donc

— Z apn” % = f(s),
n=1

ce qui donne f(s) = F(s). Ainsi, f € D puisque f € H?. Et f se prolonge en
une fonction analytique bornée par A sur Cy, ce qui achéve la démonstration.
U

7 Le Théoréme des dilatées

Le but de ce paragraphe est de prouver le Théoréme 4.1. On note H =
L%(0,1) et (e)r>1 la base orthonormale de H définie par ey (x) = /2 sin krz,
ainsi que Y po; ak e le développement de ¢ € H fixée. On dispose d'un
opérateur de transfert unitaire S : H — H? défini par

[o.¢] o]
s) = Z cpn” % st f = Z Cnén.
n=1 n=1

Supposons d’abord que (p,) est une base de Riesz de H, nous disposons aussi
d’un opérateur de Toeplitz T, : H — H défini par

T, f = chgpn si f= chen avec Z|C”| < 00.

n>1

Le lemme suivant exprime une relation utile d’entrelacement entre S et T,.
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Lemme 7.1 Si (¢,) est une base de Riesz de H, on a
(7.1) S(T, f) = S Sf pour toute f € H?.

Preuve : si f =) . cnen, on a

[e.e] o0 o0 [e.e] [e.e]
Tof =Y cnpon=>_ ca( D arenr) = > en( D> cnar) =Y en(axc)y
n=1 n=1 k=1 N=1 nk=N N=1
(on * désigne la convolution de Dirichlet) si bien que
o o0 oo
S(Tyf) = Z (axc)y N~°% = (Z akk_s)(z ecnn” %) =SpSf
N=1 k=1 n=1
ce qui prouve (7.1). O
Comme conséquence du Lemme 7.1, on voit que (écrivant || |2 pour la

norme dans H = L?(0,1) et notant que ||¢n|l2 = [|¢||2)

150 Sfllrz = I1S(To )l = I Tofll2 < Bllelall flla = Bllell2llSf e

ol B est la constante de Riesz supérieure de (p,). Comme S est surjective,
cela exprime que S¢ est un multiplicateur de H? de norme < Bl/p|l2. On a
par un calcul analogue (écrivant g = S f)

(7.2) 1(59) gllzz > Allellz gl Vg € 1

ot A est la constante de Riesz inférieure de (¢,,). Cela exprime que 'opérateur
M de multiplication par S¢, M : H? — H? est injectif d’image fermée. Il est
aussi surjectif, d’aprés la relation (7.1) et le fait que T, est surjectif, puisque
les ¢, forment une base de Riesz. De plus, Sy ne s’annule pas sur Cy /5. En
effet, si Si(7) = 0 pour un 7 € C, /5, les fonctions de I'image de la surjection
STQPS*1 : H? — 'H? sont toutes orthogonales au noyau reproduisant K,
toujours d’aprés (7.1) (cette hypothése de totalité des ¢, est essentielle :
dans ’exemple de la remarque qui suit le théoréeme de Wintner, la fonction
S vérifie
1S gllzez = llgllae

pour toute g € H? et pourtant a des zéros dans Cy/2 des que la| < 1/V/2).
La relation (7.2) s’écrit aussi bien, puisque M est surjectif et puisque Sy ne
s’annule pas

(7.3) lg/S¢llre < (Allell2) " llgllze Vg € H2.
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Il en résulte que 1/S¢ est un multiplicateur de H2de norme < (Al/p]|o0) ",
ce qui achéve, modulo le Théoréme 6.7, la preuve de I'implication 2. = 1.
du Théoréme 4.1.

Supposons maintenant que Sp et 1/Sp sont dans H*>°. Nous avons encore,
désignant par V' C H l'espace vectoriel (non fermé) engendré par les ey, la
relation (7.1) pour f € V, qui montre que

(7.4) (11/S¢lloe) M fllz < I Tpfll2 < 1S@llooll fl2 VF € V-

D’autre part, (7.1) de nouveau montre que Ty, : V' — H est d’image dense,
puisque lopérateur M : SV — H? de multiplication par S¢ est d’image
dense sachant que S¢ et 1/S¢ sont dans H*. Mais (7.4) et la densité
de T,,(V') montrent que (¢,) est une base de Riesz de H de constantes B
et A vérifiant Bllpll2 < [|S¢lleo et (Al¢ll2)™t < ||1/S¢]lco. Cela prouve
I'implication 1. = 2. du Théoréme 4.1.

Remarques. (1) Une version affaibliec du Théoréme 4.1 a été obtenue dans
([20]) sous la forme suivante (cf.[37], p.25 pour la définition de presque-
périodique)

ne1 @nn° se prolonge dans Co

avec Sp(it) presque-périodique sur R au sens de Bohr. Alors, (pr) est une
base de Riesz si et seulement si 1/S¢ € H? et

Théoréme 7.2 Supposons que Sp(s) = > >

inf |Se(it .
inf |Sp(it)] > 0

Mais il est remarqué dans [24] que cette forme est définitivement plus faible
que le Théoréme 4.1, avec 'exemple (déduit de la fonction intérieure sin-
guliere z — e~ (142)/(1-2))

1 —(1427%)/(1—-2"*
Sgo(s)=1[3+e 1427/ )]
qui vérifie clairement 1/2 < |Sp(s)| < 1 dans Cy, mais pour lequel Sip(it)

n’est méme pas continue sur R.

(2) Voici comment prouver une assertion gratuite de I'introduction. Sup-
posons que ¢ = > >, an e, € H et que (¢p)n>1 soit une base orthonormale
de H. Nous pouvons écrire 1 = Y o cripr avec Y |cx|?> < oco. Do
en = Y 1>1 CkPkn DUisque e, = (€1)y. En particulier, si n > 1:

an = (@,en) = (01, Y ChPrn) = Y _ (@1, Pn) =0

k>1 k>1

puisque kn > n > 1 et donc @1 L @g,. Il vient ¢ = aje; avec |ay| = 1.
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8 Propriétés supplémentaires de H?

Les deux résultats suivants aident & I’étude des opérateurs de composition
sur H? du chapitre trois.

8.1 Représentation intégrale

Il est utile de disposer d’une formule de représentation intégrale pour la
norme dans H?, analogue & la formule de Parseval pour 'espace de Hardy
H? du disque. Plusieurs telles formules existent, en particulier une formule
de type Littlewood-Paley, valable aussi pour les espaces HP de séries de
Dirichlet ([3], [4], [5]). La suivante, trés élémentaire, suffira & nos besoins.

Théoréme 8.1 Soit f(s) = >~ ann"° € H?2, dont la série de Dirichlet
converge uniformément sur Co. Soit u € LY(R) avec u > 0 et |jull; = 1, de
dilatées uq(t) = Tu(L), a>0. Alors

£ 113 = lim /R | £ (it)|Pua(t)dt.

Preuve : la preuve formelle qui suit est valide si f est un polynéme de
Dirichlet, i.e. a;, = 0 pour m grand. En effet, puisque u, (&) = u(a):

it)|? =Y aman [ (m/n) % = ) Qp0n ug(log(m/n
/R P = 3 on /R (/) ua(t)dt = 3 (log(m/n))

m,n

= Zam@ﬁ[a(logm — logn)] iy Z lan)? = ||f||${2

n=1
d’aprés le lemme de Riemann-Lebesgue. Dans le cas général, soit € > 0 et
Ny un entier tel que sup,cg |f(it) — fa(it)| < e pour N > Np, ou I'on pose
fn(s) = N a,n~s. L'inégalité triangulaire et le fait que Jp ua(t)dt =1
donnent pour N > Ny, notant ici p, = uq(t)dt et f, fn pour f(it), fn(it):

(/R\flzdua)l/2ﬁ (/er—fm?du@”%(/R|fm2dua)”2

ge+(/R\fN|2dua)”2

d’ott par ce qui précéde

a—00

N
lim sup (/R ]f\Qdua)1/2 <e+ (Z ’%’2)1/2 <&+ || fllge-
n=1
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On obtient de méme pour N > Ny

N
lim inf ( \f|2d,ua)1/2 > —e+ (Z |an|?)/?
R n=1

a—00

et le résultat s’ensuit en faisant tendre N vers l'infini puis € vers zéro. [

8.2 Plongement local

Soit H?(C4 /2) I'espace de Hardy du demi-plan C; /5, défini comme I'ensemble
des fonctions h analytiques dans C; /5 pour lesquelles

(o.9]
(8.1) HhH%g(Cl/z}) = sup / \h(o +it)]2dt < oo.
o>1/2J—

Chaque h dans H?(Cy5) a (théoréme de Fatou) une limite non-tangentielle
en presque chaque point de la droite verticale o = 1/2, et la fonction limite
correspondante h +— h(1/2+it) est dans L?(R); la norme-L? de cette fonction
coincide avec la norme-H? définie par (8.1). Le résultat suivant, trés utile,
fait le lien entre H?(Cy/y) et I'espace H? ([34]). I est basé sur une inégalité
de Hilbert généralisée due a Montgomery et Vaughan ([33]) qui s’énonce
comme suit :

Théoréme 8.2 [Montgomery-Vaughan| Soit (\,) une suite discréte de réels
distincts, et 0p, = infy,zp, [Ay — An| >0, n=1,2,.... Alors, pour toute suite
finie (an)1<n<n de complezes, on a :

82) DI Z ol

1<m,n<N,
m#n

ou, C est une constante numérique (C:% convient). En conséquence, si
S(t) = >.0°  ane?t est une série de Dirichlet uniformément convergente

sur R, on a uniformément par rapport a a,b € R tels que a < b
b 9 o
(8.3) / S@)Pdt < 3 Jan(b—a + 6, 1)
@ n=1

Preuve : I'implication (8.2) entraine (8.3) découle de

) ) i =An)b _ gi(Am—An)a
/ ’S dt = ( Z |an| + Z CLman Z()\m — )\n)

m¥#n

changeant a,, en a,, € ou a,, e*m? de méme module que a,,. O
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Nous pouvons maintenant énoncer le (cf. [34])

Théoréme 8.3 [Théoréme de plongement] Soit f € H? . Alors, la fonction
F(s) = f(s)/s est dans Uespace de Hardy ordinaire H*(Cy5) et de plus

(84) ||FH%12(<C1/2) < O f 113

ot C est une constante numérique. De facon équivalente: pour chaque b > 0,
il existe une constante Cy, > 0 telle que, si f € H?

(3.5) 11072+ i) Pa)ds < Cul e

ot Py est le noyau de Poisson de Cy en b, Py(z) = W.

Preuve : notons que (8.4) implique, modulo le théoréme de Fatou pour
H?(C, /2), I’existence presque partout de la limite radiale

F(1/2+ix) = lim £(1/2 + ¢ + i)

quand f € H?. Montrons maintenant la forme (8.5). On note d’abord que
(8.3) entraine, prenant A\, = logn et donc d, ~ 1/n et changeant a, en
ann /27 lorsque Y2°°  fan|? < 0o et e >0

k+1 ©© ) 0
/k | a2 200 < €3 a2 = Cll 12
n=1 n=1

ou C' est une constante numérique. Ensuite

‘ ) k+1 ‘ )
/R]f(1/2+€+zm)] Pb(m)da:—Z/k |f(1/2 4 e+ ix)|"Py(x)dx

kEZ

k+1 1

B
. 2 9 9
< Z/k m\f(1/2+a+m)! dr < Z/k kQ—HHfHHQ < | £

keZ keZ

ol les constantes impliquées ne dépendent que de b. Il reste & faire tendre ¢
vers zéro et a appliquer le théoréme et le lemme de Fatou. O
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9 Propriétés supplémentaires de H*>
L’amélioration suivante du théoréme de Bohr a été obtenue dans [38]

9.1 Un théoréme de Bohr pour la partie réelle

Théoréme 9.1 Soit f € H(Cy) ND avec Re f > 0. Alors, ou(f) <0 et en
particulier o.(f) < 0.

Preuve : on rappelle le théoréme de Herglotz (18], p.17), disant que toute
fonction h harmonique positive sur Cy s’écrit

(9.1) ho +it) = co + / Pyt — 7)du(r)
R
oll ¢ est une constante > 0, 1 une mesure positive telle que [ ‘f’jr(;) < oo et
P, le noyau de Poisson en o > 0, déja vu :
1 o
Pa(v) = ;0_2_1_2}2'

Il est clair que

6

0<o0<60= P,(v) <—Py(v) pour tout v € R.

o

Par (9.1), on en déduit une inégalité de Harnack précisée
. 0 .
(9.2) h(o +it) < —h(0 + it).
o

Maintenant, puisque f € D, f est bornée par une constante M dans un

demi-plan Cy avec § > 0. Fixons 0 < « < 1 et appliquons (9.2) a la fonction
harmonique positive h = Re f*, qui vérifie de plus (sur Cp)

1

1% < cos(am/2)

h=:Cyh.
Nous obtenons, pour 0 < o < 6, les inégalités
i . 0 . 0 0
|flo+it)|* < Cyh(o+it) < Co—h(0+it) < Co—|f(0 +it)|* < Co—M“.
o o o
Ainsi, f est bornée dans C; pour tout € > 0. D’aprés le théoréme de Bohr

shifté, on en déduit o, (f) < €, puis o,(f) < 0 puisque € > 0 est arbitraire.
O
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9.2 Un théoréme de Montel pour H>

Le résultat suivant (|3|) constitue un remarquable renforcement du théoréme
classique de Montel sur les familles normales de fonctions holomorphes.

Théoréme 9.2 [Bayart] Soit (f;) une suite de H* bornée en norme. Alors,
cette suite contient une suite extraite convergeant uniformément vers une
fonction f € H™ sur tout demi-plan C,, € > 0.

Preuve : soit fj(s) =D 2 at¥ n=5. On sait que |a£bj)| < || fjlloo < C pour

n=1
une certaine constante C'. Par le procédé diagonal, modulo une extraction,
on peut supposer que ag iniied a, pour tout n avec |a,| < C et un argument
de double limite montre que

oo
seCy= fi(s) — Zann_s =: f(s).
n=1
Par le théoréme usuel de Montel et modulo une autre extraction, f; — g

uniformément sur tout compact de Cy ot g € H*(Cyp), et on a f = g sur
Cq, ce qui montre que f € H*®. Reste & montrer que, pour £ > 0 fixé,

gi(s) == fi(s+e)— f(s+¢) = Z(a%j) —ap)n ¢ —0 dans H™.
n=1

On pose
A(j)(s) — Z(alij) —ap) kS sin>1, A((JJ')(S) =0

et on voit que

N
95(5) <" 1 — anl + Y |(AD =AY () n 2],
n=1

n>N
Mais || f; — flloo < 2C} la version "sommes partielles" du théoréme de Bohr

nous donne donc ||A£LJ ) loc < Klogn ot K est une constante. Une transfor-
mation d’Abel donne alors

al Kelogn
lgslleo < D" laf) —an| + 3° = 52+
n=1 n>N
D’ou, a N fixé:

. Kelogn
lim sup [|gj]|oo < Z —
j—oo n
n>N
Il reste a faire tendre N vers l'infini. O
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9.3

Compléments

Le lecteur trouvera d’autres compléments sur les espaces H? et H™, par

exemple la caractérisation par Seip des suites d’interpolation bornées de H*>°
ou la convergence presque partout au bord de Cy/, de la série de Dirichlet
d’une fonction de H2, dans [37], chapitre 6.
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