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Séries de Dirichlet : une introduction

1. Séries de Dirichlet, I’exemple des séries de type zéta

Soit (an)n>1 une suite de nombres complexes et (\,)n>1 une suite de nombres
positifs ou nuls strictement croissante. Une série de Dirichlet de type A = (Ap)n>1
(cette suite est dite suite des exposants) est une série S de fonctions entieres du

type
S = Z Qp €A%,

n>1

La suite des nombres complexes (a,)n>1 est dite suite des coefficients de la série
de Dirichlet Y | a,e %

ExAMPLE 1 (les séries de type zéta). Sila suite (A,)n>1 est la suite (log(n))n>1
est si (ap)n>1 est une suite de nombres complexes arbitraire, la série de Dirichet

2 anef(log n)z _ E an n=?

n>1 n>1

est dite série de Dirichlet de type zéta. On peut introduire (pour modifier la liste
(@n)n>1 des coefficients) le groupe dual du groupe multiplicatif discret (Q**, x). La
donnée d’un homomorphisme @ : (QT*, x) — (T, x) équivaut (d’apres le théoréme
fondamental de I'arithmétique) & la donnée de la liste des nombres complexes de
module un {w(p,) = € },, ou {p,}, décrit la liste des nombres premiers {2,3,...} ;
on pose en effet, étant donnée une telle suite infinie (zw, = %), de nombres com-
plexes de module 1, pour tout z € Q**,

w(z) = H wi/m(n%

ot v, (p,) € Z U {+00} dénote la valuation p-adique de = (||z||,, =p. ** (pL)), ce qui

définit y de maniere unique. Le groupe (Q** x)* s’identifie au groupe compact
des caracteres multiplicatifs x : N* — T, c’est-a-dire des applications xy de N*
dans T vérifiant x(mn) = x(m)x(n) (on pose xw(m) =[], = ™ ) ce qui permet
d’identifier @ au caractére x4 ). Ce groupe dual (compact) est le polycercle unité
(de CtP}o) de Bohr que 'on notera T (on notera D™ le polydisque, dit polydisque
de Bohr, dont ce polycercle est la frontiére de Shilov). Etant donné un point x du
polycercle de Bohr et une série de Dirichlet S = " -, a,n™* de type zéta, on définit
une nouvelle série de Dirichlet S, de type zéta par

Sx = Z x(n) apn™ = Z n H [pL_ZX(pL)]V"(pL) = Z an H Iz, [x(p.)] Vn(p)

n>1 n>1 =1 n>1 =1
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La clause de multiplicativité imposée a x est importante : par exemple la série de
Riemann alternée
Z(_l)n—l n=?

n>1

ne s’exprime pas comme une série S, a partir de la série de Riemann ) ., n™7 :il
faudrait trouver un caractére x & valeurs dans {—1,1} tel que x(n) = 1 si n est pair
et x(n) = —1 si n est impair; or le produit de deux nombres impairs reste impair,
tandis que (—1) x (—1) = 1. On peut envisager le point x du polydisque de Bohr
sous l'angle stochastique : au lieu des nombres déterministes x(p,) (coordonnées
d’un point du polycercle T* de Bohr), on peut envisager les coordonnées x(p,) de
ce point comme des variables aléatoires X, ,Xp,; ..., toutes définies sur le méme
espace de probabilité, & valeurs dans T = R/Z, mutuellement indépendantes.

DEFINITION 2 (transformation de Mellin! d’une série de Dirichlet). Soit une
série de Dirichlet Y- . a,e™*»%. Sa transformée de Mellin M([f] est par définition

la série de Dirichlet N
M(fl(z) = Zane_e z,
n>1

ExaMPLE 3. La transformée de Mellin d’une série de Dirichlet de type zéta est

une série de Dirichlet du type :
M [ Z ann*ﬂ = Z ane” .
n>1 n>1

11 s’agit donc d’une série entiere en w (de terme constant nul), dans laquelle on a

opéré la substitution w = e~%.

2. L’abscisse de convergence simple

Soit f =3 <, a, e une série de Dirichlet. Dans cette section, nous nous
intéressons a la description des ouverts maximaux de convergence pour la série de
: —Anz
fonctions 37, 5, ane™ "%
Pour les séries entieres, on rappelle le lemme fondamental d’Abel :

LEMMA 4 (lemme d’Abel). Soit )" -, anz™ une série entiére. Si cette série de
fonctions )", <, anz"™ converge en un point zg du plan compleze, elle converge :
— simplement dans tout le disque ouvert D(0, |zol) ;
— uniformément dans tout compact
K(z0,6) ={z€C; |z — 20| <kllzo] — |2l|} (r=>1)

du disque fermé de centre O et de rayon |zo]|.

DEMONSTRATION. — La premiere assertion de ce lemme résulte du critere
de Cauchy pour la convergence des séries entieres : si
(1) R :=1/limsup |a,|'™ € [0, +oc],
n—-+0oo

1. On justifiera plus loin (& la section 5.4) la relation avec la transformation de Mellin f —
M]f] définie formellement par

M(f] :)u—>/R+* tkflf(t)dt:/Rﬂ e M f(e”T)dr.

si f : RT* — C désigne une fonction numérique; la fonction méromorphe I' est par exemple la
transformée de Mellin de t € RT* — e~ %,
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la série entiere ) ., a,2" converge pour tout z € D(0, R) et diverge pour
tout z tel que |z| > R.

— La seconde assertion de ce lemme résulte de la formule d’intégration par
parties discrete (aussi appelée régle d’Abel) :

LEMMA 5 (formule d’intégration par parties discréete). Soient (an)nen
et (bp)nen+ deux suites de nombres complexes.
Posons Ym,m’,p € N* tels quem <p et m <m’ :

P m’
Am,p = § Qp, Sm,m’ = g by,
n=m n=m

Alors :

m’—1

Sm,m’ = Am,m’bm’ + Z Am,n(bn - bn-i—l)
n=m
DEMONSTRATION. Soient m et m’ des entiers naturels tels que 1’on
ait 1 < m < m’/. Remarquons que pour tout n dans [m,m'], on a a, =
A — A n—1. On en déduit, au moyen d’un changement d’indexation :

’ ’ ’
m m m

Sm,m/ - Z (Am,n - Am,n—l)bn = Z Am,nbn - Z Am,n—lbn
e w o
= Z Am,nbn + Am,m’bm’ - Z Am,nflbn
n=m n=m
m’—1 m' —1
= Am,m’bm’ + Z Am,nbn - Z Am,nbn+1
n=m n=m-—1
m’—1
= Am7m/bm/ + Z Am,n(bn - bn+1)~

Pour prouver la seconde assertion, on factorise
anz" = anzy X (2/20)"

et on valide le critere de Cauchy uniforme pour la série de fonctions >, - a,2"
dans K (zg,x) en exploitant préciément la regle d’intégration par parties
d’Abel.

Le lemme d’Abel sur les séries entieres est ainsi démontré. O

Pour les séries de Dirichlet, ce lemme d’Abel 4 subsiste.

LEMMA 6 (lemme d’Abel pour les séries de Dirichlet). Soit > o, ane *n*
une série de Dirichlet. Si cette série de fonctions converge simplement en un point
zo € C, alors elle converge

— simplement dans tout le demi-plan {z € C; Rez > Rezp};
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— uniformément dans tout secteur conique
T(z0,7) = {2 € C; |z — 20| <~v(Re(z) —Re(z0)} (y>1).

DEMONSTRATION. La preuve est identique & celle du résultat dans le cadre des
séries entiéres. On factorise

anef)\nz — 67)\71(2720) X efAnZO

(lorsque la série de Dirichlet S converge simplement en z). (]

On introduit ainsi ’abscisse z. de simple convergence d’une série de Dirichlet. Cette
abscisse est définie par

(2) z. = inf{x € R; Z anx™ converge simplement} € [—o0, +00].

n>1
Si z. < 400, le demi-plan {z € C; Rez > .} est dit demi-plan de convergence
(simple) de la série de Dirichlet.
L’abscisse de convergence simple x. d’une série de Dirichlet se calcule via une paire
de formules constituant le pendant de la regle de Cauchy (1) exprimant le rayon de
convergence d’une série entiére.

THEOREM 7 (regle de Cahen, 1894). Soit )~ -, a,z" une série de Dirichlet. On
dispose des deux régles suivantes permettant de calculer ’abscisse de convergence
simple x..

(1) Si
1 n
(3) lim sup 081 2 k=1 Ok| [ Dk ] _

n—+oo An
alors x. =1 ; sinon z. € [—00,0].
(2) Sixz. <0, ona

lo > ia
(4) T, = limsup 081 k=1 Gk] | Zk*wfl d .
n—+o0o >\n+1

REMARQUE 8 (< procédure de décision de Cahen ). Le couplage de ces régles
fournit (malheureusement seulement théoriquement) un procédé algorithmique pour
calculer ’abscisse de convergence simple d’une série de Dirichlet . On commence
par effectuer le premier test, a savoir calculer la limite supérieure (3). Si le nombre
obtenu (dans RU{+o00}) est strictement positif, on obtient bien la valeur z.. Sinon,
a condition toutefois que la série numérique ), ax soit convergente, on effectue
le second test ; si le résultat de ce test donne une valeur strictement négative, alors
la valeur retournée est bien celle de z.; sinon, on peut en conclure que z. = 0.
Reste le cas litigieux : celui ou le premier test donne une valeur < 0, mais ou la
série >, <, ai diverge; dans ce cas, il est impossible que z. < 0 et I'on a donc
z. = 0.

REMARQUE 9 (la formule de Kojima (1914)). Une autre version de la formule
de Cahen a été proposée par Kojima. On a en fait la formule suivante
1
T, = limsupflog| Z ak}.
z—+oo L
{k; B[z]<Ap<z}

Cette formule pourra s’avérer utile.
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PREUVE DU PREMIER VOLET. On suppose tout d’abord [ < 0. De par la défi-
nition de limsup, on a : Ve > 0, Ing tel que Vn > ng on a :

n
ilog Zak <l+e,
k=1
c’est-a-dire
n
Zak < ernlite)
k=1
En prenant ¢ = —1/2 > 0, on a ainsi, pour n assez grand,
n
Za’“ < Anl/2
k=1
avec A\,l/2 < 0 et lim,,—, 100 A\pl/2 = —00, ce qui nous assure bien la convergence de

la série de terme général a,,, la somme de cette série valant 0. Ainsi on a convergence
de la série de Dirichlet en 0, ce qui implique que . < 0.

On suppose maintenant que [ > 0. On a toujours Ve > 0 , dng tel que Vn > ng on

a
n

D

k=1
Soit & > 0 tel que x > I + 2¢. Pour ¢ > p > 1 on a (grée au lemme d’Abel 5) :

< e)m (I4¢€) )

q q—1
E ape T = E Ak(e_’\” - e_>"‘+1l) — Apfle_’\"l + Aqe_’\q”“'
k=p k=p

k
avecAk:Zaj. Or pour p assez grand (p >no+1)onaVk>p—1:
j=1

‘Ak‘ < e)\lc(l“re)'

Ainsi cela nous permet de dire que pour p assez grand on a, pour tout g > p,

q
E ape T
k=p

Or

q—1
g E e/\k(lJrE) (ef)\kw _ e*/\k+1m) + 6)\p71(l+5)67)\p$ + 6)\q(l+6)ef/\qw
k

=P

Ak41
x/ e At = e T — g AT,
Ak

Ainsi on a, pour p assez grand (supérieur ou égal a ng + 1) et ¢ > p,

q
E age M
k=p

et donc :

q
E ape M
k=p

q—1 Ak41

< Ze,\k(ue) (x/ e*mdt) 4 e(FNo1=2pr (N —Agz

A
k=p k

9=l i
< xZ/ e(l-i—e—w)tdt + e(l-i—e)kp,l—)\pm + e(l-i-e))\q—)\qw'
k=p Ak
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Comme z > 1+2¢,onal+e—z < —e, deplus \p_1 < A, (car la suite est
croissante), on obtient :

q
g ape M
k=p

Enfin, du fait que e~ ¢ < e=*»€ car p < g et (An)n>1 croissante, on a, pour p assez
grand :

Ak+1

qg—1
<z Z/ et dt + e PrE 4 e AeE,
k=p A

k

o0
E akef)\kx
k=p

Comme lim,, ,o A, = +00 on peut rendre le terme de droite aussi petit que I’on veut
(en choisissant p assez grand, plus grand en tout cas que le premier choix p > ng+1),
et ainsi prouver que la série qu’on étudie est de Cauchy, donc convergente. Ainsi
on a convergence de la série de Dirichlet en z = z 4 1y des que = > [ + 2¢, ce pour
tout € > 0, ce qui implique :

o0
< x/ e~ tdt + 2~ Ar
Ap

T, <.

Si en particulier [ = 0, on a bien z. < 0.

On va désormais supposer [ > 0 et montrer que x. > [. Pour cela on suppose que zg
est un point de partie réelle strictement positive ou la série de Dirichlet converge.
On note K un majorant des sommes partielles de cette série convergente. On utilise
encore une fois le lemme d’Abel :

n n
Z ake—/\kme)\mn < KZ(E)"““RE(ZO) _ ekkRe(Zo)) + KenRe(20)
k=1 k=1
— zKeAn,Re(zo) _ I(e)\lRe(zO)7

n

S

k=1

d’ou :
n

S

k=1

< 2K ernez0)

Ainsi, de par la définition de [, on a :

1 1
[ <limsup o log(2K e 1e(=0)) — lim sup log ((QK) MeRe(ZO)) .

n—oo n n— oo

Comme lim,, ,., A, = +00, on a enfin que :

I <log (eRe(z")) = Re(z).

Ainsi, deés que la série de Dirichlet converge en un point d’abscisse strictement
positive, [ est inférieur ou égal a ’abscisse de ce point, ce qui par définition de x.
nous donne alors [ < z.. Comme z. <[ et que [ < ., on a bien x. = [ dans ce cas
(i>0). O

PREUVE DU SECOND VOLET. On note

lo > a
" = limsup 081 Zik=nt1 Ok | 2hmnt1
n—-+oo )\n+1
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Sil'on a I’ > 0, on peut construire une sous suite d’entiers telle que

oo
log‘ > ak’
k=np+1 l/
)\np+1
Ceci implique
o0 l,>‘n,p+1
E ag 26 2 )
k=np+1

et donc la série de Dirichlet diverge en 0 car son terme général ne tend pas vers 0.
On aurait donc x. > 0, ce qui est contraire a I’hypothese.

Supposons que la série de Dirichlet ), - ane - n?

converge en un point xg réel
strictement négatif. Ceci signifie que la série numérique ) -, ane”~*n*0 converge

et en particulier que la suite de terme général

o0
Tn(IO): Z akef)\kzo

k=n-+1

tend vers 0 lorsque n tend vers U'infini. Par conséquent, pour p assez grand, on a
|ri(z0)] < 1 pour tout k > p. On peut a nouveau utiliser Abel et écrire, si ¢ > p,

q
D an = (rp(@0) = 1 (@0))eM 0 4 (1 (o) — o)) =
k=p+1

q—1
= Tp(xo)(g)\erlzo _ Z Tk(l’o)((i)‘km _ @Ak-%-lmﬂ) B Tq(xo)eAqIU '
k=p+1

On a donc l'estimation
oo
5 a2,
k=p+1

Ceci implique (en prenant le logarithme des deux membres) que I’ < zy. Ainsi on
a toujours I’ < z, lorsque z. < 0.

Si z. < 0, on a, d’apres ce qui précede, I’ < 0. On se donne € strictement positif, tel
que I’ + 2¢ reste strictement négatif et I’on consideére z de partie réelle strictement
négative et au moins égale & I’ + 2¢. On a, pour p assez grand, pour tout k > p,

oo
‘ Z: ak‘ < e FN et
|

On note 1y = agy1 + -+ -. On reprend la méthode d’Abel pour estimer, si ¢ > p et

p est assez grand
q
g ake_A” .

k=p+1
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Si 'on utilise Pestimation 7y < e’ T9Xs+1 pour k > p et p assez grand, on trouve

q
‘ E ape k"

k=p+1

k=q—1
- z—1l'—¢ U+e) Ak Akl —ta A U'4e)—Agx
< g Awta( Vb S e f)\k et dt 4 erat1(l'+€)=Aq

k=p+1

’ k:q_l A ’ ’
< ef)\p+1(rfl —e) 4 Z f k+1 eft(mfl 7e)dt+ ef)\q+1(:bfl —€)
> Ak
k=p+1
<e et g f;o e~ tdt + e a1,
p+1

Lorsque p tend vers l'infini, cette quantité tend vers 0 et on a donc prouvé la
convergence en r de la série de Dirichlet. Ceci nous prouve donc que I’ > z. et
acheve la preuve. (I

ExXAMPLE 10 (application aux séries zéta). L’abscisse de convergence d’une

série de type zéta

Z x(n)a,n=?

n>1
(ou la suite (a,)n>1 est dans ¢P(N*) et x est un point du polycercle T de Bohr)
est inférieur ou égal & 1/¢ = 1 — 1/p. En effet, on observe en utilisant 1'inégalité de
Holder que | S, x(k) ax| < |la|[,n'/9. On en déduit

1 15 k
oy 981 S xR
n—4o00 1Og n

<1/q.
D’apres le premier volet du théoréme 7, on a donc bien z. < 1/4.

3. Les abscisses de convergence uniforme ou bornée

Apres avoir introduit I’abscisse de convergence z. d'une série de Dirichlet, on
introduit les abscisses x,, dite de convergence uniforme et x. de convergence bornée.

DEFINITION 11 (abscisses de convergence uniforme et de convergence bornée).
L’abscisse x,, de convergence uniforme de la série de Dirichlet anl ane~ % est
définie comme

z, = inf {z € R; Z ane”* converge uniformément dans IT} = {z; Rez > z}}.
n>1

L’abscisse x, de convergence bornée? de la série de Dirichlet >, o, ane "% est
définie comme

Ty :—

inf {z € R; E ane~?* converge dans IT} vers une fonction bornée dans I}
n>1

On a toujours z. < zp < Ty

L’abscisse de convergence uniforme se calcule par une regle similaire a la regle de
Cahen, sur laquelle on greffe une clause d’uniformité.

PROPOSITION 1 (régle de Cahen pour ’abscisse de convergence uniforme).
L’abscisse de convergence uniforme x,, se calcule suivant les deuz regles suivantes :

2. Introduite par Bohr dans sa these en 1905.
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— Si
—iAg0
o BN s axe o,
n—oo )\n
alors x,, = {; sinon x,, € [—00,0].
— Sixz, <0, ona

=1>0,

. log || Zk>n+1 ake_Mg”oo,Re
z, = limsup = .
n—-4o0o )\n+1
On dispose aussi de la formule de Kunieda (1916), pendant de la formule de Ko-
sima :
. 1 —
T, = lim =log|| Z ar e o, -

rx—+4o00 I
{k; [x]<Ap <z}

THEOREM 12 (Bohr). Pour une série de Dirichlet ) -, a,n™7, les abscisses
T, et xp coincident.

DEMONSTRATION. (voir par exemple [Ort]). I suffit de prouver z,, < x;. Sup-
posons que la série de Dirichlet ) ., a,n™* converge vers une fonction bornée
dans un demi-plan droit IT} (ce qui gquivaut a supposer x > xp). Un résultat de
Balasubramanian, Calado, Queffélec (voir I'exemple 16 plus loin) assure que

N
sup |Zakk*z| < Clog(N+1) sr1[1Ip|f|

zellf n=1

(avec C constante absolue) si f désigne la somme de la série de Dirichlet. Pour tout
€ > 0 et pour tout N € N, on écrit, si

M
Sm(z) = Zann_z (M e N%),
n=1

p+N p+N—-1
Y amT” T = Y Su(2)(n = (n+ 1)) + NSy (2).
n=p+1 n=p+1

Comme log N = o(N°€), le critere de Cauchy uniforme est satisfait pour la série
> n>1ann” % dans II}, .. On a donc z + € > z,,. Comme € > 0 est arbitraire, on a
x > x,. Ceci est vrai pour tout = > x3, donc xp > x,,. O

4. L’abscisse de concergence absolue
C’est la plus grande de toutes les abscisses de convergence : on la définit par
oo
z, = inf{x € R; Z lan| e < o0}

n>1

On note bien str que x, > xp > Ty > X Si T > T4, la somme de la série de
Dirichlet >, -, ane~ "% est bornée par D1 |an e~ dans TI}.

Les abscisses x, et x. different en général, ce qui constitue un nouveau point ou
la théorie des séries entieres et celle des séries de Dirichlet divergent. Par exemple,

pour la série
Z (_1)71—1”—27
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on observe que x. = 0 (d’apres le critere de convergence des séries alternées) mais
que z, = 1. Cependant, I’écart entre z, et x. se trouve toujours contrélé par la
proposition suivante.

PROPOSITION 2. Soit Y., <, an e % une série de Dirichlet. Si ’'on note

logn

p = limsup
n—oo n

alors x4 — . < p; en particulier, si u = 0, comme c’est le cas pour les séries
entiéres, on a :

Ty = Te.

DEMONSTRATION. On suppose p fini (si g4 = 400 il n’y a rien & prouver car
tout nombre réel ou éventuellement +o0o0, comme z, — x., est majoré par +00). On
a:

1
@ = lim sup 98" _ lim sup (par définition de limsup )

n—00 n =X p>n Ak
Ainsi Ve > 0, dng € N tel que pour n > ng on a :
log k
sup
k>n k

<p+ % ( par définition de la limite ).

Ainsi on a pour n assez grand (n > ng) que logk < Ap(p + 5) pour tout k > n,
c’est-a-dire que I'on a en particulier pour tout k > ng :
we 2(p+e)
(e +e) < —logk =—logh——=
Kpte) < L L T
Soient z, zp € C tels que Re(zg) > x. et Re(z) > Re(zo) + 1 + €.
On a, pour tout k£ > 1,

|ake—>\kz| — |ake—>\kRe(z)| < |ake—)\k(zo+,u+s)| — |ake—>\kzo |e—>\k(u+s)

cart e Ry — e~ est décroissante. Ainsi pour k > ng, on a :
1

2(pute)

2p+te

|ake_’\’“z| < |ake—>\kzo|e—IOg(k)zzgﬁi? — Iake—)\k20|

Or ape **%0 est le terme géneral d’une série convergente (car Re(zg) > z.) , donc

cette suite converge vers 0, donc son module aussi converge vers 0, ce qui implique

que la suite (|are™**%0|)>,, est bornée.

Ainsi la série de terme général ape **7 est une série absolument convergente, comme
9

I'est la série de Riemann
=1

Z 2(p+te)

1 k 2n+e
puisque

2

2Aute)

21 +€
Ceci est vrai pour tout z tel que Re(z) > Re(zo) + p + ¢, ce pour tout zg tel que
Re(zp) > x. et pour tout € > 0.
Ainsi on a bien absolue convergence en z deés que la partie réelle de z est strictement
supérieure a xg + p. Ce qui, du fait de la définition de x,, nous donne bien :

To < U+ T



5. SERIES DE DIRICHLET ET CONVOLUTION 11

d

EXAMPLE 13 (le cas des séries de type zéta). Pour une série de type zéta
Yops10nn %, 0n a x, — x. < 1. Cette inégalité est la meilleure possible en général

comme le montre I'exemple de la série > - (—1)""'n"% ou z, =1 et z, = 0.

L’abscisse de convergence absolue joue un role de seuil important pour les
sommes de Dirichlet de type zéta. Soit ) ., a,n™* une telle série d’abcisse de

convergence absolue z, < .+ 1 et x = (€"9%),en- € T®. Si p = (pn)nen- désigne

la liste des nombres premiers rangés dans l'ordre croissant, il résulte du théoreme
de convergence dominée de Lebesgue que, pour x > x,, on a la formule d’Fuler :

oo
Z anx(n)n=% = Z At 108 p) H(p;zewn)en
n=1

n>1 LEN®®)

ou N désigne ensemble des suites £ = (£,,),en+ d’éléments de N dont toutes les
entrées sont nulles a partir d’un certain cran.

5. Séries de Dirichlet et convolution

5.1. Une derniere abscisse : 1’abscisse ’holomorphie. On peut intro-
duire pour les séries de Dirichlet une derniere abscisse, la plus délicate a estimer,
dite abscisse d’holomorphie. On met ici en évidence un point essentiel différentiant
séries entieres et séries de Dirichlet : du fait que le bord du disque de convergence
D(0, R) d’une série entiére est compact, il ne saurait exister (lorsque le rayon de
convergence R est fini) de possibilité de prolonger analytiquement la somme f de
la série entiére en une fonction holomorphe dans un domaine D(0, R) U D(¢,r¢)
(avec r¢ > 0) pour chaque point ¢ du cercle de rayon R. Au contraire, ceci s’avere
possible pour la somme d’une série de Dirichlet : on verra par exemple, comme
conséquence du théoreme d’Hardy-Fekete (théoreéme 23, basé sur l'utilisation de la
transformée de Mellin des séries de Dirichlet, voir la définition 2) que la fonction

z €I — Z(—l)”_ln_z
n>1

se prolonge en une fonction entiere (alors que z. = 0).

DEFINITION 14 (abscisse d’holomorphie). Si > o, a,e™*#* est une série de
Dirichlet telle que x, < +o00, on définit I’abcisse d’holomorphie x;, comme la borne
inférieure des x € [—00, z.] tels que la somme f de la série de Dirichlet dans IT; se
prolonge en une fonction holomorphe dans IT}.

On dispose en ce qui concerne cette question d’abscisse d’holomorphie d’un concept
plus précis, celui d’étoile horizontale de Marcel Riesz :

DEFINITION 15 (étoile horizontale de Marcel Riesz). Soit Y, <, ane™*"* une
série de Dirichlet d’abscisse de convergence simple —oo < . < +00. Pour tout
7 € R, on note z,(7) Pabscisse du premier point singulier z,(7) 4+ i7 que 1'on
rencontre lorsque l'on essaye de prolonger analytiquement la somme f de la série
> st @ne”* depuis le demi-plan droit IT} le long de la demi-droite horizontale
] — 00, z.] 4 iT. L'étoile horizontale de Marcel Riesz est le domaine simplement
connexe

{o+it; 0> an(r)}.
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5.2. Transformation de Fourier et convolution verticale pour les som-
mes de séries de Dirichlet de type (. Soit ¥ une fonction intégrable sur R et
de spectre ® a support compact.

PROPOSITION 3 (représentation de Saksman des sommes partielles d’une série
de type zéta, voir par exemple [QF2]). Soit > ., a,n™* une série de type zéta et
x> . Si U est une fonction intégrable sur R de spectre ® & support compact, on
a la formule

(5) Vzellf, Zan (logn)n /fz—i—zt (t)dt

DEMONSTRATION. Le membre de gauche de cette formule se représente sous
forme intégrale puisque

P(logn)n=? = an/ U(t)n= =" dt.
i

Supposons que Rez > z, (on sait que x, — z. < 1, ce qui prouve que si . < +00,
on a aussi , < +00). Pour un tel z, on justifie grace au théoréeme de Fubini
I'interversion des intégrales dans

ian/ T ”\I/ Zan (logn)n™*
n=1

(la fonction W est en effet intégrable). On obtient la formule voulue pour un tel z.
Cette formule reste valide pour tout z > z; puisque les deux membres définissent
des fonctions de z holomorphes dans IT; . O

Si l’on suppose que x;, < 0 (ce que I'on peut toujours supposer quitte & modifier
les a,,), on obtient en prenant pour ¥ la fonction ¥y = AU(A(.)) la formule

Zan (logn/N)n —)\/fz+zt U(At)dt Vzelld

et par conséquent (si A = log V) l'inégalité

N
| > an®(logn/log )| < sup | f] @]l
n=1 Har

EXAMPLE 16 (I'inégalité de Balasubramanian-Calado-Queffelec). On peut pren-
dre comme exemple de fonction ® la fonction (N/2)X[,171] X[-1/N,1/N]- Le spectre
de @ est la fonction intégrable

t > 2N sin(t)/t x 2sin(t/N).

On vérifie que ||®[|; < 8+ 4N. Grace a la formule d’inversion, on voit que ® est le
spectre d’une fonction ¥ telle que || ¥||; < (4+2N)/7. On obtient ainsi I'inégalité de
Balasubramanian -Calado - Queffélec exploitée pour prouver le théoreme de Bohr
(x4 = xp pour une telle série de Dirichlet), voir [QF2].
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5.3. Transformation de Laplace et convolution circulaire pour les
sommes de séries de Dirichlet. On considére dans cette section une série de
Dirichlet > o, ane”*#* de somme f(z), d’abscisse de convergence z. < +oo. Ce
n’est pas cette série de Dirichlet f que nous allons tenter de représenter sous forme
intégrale mais, comme dans la sous-section précédente, une version transformée fg
de la série de Dirichlet f (on préserve les exposants A, de f, seuls les coefficients
ay, de f sont modifiés).

Pour effectuer cette transformation, on introduit cette fois une fonction ®, entiere
sur C, telle que

IB >0, t.q. Ve > 0,3C. >0, |z] > Cc = |®(2)| < eBHo=l

la fonction ® est dite de type exponentiel). Comme ® est une fonction entiere, on
p p )
peut écrire :

®(2) = 2", o =M (0)/nl ¥neN.
n=0

On se propose de calculer cette fois la transformée de Laplace de @y [, définie
(pour l'instant formellement) par :

Laplace (®)(2) = / B(t) e—tdt = / (3 cat) et
0 0 n=0

lorsque Re (z) > B.

Commengons par montrer que cette transformée de Laplace est vraiment définie en
un tel z. On a

[ee) C. [e%s}
/ ® (1)) |t | dt = / 1B (1)) || dt + / e(Bte=Re () gy
0 0

€

Si B+ € — Re(z) < 0, lintégrale ci-dessus est convergente. Comme € > 0 est
arbitraire, la fonction

(o)
z €I — / d(t)e b= dt
0

est définie et holomorphe. On peut ainsi intervertir série et intégrale (théoreme de
Fubini) pour obtenir, pour tout z € HJBQ

Laplace (®)(z) = Z/ cnt"e*tzdtzzcn/ t"edt
n=0"0 0

n=0
s o]
n _ _
= E cnf/ e Lt
n=0 zJo

(la derniere égalité correspond & une intégration par parties). On peut d’ailleurs
répéter 'intégration par parties et obtenir ainsi par récurrence

= ol [, > n!
Vzell}, Laplace(@)(z):chz—n/O et dt:zcnﬁ'
n=0 n=0

On notera
oo

N B n! . n n:
Ve ETh Hm) = e =2 2" 0)
n=0

n=0
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Etant donnée la série de Dirichlet f(z) = >0 a, e ** d’abscisse de convergence
T. < 400 et une telle fonction entiere ®, on introduit la série de Dirichlet trans-
formée fo définie par

fa(z) = Z an ®(N,) e A%,
n=1

On va désormais montrer un théoréme de Cramer (que 'on généralisera ensuite &
un théoreme de Pélya-Cramer une fois introduit le concept de fonctionnelle ana-
lytique), nous donnant une représentation intégrale de la série de Dirichlet trans-
formée fo (permettant ultérieurement d’envisager éventuellement le prolongement
analytique de cette série de Dirichlet fg au dela de son demi-plan de convergence).

THEOREM 17 (théoréme de Cramer). Soient f une série de Dirichlet d’abscisse
de convergence x. < +o0o et ® une fonction entiére comme précédemment. La série
de Dirichlet fs a aussi une abscisse de convergence X, < x. + B < +00 et sa
somme (notée aussi fo) vérifie

1
I B = — —(H
Vel g Vr> B o) =g [ fe - QHOA
ot, H est la fonction holomorphe dans C\ D(0, B) définie par
SN (0) I
H(z)zz% sl |z| > B.

DEMONSTRATION. On va tout d’abord montrer que la série de fonctions définis-
sant H(z) est bien normalement convergente sur domaine {|z| > B + 3¢} pour tout
e > 0, ce qui impliquera que H ainsi définie dans {|z| > B} est bien une fonction
holomorphe.

Pour tout € > 0, on a, grace aux inégalités de Cauchy
d() (0 r(B+e)
O o

n! r>Ce T
er(Bte)
e

,,,nfler(BJre)

Or la fonction g : r €]0, co[— a pour dérivée

r €]0, co[— (r(B+¢)—n)

r2n

et donc atteint son minimum lorsque ¢'(r) = 0 ce qui équivaut a t = n/(B +¢€). On
a donc, pour n assez grand (en fonction de ¢)
|(p(n)(0)| < er(B+e) er(B+e) _ (G(B + €)>n

= inf
n! r>Ce T r>0 rh

n
On va montrer que pour n assez grand (dépendant encore de €), on a
(e(B + e))" < (B + 2¢)"™
n - n!

Pour cela on utilise la formule de Stirling, nous donnant une équivalence de n! en
+00 :

n n
n! ~n oo (7) 27n.
e
Ainsi on obtient que

2nm

(e(B +¢)

n )n oo (Bt )

n!
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Or, comme B + 2¢ > B + ¢, on a pour n assez grand (dépendant toujours de ¢) :

(B+¢€)"V2mn < (B + 2¢)"

et donc

(e(Bn—i- 6))" < (B 2!26)71

En revenant a notre inégalité on obtient pour n assez grand (disons n > N(¢))

2] _ (B+20"
n! - n!

et donc

=1 @M(0) . [(B+2¢)"
Z ‘ZnJrl ‘S Z ‘ on+1 :

n=N (¢€) n=N (e€)

Or la série du second membre converge normalement dans {|z| > B + 3¢}, ce pour
tout € > 0. La série de fonctions définissant H converge donc vers une fonction
holomorphe H dans {|z| > B}.

Soit z € C et » > B. On a alors (grace & la convergence normale de la série de
fonctions définissant H sur le cercle de rayon r) :

1 2 - e*¢
% € H(C)dC - 22772/|—r <7L+1d<

[¢l=r n=0

1 e*¢
= — <I><"> / d¢.
24 ©) icj=r C" 1 ¢

n=0

On calcule maintenant, pour n € N :

ez( 2 ezRew 27 ierze'
I, = = S (re®)dg = [ S ap
/C—T’ CnJrl C /O (620)n+1 (’”ﬁe ) /(; rnenze

Comme la série entiere définissant I’exponentielle converge normalement sur le
cercle de rayon 7|z|, et que l'on on a

TZe

Zrk" =) g e [0,2n]

Tnenw -

2m i0(k—n) et (k—n) 2
"do = [] =0,
/0 i(k—n)],
on en déduit que :

27 Zn ) 2m Z 'rL
I, = Z/ [rn—kfeww—’f)} de = z/ —de = 227T— Vn > 0.

En reportant ce résultat on obtient finalement, pour tout z € C,

et, pour tout n # k,

L X H(C)d¢ = % 3" om0 zmg =" o (0) 2 a2
n=0 '

n!
2 Ji¢)=r = n!
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(On obtient ici une formule réalisant I'inversion de la transformée de Laplace ex-
plicitée plus haut). On remarque ainsi que pour tout N € N* :

N N

1 1
2ir |<|:r( a"eﬂ"(%o)H(odc - mZ/c—ra"eA"(zO)H(C)dC
n=1 n=1
k
_ b e—w/ ACH(O)dC
27 —1 \ﬂ:r
N
= Zane MZH(N,)
n=1

—Anz

On a par hypotheses que ), -, ane converge uniformément dans D(z, r) pourvu

que l'on ait Re (z) > x.+r car D(z,7) est alors un compact du demi-plan de conver-
gence simple de la série de Dirichlet f ce qui implique dans ce compact la conver-
gence uniforme de cette série de Dirichlet f. Ainsi, en fixant un tel z de partie réelle
strictement supérieure a x.+r, ¢ = > <, ane (=9 converge vers ¢ — f(z—()
uniformément sur {|¢| = r}. On peut donc prendre la limite lorsque N — +o0 dans
la derniere égalité obtenue en préservant cette égalité afin d’obtenir :

> 1 > 1
an®(\, P p— anef)‘"(zfoH d( = — z—C)H(C)dC.
S w0 =g [ 3 Ot =5 [ e

Ceci prouve la convergence simple au point z de la série de Dirichlet transformée
fo (et explicite sous forme intégrale l'expression de la somme de cette série de
Dirichlet f3 en un tel point z de partie réelle strictement supérieure & x.+ 7). Ceci
étant applicable pour tout » > B on a bien X, < z. + B et la formule voulue pour
Pexpression de la somme F de fg au point z tel que Re (2) > z. + B. O

REMARQUE 18. Grace a la représentation de la somme fg de la série de Di-
richlet ° ., ane™*»* sous forme intégrale (on reconnait d’ailleurs 'opération de
convolution), on voit que I'on peut éventuellement prolonger fe en une fonction
holomorphe sur un domaine plus large que celui du théoréme (a savoir le demi-plan
HIC . p), ce en étudiant de pres les singularités de la fonction H figurant dans le
noyau intégrant, ainsi que le domaine maximal d’holomorphie de f. Voir ’exemple
ci-dessous.

ExXAMPLE 19. On prend ®(z) = cos(Bz), avec B > 0, et on vérifie qu’elle
respecte bien les hypotheses : comme |cosz| < el?l, elle respecte les conditions.
Calculons alors la fonction H.
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Ainsi on a ®()(0) = (—=1)"B?" et ®***+1(0) = 0, donc, pour tout N € N :

N @(n)(o) _ N (_1)713271
Z n+1 B Z 22n+1
n=0 k=0
I n, L Bhyn 11— (-BHN+
= 2> (1 (;) =y
k=0 o (_72)
z— z(—lj—;)NH
2'2 _|_B2
En faisant tendre N vers U'infini, on trouve que pour tout z tel que |z| > B,
z
H(z) = ———.
()= 5oz

Ainsi H peut se prolonger en une fonction holomorphe sur C\ {—iB,iB}. On peut
exploiter comme suit la formule intégrale du théoreme de Cramer : si I’on connait
a priori un ouvert U connexe ou la somme de la série de Dirichlet f se prolonge en
une fonction holomorphe, on a que fg se prolonge en une fonction holomorphe dans
Pouvert C\ {z —iB,z+iB; z € U}. Ceci peut étre généralisé si I'on dispose d’une
information sur la possibilité de prolonger H au dela de la couronne {|z| > B} du
plan complexe ou elle se trouve a priori définie.

Le théoréme de Cramer s'étend & un énoncé plus général (théoréme de Pdlya-
Cramer) si I'on introduit le concept de fonctionnelle analytique :

DEFINITION 20. Une fonctionnelle analytique T € H(C)* est par définition un
élément du dual de I'espace des fonctions entieres, équipé de sa topologie usuelle
de la convergence uniforme sur tout compact du plan complexe. Le méme concept
peut étre introduit lorsque C est remplacé par un domaine 2 du plan complexe.

Il résulte du théoréme de Hahn-Banach que tout élément T' € H'(C) se représente
par une mesure de Radon complexe pgk (non unique) de support un compact K du
plan complexe ainsi :

(T, 1) = /K W) dux(C)  YheC.

Lorsque le compact K supporte une telle mesure représentative px, on dit que K est
un porteur de la fonctionnelle T. On montre que 'intersection de tous les porteurs
d’une fonctionnelle analytique T est encore un porteur de cette fonctionnelle (dit
alors porteur minimal) et que le porteur minimal (ainsi associé & T de maniere
unique) est un convexe compact K7 du plan complexe (on Uappelle support conveze
KT de la fonctionnelle T'). Etant donné une fonctionnelle T € H*(C), on lui

conv
associe une fonction entiere FB(T) dite transformée de Fourier-Borel de T par :

2 € Cr— FB(T)(2) := (T¢, ).
Cette fonction entiere vérifie :

Ve>0, 3C. >0, |FB(Z)|<C. eHKCTO“V(z)+e|z|,

Hgr (z):= sup Re((,z) VzeC.
CeKX

conv
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La fonctionnelle T' admet aussi une transformée de Cauchy f, fonction holomorphe
dans C\ KZ , définie dans cet ouvert par

= dﬂKCTom, (©)
T(z) = /K o,

Le théoréme de Cramer se généralise ainsi (voir par exemple [BG2]).

T
conv

THEOREM 21 (théoreéme de Polya-Cramer). Soit T € H*(C) une fonctionnelle
analytique de transformée de Fourier-Borel ®, de porteur convere K et de trans-
formée de Cauchy H. Si )y, <, ane % est une série de Dirichlet d’abscisse de
convergence simple r. < +oo dont la somme se prolonge & un ouvert Q du plan
compleze, la série de Dirichlet Y, <, an,®(n)e™"* a aussi une abscisse de conver-
gence simple X, finie (X, < x. + Ry, Ry désignant le rayon du plus petit disque
fermé de centre 0 contenant KL ) et la somme fs de cette série se prolonge d
l'unique composante bornée de C\ {21 +22; 21 € Q, 22 € KL} contenant tout un
demi-plan ouwvert droit I} . De plus, la somme fo de cette série se représente pour
tout x > x. + Bt par la convolution circulaire :

fq;(Z):i fz=QT()d¢ VZEH;FC+BT
2 [¢|=r

5.4. La transformation de Mellin et le théoréme d’Hardy-Fekete.
Comme la transformation de Laplace joue un role dans la démarche conduisant
a la représentation intégrale de la somme d’une série de Dirichlet transformée (voir
la section précédente et le théoreme 17), une autre transformation intégrale im-
portante en analyse, théorie des nombres, ainsi qu’en ingénierie mathématique, la
transformation de Mellin (appartenant de fait & la méme famille que les transfor-
mations de Fourier et Laplace exploitées dans les deux sous-sections précédentes)
joue un role majeur dans 'argument conduisant au théoréeme de Hardy-Fekete a
venir.

Dans cette section, on considere une série de Dirichlet Y -, a,e”*"* d’abscisse

de convergence . < oo, dont on note f la somme dans II} . On considere sa
transformée de Mellin (voir la définition 2), & savoir la série de Dirichlet

g ane_/"/n z

n>1

avec Vn € N*, u,, = e*», dont on notera F'(z) la somme. Lorsque la série de Dirichlet
est une série de type ¢, & savoir ) -, a,n”?, la transformée de Mellin est une série
du type Zn21 ane” "%, série entiere en w dans laquelle on a effectué la substitution
w=e *.

On remarque tout d’abord, du fait que la suite (A, / e)‘”)nzl converge vers 0 et que
la série de Dirichlet f(z) =}, 5, an e~ % converge en au moins un point zy (car
elle a une abscisse de convergence z. < +00), on a

n
- log ‘ D ket ak‘
lim ———— =
n—-+oo e)‘n
Il suffit de transformer pour voir cela la somme > ;_, aj en I'écrivant

n n
E ap = E (ap, e= 0 x Ar20)
k=1

k=1
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et en utilisant ensuite le lemme d’Abel (lemme 5) pour faire apparaitre la suite
(bornée) des sommes partielles de la série de Dirichlet f évaluées au point zg. I
résulte alors du théoreme de Cahen (théoreme 7) que I'abcisse de convergence X,
de la série de Dirichlet ) -, ane #"* est inférieure ou égale a 0, donc qu’il y a
convergence de cette série dans le demi-plan II .

On rappelle maintenant ici la définition de la fonction Gamma :
o0
Vzellf, T'(z) :/ t*~tetdt.
0
Ainsi, on a, pour tout n € N*, pour tout z € H&
o0 o0 o0
L(z) = / t*lemtdt = / (tpn )" te Hrtp,dt = e)‘"z/ t*" ekt L,
0 0 0

on fait le changement de variable linéaire t—tu,

Ainsi on obtient, pour tout n € N*, pour tout z € H(J)r,
o0
ane M (2) = / t*La,e
0

d’ou

0 o)
(6) Viellt o D) =) / £ a, et

n=1"0

—e€

M2 pour
t €]0, +oo[ afin de montrer son intégrabilité sur ]0, +oo[ et de pouvoir intervertir
série et intégrale dans I’égalité (6). Pour cela, on introduit z > x.. On va utiliser
une nouvelle fois le lemme d’Abel (lemme 5) appliqué aux suites (b, )n>1 €t (¢p)n>1
définies par :

On va désormais majorer la somme F' de la série de Dirichlet Y -, ane

—punt, x —An T
by =e"'ur, ¢, =apne "

(pn = exp(An)). Silon pose C,, = >"}'_, ¢, pour n € N*, on obtient ainsi que, pour
tout N € N*,

N N-1
> bucn = Byby + > Co(bn — bnga).
n=1 n=1
Or la suite (Cy)n>1 est la suite des sommes partielle de la série de Dirichlet f,

évaluées au point z > x. (ot on sait que cette série de Dirichlet converge), et donc
3L(z) >0,VYn >0, |C,| < L(z). Par conséquent, pour tout N € N*,

N
’ E bpcn
n=1

IN

L #Ni —ut, x d L T _—unt
(@) [ (7" u") du| + L(x) e
H1

IN

UN KN
L(x) (x/ ey du + t / e y” du) + L(x) p% et
M M1

1

L(x) (:c /MN

H1
FL(a) e

L(@) T+ 1) (1/2)7 e 02 4 L(z) gy et
L(x)t™® e M2 4 L(z) p& e H0E,

KN
efut/2 u:vfl du +t / efut/2 u® du) 67/,1,11‘,/2

1231

IN N
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En faisant tendre N vers l'infini on obtient :

IF(t)| < L(z)t e <" /2 V>0

+
max(0,z.)
par conséquent t*~1 F' € £1(]0, +-00[, dt). On peut donc intervertir dans (6), lorsque
z eIt série et intégrale, du fait de l'intégrabilité de |¢t*~1F| sur [0, +oo],

max(0,z.)’
ce qui donne :

Il en résulte que pour tout z € H;“c (en particulier pour tout z € II ), on a

Yz €H$ax(ol_ X I'(z)f(z) = Z/ t*La,e it
e n_l O

/ tZ*lzane*l‘"tdtz/ t*~1F(t)dt.
0 ot 0

DEFINITION 22 (définition de la transformée de Mellin d’une fonction). On
appelle transformée de Mellin de F, 'application :

Mellin (F) : z € Hﬁax(o,xc) — /0 =L E(t) dt = /O e " Fle ") du

(la seconde représentation montrant la relation entre les transformées de Mellin et
de Laplace).

C’est ainsi la relation (explicitée dans la proposition suivante) entre la transformée
de Mellin }°, -, a,e "% de la série de Dirichlet > . a,e™*»* (au niveau de leurs
sommes respectives dans HS‘ , respectivement IT}, lorsque z > x.) qui justifie la
terminologie utilisée dans la définition 2.

Gréce aux calculs effectués sur I'(f) , on peut affirmer la proposition suivante :

PROPOSITION 4. En gardant les notations de début de section on a

max

Vzell (0,0)" I'(z)f(z) = Mellin (F)(z) = /000 t*~LF(t)dt.

Cette proposition va nous permettre, suivant 1’étude des singularités de F' ou de
son prolongement analytique, de prolonger aussi méromorphiquement la somme de
la série de Dirichlet f. C’est ce que I'on va voir dans le théoreme de Hardy-Fekete
suivant.

THEOREM 23 (théoreme de Hardy Fekete). On suppose que Y., -, ane *n*

est une série de Dirichlet ayant une abscisse de convergence x, < +oco, dont
on note [ la somme, et l'on suppose que la somme F de la série de Dirichlet
S ane="2 (qui converge pour z € II} ) se prolonge analytiquement en une
fonction méromorphe a Uorigine, le péle a Uorigine étant d’ordre q (éventuellement
q = 0, auquel cas le prolongement est holomorphe). Alors la somme f de la série
originelle se prolonge en une fonction méromorphe dans C tout entier, les pdles
éventuels étant tous simples et localisés aux points q,q — 1, ..., 1. En particulier, si
F se prolonge holomorphiquement & un voisinage de l’origine (c’est-a-dire ¢ = 0),
alors f se prolonge en une fonction holomorphe dans C tout entier, c’est a dire en
une fonction entiére.
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DEMONSTRATION. On rappelle ici que I' ne s’annule pas dans II{ et que 1/T se
prolonge analytiquement depuis Har a C tout entier en une fonction que ’on notera
toujours 1 / et qui est une fonction entiere . On a, d’apres la proposition 4, pour
tout z € IT*

max(0,z. )

f(z)= el /Ooo F(tyt*tdt = r(lz) /Oz F(t)tz—ldrwrL /:O F(tt*"'dt Vx> 0.

I'(2)

On a vu précédemment que pour tout y > x., il existe i(y) > 0 tel que l'on ait
~ oA

|F(t)] < L(y)t~¥ e~ “= ! pour tout ¢ > 0. Ainsi, pour tout z > 0,

o0
z€C— / F(t)t*—dt
x
définie une fonction entiere, ainsi, par conséquent, que
2€C— 5= / F(t)t*~ ! dt.

Comme F' se prolonge analytiquement au voisinage de 0 en une fonction méromorphe
ayant un pole d’ordre au plus ¢, on peut écrire au voisinage de O :

o0
= E bkzk_q
k=0

ot le rayon de convergence 7 de la série entiere ), -, bpz* est strictement positif.

Si0 < x <7, on a, pour tout z € IT+ pour tout N € N :

! / F(t)t* tat
0

max(0,z.)’

I'(z)
0 k=0 0 k=N41
1 N b gh-atz
_ + = / ( Z by tR=0 47— 1>dt
11(2)k:0k_Q+Z 0 “k=N11

D’autre part, comme 0 < x < 7y, il existe C(z) tel que V¢t € [0, z],

i bktkiq

k=N+1

< C(x)tV e,

Pour un tel z, la fonction

/ Z btk —at==1 gy
0

k=N+1

représente donc une fonction holomorphe dans le demi-plan I o La fonction

—(N+1-

k q+z

Z quJrz

est une fonction méromorphe dans (C, dont les poles sont simples et a priori aux
points ¢,q — 1, — 2, ...,q — N. Mais la fonction 1/T s’annule en 0, —1, -2, .... Tous
les poles eventuels de cette fonction ayant une partie réelle négative ou nulle se
trouvent donc effacés par la présence du facteur multiplicatif 1/T'(z). Ne subsistent
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que les pdles éventuels (simples) en ¢, ¢ — 1,...,1. Si ¢ = 0, cette fonction est donc
holomorphe (sans poles). En faisant tendre N vers +oco, on a bien que f se présente
comme la somme d’une fonction entiere et d’une fonction méromorphe dans C dont
les poles éventuels sont bien ceux cités ci dessus. Ce qui termine notre preuve. [

REMARQUE 24 (le cas des séries de type zéta). Pour la séries de type zéta,
la transformée de Mellin est une série entiere en w dans laquelle on a substitué
w = e~ *. L’hypothese faite dans le théoreme de Hardy-Fekete équivaut alors a
dire que la somme S de cette série entiere ) -, a,w™ se prolonge en une fonction
méromorphe dans D(0,1) U D(1,7) pour un certain 7 > 0 avec un pole unique et
d’ordre ¢ au point w = 1. C’est le cas par exemple de la série > ., w" (¢ = 1)
ou de la série Y -, (—=1)""tw" (¢ = 0). La fonction zéta > ., n~* de Riemann
se prolonge donc & une fonction méromorphe dans C de seul pole 1, tandis que la
série de Dirichlet > o, (—1)""!'n~% a pour abscisse d’holomorphie z), = —ooc.

5.5. Transformation de Mittag-Leffler, convolution <« horizontale > et
calcul (théorique) de I’étoile de Marcel Riesz. On suppose dans cette section
que la suite des exposants (A, ),>1 de la série de Dirichlet ) - ane % satisfait
la clause (pas tres restrictive en fait) : -

(7) VB>0,Ye>0, > e Pwlosr = O(ne).
1

REMARQUE 25 (le cas des séries de Dirichlet de type zéta). On note que les
séries de Dirichlet de type zéta se plient a cette clause. En effet, deés que k est assez
grand, on a Blog(log(k)) > 1 et k=Alogllos(k) < 1/k Or S°7 1/k ~ logn lorsque n
tend vers 'infini.

Pour tout a > 0, on introduit la série de Dirichlet

Z ak e*)\kz
(14 ag) .

k>1

PROPOSITION 5. Si la suite (Ap)n>1 vérifie la clause (7) et a une abscisse de
convergence . < +00, la série de Dirichlet

ak —)\k.z
Z (14 aX '
= (1+ aXg)
a une abscisse de absolue T, = —00. La somme de cette série est donc une fonction

entiere ©,,.

DEMONSTRATION. D’apres le théoréme de Cahen (théoréme 7), il suffit de
vérifier que
1 /& 1
lim su —( 76)"“}1) <0 Vh>0.
n~>+o£) )\n ; F(l + Oé)\k,) o

En effet, si cette condition est remplie et si la série de Dirichlet > o, a,e *»*

converge en au moins un point, on a |a,| < Ce* 1%l pour un certai |zo| > 0. Le test
de Cahen (premier volet) s’applique donc pour la série >, o (an/T(14+a),)) e .
On conclut grace a la formule de Stirling T'(t) ~ +/27t!t1/2¢~* au voisinage de
+-00. ]



5. SERIES DE DIRICHLET ET CONVOLUTION 23

THEOREM 26 (théoreme de Marcel Riesz). Soit > ., ane™ "% une série de
Dirichlet dont la suite des exposants vérifie la clause (7) (par exemple une série de
type zéta). Pour tout T € R, on a

p(7T) = lim (limsuplog(log+|®a(7t+i7)+t\)),

a—=0t \ 400
O, :z+ Z Mk L
: n>1 F(l + ak>\)

Ceci permet, seulement en théorie malheureusement, de calculer ’étoile horizontale
de Riesz.

EXAMPLE 27. La fonction 1/¢ (méromorphe dans C avec un seul pdle (simple)
en z = 1) se représente dans le demi-plan Hf comme la somme de la série de

Dirichlet

> p(n)n=*

n>1
ou la fonction multiplicative p est la fonction de Mdbius définie par u(l) = 1,
pw(n) = (=1)* si n est un produit de k& nombres premiers distincts, u(n) = 0

sinon. Vérifier que tous les zéros de la fonction ¢ sont dans {Rez < 1/2} (ce qui
constituerait bien sir un pas décisif vers la preuve de I'hypotheése de Riemann)
revient & vérifier que xp(7) < 1/2 pour tout 7 € R, ce qui serait théoriquement
possible si la formule donnée par le théoreme de Marcel Riesz était exploitable.
On note toutefois que la fonction de M&bius n’est pas un caractere (elle prend les
valeurs —1,0,1 et 0 ¢ T).

La preuve du théoreme de Riesz repose sur une formule dite de resommation faisant
intervenir une convolution cette fois horizontale et une transformation intégrale
derriere laquelle se cache, on le verra, la transformation de Laplace.

LEMMA 28 (formule de resommation de Marcel Riesz). Soit Y, -, a,e™"* une
série de Dirichlet d’abscisse de convergence simple . < +oo et dont la suite des
exposants vérifie la clause (7). Pour tout z € Hjc, pour tout o > 0, on a la formule
de représentation-resommation suivante :

Z ane M* = / e_et(aa(z —at)e' dt
R

n>1
= a/ e O1/a(z —t) e dt.
R

REMARQUE 29. On trouve ici une convolution < horizontale > sur un chemin
non borlé (R). Ce n’est plus une convolution verticale comme dans la formule de
Saksman, ni une convolution circulaire (donc sur un contour compact) comme dans
le théoreme de Pélya-Cramer. Par contre, la fonction avec laquelle on convole est
cette fois entiere (et non plus holomorphe hors d’un disque comme dans le théoreme
de Pélya-Cramer).

DEMONSTRATION. Pour tout n € N*, on introduit la fonction positive

1 t
L i3> 0— —— [ e TN gr e [0, 1],
Prn it = F(1+oz>\n)/0 7T dr €[0,1]
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Cette suite (pp)n>1 est une suite monotone décroissante (on a pp41 < p, < 1
sur |0, +oo[ pour tout entier n). De plus . ligl pn(t) = 1 pour tout entier n. Un
—+00

théoréme taubérien (encore basé sur la régle d’Abel) assure que si z € II} , on a

oo
> ane =, lim > " pa(t) e,
n=1

n>1
On exprime ceci sous la forme
sl ane—/\nz logt N
1) = 1im_( 7/ e NTeT dr ).
t—+oo ; D1+ al) J_ o

On exploite enfin la convergence uniforme de la série
—Anz

Z _In€ T aa
I'(1+ a\,)

n>1
sur la demi-droite z + aflogt,+o0o[ pour conclure & la formule de représentation
voulue. d

PREUVE DU THEOREME DE M. RIESZ. Pour exploiter la formule de resomma-
tion de Riesz, nous allons transformer le membre de droite de cette formule, a
savoir

zn—>/ o(z —at) et dt

en une transformée de Laplace. Si z = o + i7, on peut exprimer e* sous la forme
w® en prenant w = w, = ”/* x ¢7/*, Si z balaye la droite horizontale R + it, le
point &, = e'/w, balaye la demi-droite e~*7/® x R et I’on a

> a
(Pa - tz == - ) a>\"'
(Z « ) ZF(l—‘rO[An) fz
n=1
La fonction

aX
— n
w Z 1+ oz/\” &

est une fonction multiforme ¢ de lavarlable & mais I'on peut re-interpréter la formule
de resommation de Marcel Riesz comme ’égalité entre deux fonctions multiformes

(8) f(logw?) = / (&) e =5 dE.

e—iT/a xR+
On retrouve ici la transformation de Laplace et, avec elle, la notion d’indicateur.
On pose donc

p—>—+o0

: — an —iT/«
he(7) = limsup log™ ’ Z m(pe YAk
n=1

de maniere a ce que ’on puisse affirmer que I'intégrale figurant au membre de droite
de (8) converge (lorsque w = 7€™/* avec r > 0) des que 7 > hq (7). On montre
aisément que
o ho(1) = limsup [aloglog™ |®,(—s + iT)| — s].
s——+oo
Attaquons maintenant la preuve du théoréeme de M. Riesz en partant de formule
de resommation, pensée comme 1’égalité des fonctions multiformes (8). Le membre
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de droite de cette formule se prolonge (comme fonction de w) en une fonction
holomorphe dans le demi-plan Re(we™*7/*)) > h,(7), ce qui se lit encore si I'on
pose w® = 4T

u—0y(7) > —a 1ogu, lv—7| <7ma/2.
«
Dans le plan complexe des u + iv, on introduit la courbe paramétrée
[-7a/2, /2] — (log cos(v/a),v).

Cette courbe limite un domaine de Jordan borné D,,. La fonction f est holomorphe
dans o+i7— D, si 0 > 0,(7) et présente des singularités a 'extérieur de ce domaine
si 0 < 04(7). Un point z de la droite horizontale R+ 47 est donc un point de validité
de la formule de resommation étendue des que f se prolonge analytiquement jusqua
étre holomorphe dans z — D,. On conclut alors que si > x5,(7), alors & + iT est
dans ’étoile horizontale de Riesz. (]
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