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Examen final

Dans cet examen, les normalisations ci-dessous ont été adoptées:
— La transformée de Fourier discrete est donnée par

gy N-1
Cin _ 1 -
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— Les coefficients de Fourier d’une fonction f 1-périodique sont définis par

1
er(f) = /0 f(t)e 2™+ qt ke Z.

Les sommes partielles de la série de Fourier de f sont notées
N

Sn(N&) = Y ()™

k=—N+1
On note S(f) la somme de la série de Fourier de f (si elle existe).
1 sik=n
0 sinon
— Le noyau de Fejer est défini par

Fy(t)= > (1 — Nil) e2imkt,

- 6k,n =

Exercice 1.

(1) Soit 0 < k1 < kg < N —1 et soit a = (ag) la suite N-périodique définie pour 0 <k < N —1
par ar = 1 si k; < k < kg et a, = 0 sinon. Calculer Fy|a].

(2) On consideére le signal s donné par

s(t) = cosdnt
qu’on échantillone sur N = 8 points a une fréquence de 16HZ. C’est-a-dire qu’on considere
la suite a = (ay) N-périodique donnée par a, = s(k/16) pour k =0,...,N — 1.
Calculer Fy|al.

(3) Supposons que N = pq, p,q > 2 deux entiers. Soit @ = (ay) la suite N-périodique définie par
ar =181 k=4{p, ¢ €Z et ar, =0 sinon. Calculer Fyla.

Exercice 2. Soit f la fonction 1-périodique définie que [—1/2,1/2] par
2

(1) Montrer que f est continue et C'-par morceaux sur R. Que pouvez-vous en déduire sur la
série de Fourier de f.
(2) Calculer les coefficients de Fourier de f.

f(x) = coshma =

(3) On veut résoudre ’équation différentielle

(1) Y'(z) +y(x) = f(z).
On suppose que (1) a une solution y de classe C2.
(a) Que pouvez vous dire sur les séries de Fourier de y et de /.
(b) Que pouvez vous dire sur cy(y).
(¢) Déterminer ci(y) en fonction de cg(f).
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(d) En déduire la série de Fourier de y.
(e) Montrer que cette série converge normalement ainsi que sa série dérivée et en conclure
que y est bien de classe C!.

Exercice 3. Soit P(t) = ch\;o cxe?™kt un polynome trigonométrique de degré N (sans terme de
fréquence négative) et Q(t) = P(t) e~ 2N,
(1) Comparer Q * Fy_1 et P'(t)/N.
(2) En déduire que sup |P’'(¢)| < C.N.sup|P(t)| ou C est une constante (indépendante de P et
de N) qu'on déterminera.

Exercice 4. Dans cet exercice, on dira qu’une fonction réelle f a un nombre fini de changement de
signes s’il existe une suite ¢q, ..., 1t telle que
— pour chaque j, il existe 7 > 0 tel que f(¢t; —¢)f(t; +t) <0 pour 0 <t <7
— pour chaque j, f(t) est de signe constant sur [t;,¢;11].
Il est recommandé de faire un dessin d’une fonction qui change de signe en un nombre fini de points.
(1) Montrer qu'une fonction réelle f 1-périodique qui a un nombre fini de changements de signes
a un nombre pair de changement de signes sur [0, 1.
(2) Le but de cette question est de construire, pour une suite de points distincts ¢1,...,ton dans
[0, 1], un polynéme trigonométrique réel de degré 2N qui change de signe en ty,...,tx.
(a) On fixe 0 < t; < ta < 1, trouver a et ¢ pour que cos(2mt — ¢) — a change de signe en
t1,12 et seulement en ces points. (Un dessin peut aider)
(b) On fixe 0 < t; <ty <tz <ty <1, trouver aj,as et p1,p2 pour que

(cos(2mt — ¢1) — a1) (cos(2mt — p2) — az)
change de signe en t1,ts,t3,1%4.
(¢) On fixe 0 <t < tg < -+ < tany—_1 < tay < 1, trouver un polyndéme trigonométrique réel

de degré 2N qui change de signe en t1,...,taN.
(3) Soit f une fonction de classe C!, telle que ses coefficients de Fourier c,(f) = 0 pour k =

—-m+41,...,m—1. Ainsi
F6) =" er(f)er .

|k|>m
Le but de cette question est de montrer que f change au moins 2m fois de signe.
m—1
(a) Soit P(t) = Z pee™ un polynome trigonométrique de degré m — 1. Montrer que
k=—m+1

/1 fOP(t)dt = 0.
0

(b) On suppose que f a 2N changements de signe avec N < m—1: ¢1,...,tan. On considere
le polynéme @ de la question précédente.
— Montrer que f(t)Q(t) ne change pas de signe.
— En déduire que f = 0 et conclure.



