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Série entiere
e Exercice 1. (Rayon de convergence)
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Montrer que le rayon de convergence R de la série entiere S(z) = Z apz" est donné par
n=0
1_ lim sup |a,|*/™.
R n—o0

En déduire la regle de Cauchy et celle de d’Alembert.

Application. Déterminer le rayon de convergence des séries
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e Exercice 2. (Théoreme d’Abel)
Soit S(z) = Z a,z" une série entiere de rayon de convergence 0 < R < co. On suppose que
n>0
cette série converge uniformément sur un sous ensemble I' non vide du cercle {z € C : |z| = R}.
Montrer que la série converge uniformément sur Q(T') = {z = re ,0 <r < R, Re’ € T}. En
particulier si zg € T', alors
lim S(re'®) = Z anzy, 2 = Re',
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Application. Montrer que la série g — converge uniformément sur tout compact de D\{1}.
n
n>1

e Exercice 3. (Théoréme de Tauber)
Soit une suite (a,) C C telle que na, = o(1) et lim Z apr’ =10 e C.

Montrer que Z ap converge et a pour somme /.
n>0
eExercice 4 (Principe des zéros isolés)
Soit S(z) = Z apz" une série entiere non nulle de rayon de convergence R > 0. Montrer que
n>0
Sing=inf{n >0: a, #0}, alors S(z)=an,z"(1+¢(2)), avec lir% e(z) = 0.
z—

En particulier, il existe 0 < p < R telle que pour tout z € D(0, p)\{0}, on ait S(z) # 0.

Application. Determiner les séries entieres S définies sur C et vérifiant S(27") = 87". Méme
question si S(1/n) = 0 pour tout n > 0.
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eExercice 5 (Théoreme de Liouville)

Soit S(z) = Z a,z" une série entiere non nulle de rayon de convergence R > 0.
n>0
1. Montrer que pour tout 0 < p < Ron a

1 2 )
>l = o [ 18(oe Pt
T Jo

n>0

Que dire de S si |S| admet un extremum local en 0 ?
2. On pose M (p) = supj,|<, |S(z)], 0 < p < R, Montrer I'inégalité de Cauchy,

M (p)
pr

3. Montrer que si R = +00 et si S(z) est bornée sur C, alors S est constante.

3’. Montrer que si R = 400 et s’il existe P € Ry [X] tel que |S(z)| < P(]z]) sur C, alors
SeC N [X ]
Application. Soit S une série entiere de rayon de convergence R = +o00. Que peut—on dire sur .S
si I'une des conditions suivantes est satisfaite
- il existe deux réels positifs A et B ona |f(z)] < A+ B+/|z| pour tout z dans C.
- S admet 1 et ¢ comme périodes.
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eExercice 6
Former de deux facons le développement en série entiere en 0 de

X
S : acb—>e_x2/ et dt
0
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En déduire la relation

eExercice 7
Soient p € N et

w-E(7)

n=0
1. Déterminer le rayon de convergence de la série entiere définissant cette fonction.
2. Calculer S(z) en étudiant (1 — z)S'(x).

eExercice 8

Determiner toutes les séries entieres S(x) = ), a,a™ telle que

(1 — 228" (x) — 228" (x) + XA+ 1)S(z) = 0.



