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Série entière

• Exercice 1. (Rayon de convergence)

Montrer que le rayon de convergence R de la série entière S(z) =
∞∑
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n est donné par
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En déduire la règle de Cauchy et celle de d’Alembert.
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• Exercice 2. (Théorème d’Abel)
Soit S(z) =

∑
n≥0

anz
n une série entière de rayon de convergence 0 < R < ∞. On suppose que

cette série converge uniformément sur un sous ensemble Γ non vide du cercle {z ∈ C : |z| = R}.
Montrer que la série converge uniformément sur Ω(Γ) = {z = reit , 0 ≤ r ≤ R , Reiθ ∈ Γ}. En
particulier si z0 ∈ Γ, alors

lim
r→R−

S(reiθ0) =
∑
n≥0

anz
n
0 , z0 = Reiθ0 .

Application. Montrer que la série
∑
n≥1

zn

n
converge uniformément sur tout compact de D\{1}.

• Exercice 3. (Théorème de Tauber)
Soit une suite (an) ⊂ C telle que nan = o(1) et lim

r→1−

∑
n≥0

anr
n = ` ∈ C.

Montrer que
∑
n≥0

an converge et à pour somme `.

•Exercice 4 (Principe des zéros isolés)
Soit S(z) =

∑
n≥0

anz
n une série entière non nulle de rayon de convergence R > 0. Montrer que

Si n0 = inf{n ≥ 0 : an 6= 0}, alors S(z) = an0z
n0(1 + ε(z)), avec lim

z→0
ε(z) = 0.

En particulier, il existe 0 < ρ < R telle que pour tout z ∈ D(0, ρ)\{0}, on ait S(z) 6= 0.
Application. Determiner les séries entières S définies sur C et vérifiant S(2−n) = 8−n. Même
question si S(1/n) = 0 pour tout n ≥ 0.
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•Exercice 5 (Théorème de Liouville)
Soit S(z) =

∑
n≥0

anz
n une série entière non nulle de rayon de convergence R > 0.

1. Montrer que pour tout 0 < ρ < R on a∑
n≥0

|an|2ρ2n =
1

2π

∫ 2π

0
|S(ρeit)|2dt.

Que dire de S si |S| admet un extremum local en 0 ?
2. On pose M(ρ) = sup|z|<ρ |S(z)|, 0 < ρ < R, Montrer l’inégalité de Cauchy,

|an| ≤
M(ρ)
ρn

.

3. Montrer que si R = +∞ et si S(z) est bornée sur C, alors S est constante.
3’. Montrer que si R = +∞ et s’il existe P ∈ RN [X] tel que |S(z)| 6 P (|z|) sur C, alors

S ∈ CN [X].
Application. Soit S une série entière de rayon de convergence R = +∞. Que peut–on dire sur S
si l’une des conditions suivantes est satisfaite
- il existe deux réels positifs A et B ona |f(z)| ≤ A+B

√
|z| pour tout z dans C.

- S admet 1 et i comme périodes.

•Exercice 6
Former de deux façons le développement en série entière en 0 de

S : x 7→ e−x
2

∫ x

0
et

2
dt

En déduire la relation
n∑
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•Exercice 7
Soient p ∈ N et

S(x) =
+∞∑
n=0

(
n+ p

p

)
xn

1. Déterminer le rayon de convergence de la série entière définissant cette fonction.
2. Calculer S(x) en étudiant (1− x)S′(x).

•Exercice 8

Determiner toutes les séries entières S(x) =
∑

n anx
n telle que

(1− x2)S′′(x)− 2xS′(x) + λ(λ+ 1)S(x) = 0.


