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Feuille d'exercices n°® 4 — Formules de Taylor

Exercice 1
Soient I un intervalle ouvert de R, f : I — R une fonction sur I, et x¢ un point de I.

1. Rappeler ’énoncé des formules de Taylor-Young et Taylor-Lagrange pour la fonction f au
point xg a U'ordre n, en indiquant soigneusement les hypotheses.
2. Qu’est-ce que la partie principale de la série de Taylor de f en zg a 'ordre n?

3. Qu’appelle-t-on un développement limité de f en xg a ’ordre n?

Exercice 2
FEcrire la formule de Taylor-Young a ’ordre 4 pour les fonctions suivantes.

1. z +— e* au voisinage de 0.

. x +— Inx au voisinage de 1. En déduire limj,_,q hl(l:#

2
3. x> 1+ 2+ 22 + 23 au voisinage de 2.
4

. /1 — 22 au voisinage de 0.

Exercice 3
Appliquer Taylor-Lagrange pour calculer la valeur approchée de /e & 10~ pres.

Exercice 4
1. Ecrire la formule de Taylor-Lagrange a I'ordre 5 en 0 pour la fonction x — sinz.

2. Quelle est la valeur de lim,_,q w

3. Montrer que
Vo >0, x—23/6 <sin(z) <z —23/6 + 2°/120

Que se passe-t-il lorsque x est négatif ?

Exercice 5
Montrer que
Yz >0, x—m2/2§1n(1+x)§x

Que se passe-t-il lorsque x est négatif ?

Exercice 6
Calculer les développements limités des fonctions suivantes :

1. f(z) = sin(2?) + cosx & 'ordre 6 au voisinage de 0.

2. g(x) = 1+ x)% a l'ordre 2 au voisinage de 0. On prolonge g & R tout entier en posant
g(0) = e. Montrer que g est dérivable en 0 et calculer ¢'(0).
h(z) =

eS % 3 1ordre 4 au voisinage de 0.

i(z) = (cosz — 1)(sinhx — x) — (coshz — 1)(sinx — ) & Pordre 7 au voisinage de 0. En
déduire la valeur i(7)(0).



: 2 . .
5. j(z) = #E}H a lordre 3 au voisinage de 0.

6. k(x) = 1;1—2“3 a l'ordre 4 au voisinage de 1. Donner ’équation de la tangente a la courbe
représentative au point (1,0) et déterminer la position de la courbe par rapport a la
tangente.

7. l(z) = (¥22)2 & 'ordre 4 au voisinage de 0.
. r(z) = (1 — 22?)e® & Pordre 4 au voisinage de 0.
9. s(x) = V14 x + 22 a lordre 3 au voisinage de 0.

10. t(z) = 2ot

T i
= g & I'ordre n au voisinage de 0.

8]

Exercice 7
Soit n > 1 un entier naturel. En utilisant une formule de Taylor, montrer que

xn

lim — =0.
r—+oo eT

Exercice 8
Montrer que la fonction

[z vz —/In(1+2)

est dérivable a droite en 0, et donner la valeur de sa dérivée.

Exercice 9
Calculer les développements limités en 0 a 'ordre n des fonctions suivantes :

1. f(z)= Lbatel avec n = 4.

JR——
2. f(z) = (sin(z))3, n = 13.
3. f(z)= %, avec n = 2.
4. f(z) =In(1+ zsin(z)), et n = 4.
5. f(z) = e®) n =4,
6. f(x) = (14 cos(x))/3 n=4.
7. f(r)= 25, n=4

Exercice 10
Calculer le développement limité en 7/4 a lordre 4 de (/tan(x).

Exercice 11
1. Ecrire la formule de Taylor avec reste intégral en 0 & 'ordre 3 pour I’exponentielle.

2. Donner un polynéme P € R[X] de degré inférieur ou égal a 3 tel que, pour tout x de [0, 1],
e — P(z)| < (e —1)/6.

3. Ecrire la formule de Taylor avec reste intégral en 0 & 'ordre n pour I'exponentielle, et en
déduire lexistence d’un polynoéme P, € R[X] de degré inférieur ou égal a n vérifiant :

Vo € [0,1],]e” — Py(x)] < (e —1)/n!

Exercice 12
1. Soit n un entier. Ecrire la formule de Taylor avec reste intégral au voisinage de 0 a l'ordre
n pour la fonction cos(x).



2. En déduire que la suite de terme général u,, = S.7_o(—1)¥/(2k)! a une limite quand n tend
vers l'infini, et calculer cette limite.

Exercice 13
1. Trouver un équivalent polynémial au voisinage de x = 1 de la fonction

f(.%’) —9r—1 _ iUan.

2. Déterminer deux réels a et b tels que

. e’ a
lim | ———+—-+b) =0,
z—0 111(1 —+ CL‘) x
et donner un équivalent de I'expression trouvée quand x — 0.

3. Donner le développement asymptotique a deux termes de la suite

2\ 1 2n
e (14 2) (1Y
n n
En déduire lim,,_yoo nuy,.

Exercice 14
1. Calculer le développement limité & 'ordre 4 en 0 de /1 + sin(z)sh(z).

2. Calculer le développement limité & I'ordre 2 en 1 de arcsin(In?(z)).

3. Déterminer

. 2
ILHF/Q ((Qm —3z+1) tan(ﬂ'x)) :

Exercice 15

On consideére la fonction f sur R définie par : f(z) = (e* —1)/z si x # 0, et f(0) = 1.
1. Démontrer que f est dérivable sur R, et calculer f'(z) pour tout z.
2. Montrer que f est en fait deux fois dérivable sur R, et donner f”(0).

3. Ecrire la formule de Taylor-Young en 0 & 'ordre 2 pour f. Préciser la position de la courbe
représentative de f par rapport a sa tangente en 0.

4. Déterminer les variations de ¢ := ze® —e® + 1. En déduire que f est strictement croissante
sur R.

5. Déterminer l'intervalle image J de la fonction f, et montrer que la fonction réciproque g
de f est deux fois dérivable sur J.

Exercice 16
Calculer les limites des fonctions suivantes quand x — 0 :

_arctan(z) —x

filw) = =5 (1753 — eosla) fola) =

22 \1+ 22 sin(z) — x
1/x
1 1 e + ebx
= — =| — belR.
f(x) sin?(z)  sinh?(x) fa@) ( 2 ) @0 €

Exercice 17
Rechercher les asymptotes aux graphes des fonctions suivantes :

1) f(z)

T

- 2) g(@) = [(a* ~ 2)(a + 3))'/



