M1MI2011
Exercices sur le calcul d’intégrales (Riemann)

Exercice 1.
n—1
1. Soit z > 0. Calculer Z e'n en fonction de .
p=0
n—1
2. Montrer que la limite suivante existe : lim z Z e .

n—+oo n
p=0

3. En déduire que / eldt = e* — 1 pour = > 0 quelconque.
[0,2]

Exercice 2.

1. Etablir les égalités suivantes, ott x € R et n > 0 entier :

i, z . pr 1 T 2n+1 i T pr 1 . x+. 2n+1
sin — sin — = — | cos — — cos x|, sin — cos — = — | —sin — +sin x ).
= 2n n 2 n n = 2n n 2n 2n

2. Utiliser ces résultats pour établir pour x > 0 quelconque :

/ sintdt =1 — cosz, / costdt = sin x.
[0,x] [0,x]

Exercice 3. Soit a € R.

1. Décomposer le polynéme X2" — 1 dans C.

n—1
k
2. En déduire que a®® — 1 = (a? — 1) H(a2 — 2acos X +1).
n
k=1

3. On suppose a? # 1. A I'aide des sommes de Riemann montrer que :

— 2 _ 0 ) |CL’ < 17
I(a) = /[o,w] In(a” —2acost+ 1)dt = { oxinlal . la| > 1.

Exercice 4. Montrer que

. 3T cost . @ dqt
lim Tdt =1In3, lim = In 2.

z—0 J, z—1 f,. nt

Exercice 5. On pose :

1 2 1
I :/ e dr, J :/ edr, K :/ e’ sin(x)dx.
0 0 0

Montrer que :
1. 0<I< 1
2. I < J.

1 1
3. |IKl<=(1-=.
|r_2( )



Exercice 6. Soit f une fonction continue sur I = [a,b]. On considére une fonction g positive intégrable sur I
et telle que :

/a ' o(@)dz > 0.

b b
Montrer que Jec € I tel que / f(@)g(x)dx = f(c)/ g(z)dz.

a
/4
Exercice 7. Pour tout entier n, on pose I,, = / (tan(x))"ds.
0

1. Etudier le sens de variation de I,,.
2. Montrer que la suite I, est minorée. Que pouvez-vous en déduire ?
n

Exercice 8. Pour tout entier non nul n, on pose u,, = E
k=1

1
ﬁ .

1. Déterminer le sens de variation de la suite (uy,).

1 lde 1
2. Montrer que m < /n 2 < 3
" dx

. " dx
3. Montrer que si n > 2, — Sup < 1+ —-
1 X 1 X
4. En déduire que la suite (uy) converge vers un réel L qui vérifie 1 < L < 2.

Exercice 9. Soit a € RT*. Pour tout entier n non nul, et pour tout réel x positif, on pose :

* dt
b= [ Gy

1. Déterminer une relation de récurrence entre I,,(z) et I,,11(x).

2. On suppose a = 2. Montrer que :

arctan(x)
I, (z) = /0 cos?™2(t)dt.

Exercice 10. Calculer les intégrales suivantes :
1 2 /4 w/2
d t 1
1:/ V1~ 22dz, J:/ L K:/ tan(@) o L:/ 1t cosla) ;.
0 12t —z+1 o 1+ tan(x) x/3  sin®(x)
Exercice 11.

w/2
1. Calculer/ diw
o 14cos(x)

2. Soit f une fonction continue sur I = [a, b] telle que Vz € I, f(a+b—x) = f(x).
b b
Exprimer/ xf(x)dx en fonction de/ f(x)dx.
a a

zdx

3. En déduire la valeur de / _—
o 1+sin(x)



