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RiSUME. Ce cours correspond a ’enseignement qui sera dispensé en 2013-2014
dans 'UE N1MI2011 <« Analyse 1 > de la Licence de Mathématiques.Il s’appuie
sur le programme de 'UE d’initiation & I’Analyse dispensée au Semestre 1. On
poura trouver dans [Ymis| un polycopié complet de I'ancienne UE « Mathé-
matiques de base >, telle qu’elle était dispensée en MISMI (2007-2008). Ce
cours en reprend certains points. La rédaction de ces notes doit énormément
aux notes manuscrites rédigées par Philippe Charpentier, avec qui j’ai en-
seigné cette UE en 2011-2012. Les ouvrages collectifs [MatL1] (chapitre IV) et
[MatToutenUn], partie IV (tous deux disponibles en plusieurs exemplaires &
la BU, et que je vous invite vivement & consulter) m’ont aussi beaucoup inspiré
pour la rédaction de ce polycopié; il faut signaler qu’ils contiennent une foule de
tests ou d’exercices corrigés. Destiné a des étudiants envisageant de poursuivre
soit dans un cursus Mathématiques (fondamentales ou appliquées, la distinc-
tion est devenue aujourd’hui bien difficile & faire), soit dans un cursus Infor-
matique ou Mathématique-Informatique, ce cours est accompagné ou illustré
par une démarche algorithmique, avec des ponts, lorsqu’ils sont possibles, vers
les applications, visant a placer, autant que faire se peut, les Mathématiques
< en situation >. Les textes des exercices proposés par les chargés de TD en
2011-2012 et 2012-2013 (Jean-Frangois Aujol, Marc Arnaudon, Yuri Bilu, Mi-
chel Bonnefont, Patrick Fischer, Jean Gillibert, Karim Kellay, Stanislas Kupin,
Pierre Mounoud, Fouad Zarouf), ont été regroupés en Annexe A, ainsi que les
corrigés des deux devoirs surveillés 2011-2012 (en annexes respectivement B et
C) et 2012-2013 (en annexes respectivement D et E). Le texte de DST 2012-
2013 figure en Annexe F. En toute fin de ce polycopié, apres 'index, vous
trouverez aussi (aux titre d’annales) le texte et le corrigé (merci & Philippe
Charpentier) de I’examen final (2011-2012). L’utilisation de sites (souvent in-
teractifs) de ressources multimédia en ligne, en particulier le serveur WIMS (sous
ce lien : https://wims.u-bordeauxl.fr/wims/) ou la plate-forme Moodle (sous
laquelle vous pouvez vous logger depuis votre ENT sur le site de Bordeaux 1
(cliquez ensuite sur I'onglet Espace Formation sur le bandeau), pourra s’avérer
également d’une grande utilité pour la « pratique > active des exercices. Si-
gnalons enfin que divers fichiers .mw (& ouvrir sous I’environnement du logiciel
de calcul symbolique MAPLE disponible au CREMI ou & ’espace ALPHA) sont
en ligne sur sur http://www.math.u-bordeauxl.fr/~yger/MAPLE-analysel ; il
permettent ainsi, au fil des séances de < revisiter > le cours de maniere a la
fois illustrée et interactive; une aide a la prise en main du logiciel MAPLE est
disponible sur ce méme lien.
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CHAPITRE 1

Suites de nombres réels ou complexes

1.1. Des fractions aux nombres réels

Toute fraction positive a/b € QF, avec a € Net b € N*, admet un développement
décimal illimité (DDI) : la partie entiére de ce développement est un entier naturel
E(a/b) = q (le quotient de a par b dans la division euclidienne a = bg + r, que
lon note aussi parfois ¢ = [a/b]), dite partie entiére de la fraction positive a/b;
les décimales successives sont des chiffres entre 0 et 9, générés de proche en proche
suivant ’algorithme de division euclidienne. La suite des décimales est ainsi une ap-
plication de N* dans {0, ..., 9}, on dit aussi une suite d’éléments de {0, ...9} indexée
par N*. On écrit

dy =d(1), da =d(2), ds =d(3), etc.,

et la suite k € N* — d(k) de décimales successives se note ainsi (dy)g>1. L’expres-
sion
q+0,dy dyds [--]

est dite développement décimal illimité (DDI) de la fraction positive a/b (la virgule
est remplacée par un point dans la terminologie anglo-saxonne). Par exemple

22
(1.1) = 3,142857142857142857142857 |-

(posez la division comme vous l'auriez fait au college).

Une premieére observation s’impose ici. L’'une des particularités de I'opération de
division euclidienne itérée [ax : b] (a9 = a, ay = a — bq, ...) conduisant au calcul
des décimales de proche en proche (on le constate sur 'exemple (1.1)) est que le
nombre de < restes > possibles & chaque étape est fini (car le reste dans la division
euclidienne de a; € N par b € N* est un entier naturel entre 0 et b — 1). Or il est
un principe clef en mathématiques, 1ié a la notion d’injectivité : si I'on dispose de
K boites vides et d’un nombre d’allumettes (& ranger dans les boites) strictement
supérieur a K, on mettra forcément deux allumettes dans la méme boite! Suivant
ce principe, dans le processus de division conduisant a 1’écriture décimale d’une
fraction a/b, on est donc certain qu’au bout d’un certain temps, le méme reste va
apparaitre deux fois de suite, au quel cas la suite des décimales reproduira toujours
le méme motif, et ’on pourra écrire le DDI de a/b sous la forme

(1.2) q, di dg [--+] d motif motif motif [---]=gq, dy da [---] dj motif,

ou motif est un < mot » composé d’une suite de chiffres entre 0 et 9 et répété
ensuite indéfiniment, ce que 1’on exprime ici par la notation motif.

Une seconde observation s’impose également. On remarque que, suivant pareil
procédé, il est impossible d’obtenir une suite de décimales (dj)r>1 se présentant

1



2 1. SUITES DE NOMBRES REELS OU COMPLEXES

sous la forme

di, do, dg, -+, dg, 9,9, 9,9, -+ avec di € {0,,8}

Si tel était le cas, le nombre a/b s’écrirait, en remontant les calculs :

a dy dy dy, 9 1 1

2 _ o 2R (14— ...

b q+10+100+ +1Ok+10k+1(+10+100+ )

. dq P dy, n 1 o 9

—17 10 10F T 1= L7 10A

_ d; (di + 1)

=g+ttt

et toutes les décimales a partir de la k-ieme devraient ainsi étre nulles.

Toute fraction a/b € Q (on prend cette fois a € Z et b € N*) se trouve < en-
codée » (une fraction correspondant & un < encodage > et un seul) par la donnée
de deux choses :
— un nombre entier ¢ € Z, plus grand entier inférieur ou égal a ¢, que l'on
appelle partie entiére de a/b;
— une suite de décimales k € N* — di € {0,...,9} finissant par répéter
indéfiniment un mot fini motif (différent du mot constitué du seul chiffre
9).
La fraction < encodée > par ¢ et la suite (di)r>0 est la fraction
q+0,dy dy d3 [ . ] dy motif.
On peut la recalculer & partir de la connaissance de dy, ..., d; et du mot motif.
EXEMPLE 1.1 (un exemple en guise d’exercice). On traitera un exemple pour
se convaincre. Partons du DDI :

124 0,431.572.
Si ce DDI correspond & un nombre z, celui de 1000x — 12431 est
0+0,572;
celui de 1000(1000x — 12431) est donc
572 +0,572.

Les deux nombres 1000(1000x — 12431) — 572 et 1000z — 12431 devraient avoir le
méme DDI. En écrivant qu’ils sont égaux, on trouve

1000(1000x — 12431) — 572 = 1000z — 12431,

d’ou I'on déduit bien que x est une fraction. Reste juste a vérifier, en reprenant les
calculs a l'envers, que le DDI de x est bien 12 + 0,431572, comme on le voulait.

Les fractions a/b que l'on encode ainsi de maniére a ce que la suite des décimales
stationne & 0 (dr = 0 pour k assez grand) sont les nombres décimaua.

Pour définir les nombre réels, il suffit juste de s’affranchir de la regle de répétition
d’un motif qui préside a la construction des DDI des fractions.

DEFINITION 1.1. Un nombre réel (donné sous forme décimale) est la donnée :
— d’un nombre entier relatif £ = FE(z) = floor(z), que l'on appelle partie
entiére de x; on note ceil(x) le nombre E(z) + 1.



1.1. DES FRACTIONS AUX NOMBRES REELS 3

— d’une suite (dg)r>1 de chiffres entre 0 et 9, sans aucune restriction cette
fois sur le comportement de la suite, hormis le fait de ne pas stationner
indéfiniment a 9.

On note le nombre réel encodé par entier E et la suite (dj)r>1 comme :

(1.3) t=FE+0,dy dyds[---]

On dit que Iécriture (1.3) ci-dessus correspond au développement décimal illimité
(DDI) du nombre réel x.

L’ensemble R des nombres réels contient ’ensemble @ des nombres rationnels
(une fois que l'on a identifié un nombre rationnel avec son développement décimal
illimité), puisque l'on n’impose plus cette fois aucune restriction & la suite des
décimales dj, (hormis le fait de ne pas stationner a 9). Le nombre

(14) m=3+0,141592653589793238462643383279502884197169399375 |- - -]

(aucun mot ne parait ici & premiére vue répété) est par exemple un nombre réel.
Difficile cependant de voir si ce développement décimal illimité correspond ou non
a celui d’un nombre rationnel car le mot (éventuel) amené a se répéter dans un DDI
du type (1.2) pourrait étre long et par conséquent difficile & trouver.

DEFINITION 1.2 (ordre sur R). On définit un ordre sur 'ensemble R en décidant
que le nombre réel x < encodé » par E et (di)r>1 est < avant > (ou encore < pré-
cede ») le nombre réel 2’ < encodé > par E’ et (d},)k>1 (auquel cas on écrit x < z')
si et seulement si

— d’une part E < E’ (suivant l'ordre sur les entiers relatifs) ;

— d’autre part, la suite de chiffres (dy)r>1 précede la suite (d})r>1 lorsque

Pon choisit comme ordre lordre lexicographique (ou <« du dictionnaire ),
les chiffres 0,1,...,9 étant rangés dans cet ordre (comme le seraient les dix
lettres A,B,C,D,E,F,G,H,L[,J).

Siz<yeta#y,onécerit x <y et on dit que x est < strictement inférieur a y >.

DEFINITION 1.3 (sous-ensembles majorés, sous-ensembles minorés de R). Un
sous-ensemble A de R est dit majoré s’il existe un nombre réel M tel que

Ve e A, < M.

On dit alors que M est un majorant de A. Un sous-ensemble A de R est dit minoré
s’il existe un nombre réel m tel que

Vee A m<uz.

On dit alors que M est un minorant de A.

Une des propriétés fondamentales de ’ensemble R ainsi construit est la suivante :

PROPOSITION 1.1 (propriété de la borne supérieure). Si A est une partie de R
non vide et magjorée, ’ensemble (non vide) de tous les majorants de A, c’est-a-dire
l’ensemble

Majorant(A) := {M € R tel que Vax € A, = < M}

contient un unique nombre réel (noté sup(A) et appelé borne supérieure de A) tel
que
Vy € Majorant(A), sup(A4) < y.
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Le nombre réel sup(A) est ainsi le plus petit des majorants de l’ensemble A lorsque
A est non vide et majoré). Lorsque sup A appartient 4 A, on dit que sup A est le
mazimum de A et on note sup A = max A.

De méme, si A est une partie de R non vide et minorée, l’ensemble (non vide) de
tous les minorants de A, c’est-a-dire ’ensemble

minorant(A4) := {m € R tel que Va € 4, m < z}
contient un unique nombre réel (noté inf(A) et appelé borne inférieure de A) tel
que
Vy € minorant(A), y < inf(A).
Le nombre réel inf(A) est ainsi le plus grand des minorants de l’ensemble A (lors-

que A est non vide et minoré). Lorsque inf A appartient ¢ A, on dit que inf A est
le minimum de A et on note inf A = min A.

DEMONSTRATION. Considérons tous les DDI des éléments de A. L’ensemble de
toutes les parties entieres de tous ces DDI est un sous-ensemble de Z majoré par la
partie entiere du DDI de n’importe quel élément de Majorant(A) ; il admet donc un
plus grand élément E. Notons maintenant A; ’ensemble des premieéres décimales
des nombres réels appartenant & A et dont la partie entiere est E (il en existe);
comme sous-ensemble de {0,...,9}, cet ensemble admet un plus grand élément d;.
On note As 'ensemble des secondes décimales des nombres réels appartenant a A
et dont le DDI commence par E + 0,dy[---] (il en existe) ; comme sous-ensemble
de {0,...,9}, cet ensemble a un plus grand élément dy. On continue ainsi de suite
pour construire une suite (dy)g>1 de proche en proche. Le nombre dont le DDI!
est donné par

E+0,dy do ds [+-]

est un majorant de A, plus petit par construction méme que tout autre majorant de
A. 11 convient comme candidat a étre la borne supérieure de A, sup(A). On raisonne
de la méme maniere pour prouver ’existence d’un plus grand minorant lorsque A
est minoré. O

REMARQUE 1.1 (Attention! les bornes supérieure ou inférieure d’un sous-en-
semble A de R, si elles existent, ne sont pas toujours dans 'ensemble A). Il convient
de prendre garde au fait que la construction donné dans la preuve de la Proposi-
tion 1.1 ci-dessus ne fournit pas en regle générale un point de ’ensemble A. Au fur
et & mesure des étapes (travail avec sous-ensembles de A successifs, A1, Asg, etc.),
Pappartenance & A est certes bien préservée, mais le réel sup(A) ou inf(A) final,
du fait qu’il implique toutes les décimales construites, n’est pas nécessairement un
élément de A. On en verra des exemples plus loin.

1.2. Suites de nombres réels

DEFINITION 1.4 (suite de nombres réels). Une suite de nombres réels est une
application de N dans R, qui & n € N, associe un nombre réel u(n) (que l'on
note aussi u,). La suite est alors notée (un)n>o. Il peut arriver cependant que

1. Il se peut que la suite des décimales (dy)i>1 ainsi obtenue stationne & 9, auquel cas le
nombre réel obtenu comme borne supérieure de A est le nombre décimal de développement décimal
déduit de celui obtenu en incrémentant de 1 la derniére décimale non nulle précédent la suite de
9 et en mettant a 0 les décimales suivantes.
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Papplication n — w(n) = u, ne soit définie que pour n assez grand (n > ng). On
note alors la suite (uy)n>n,-

EXEMPLE 1.2. On peut parler de (1/(n + 1)),>0, mais seulement de la suite

(1/(n(n = 2)))n>s.

Les suites de nombres réels peuvent étre définies de plusieurs manieres.

— Exhaustivement par une formule du type u, = f(n), f désignant une fonc-
tion explicitement définie sur {ng,no + 1, ...}, avec ng entier assez grand ; ou
bien alors par le fait que wu,, satisfasse une propriété P(n) qui le caractérise
complétement (par exemple : wu, est le n-iéme nombre premier).

Par une relation de récurrence a un pas :

Unt1 =F(up) Yn > no,
F étant une fonction réelle explicitement définie au point u,,, ce pour chaque

valeur de n > ny, le calcul étant initié a partir d’'une donnée initiale u,, = x
(x € R); la procédure algorithmique 2

X=x;

for j=1,...,n
X= F(X,j);
end

fournit par exemple (avec X) le calcul de up,4n pour n > 0, tandis que la
procédure 3

X=[x];

for j=1,...,n

X=[op(X) ,F(X[nops (X)] ,nops (X))];
end

(ot nops (X) désigne, étant donnée une liste ordonnée X=[. ..], son nombre
de termes, et op(X) son contenu) fournit la liste [tng, ..., Ung+a] des n+1 pre-
miers termes de la suite.

Par une relation de récurrence a p pas :

Un+p = F(unaunJrh ~-~7un+p71)7 n Z no,

ou la fonction F est une fonction réelle explicitement définie au point

(un7un+17 ~~7un+p71)v

ce pour chaque valeur de n > ng (il peut aussi y avoir une dépendance en n)
le calcul étant initié a partir de p données initiales u,, = xg, ..., Ung4p—1 =
ZTp—1, OU Zg,...,Tp—1 sont p nombres réels. Le calcul algorithmique des n
premiers termes de la suite est alors plus complexe, car il faut disposer d’une

2. La syntaxe dans laquelle sont ici écrites toutes les procédures algorithmiques mentionnées
dans ce cours est celle du logiciel de calcul scientifique MATLAB ou de son < clone > libre Scilab

[Scilab)]. Dans cette procédure, on a d’ailleurs intégré (ce qui sera utile) le fait que F(ur ) dépende
non seulement de wu,, mais aussi de n.

3. Méme remarque que pour la procédure précédente ; on a intégré ici le fait que F(uy,,) depende
aussi de n.
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< mémoire > (il faut a chaque cran avoir stocké en mémoire p — 1 valeurs).
Par exemple, si p = 2, la procédure

X=x;

Y=y,

for j=2,...,n

z = F(X,Y,3);

X=1Y;

%avec cette instruction Y est conservee en memoire pour la suite
Y = z;

end

permet (avec X,Y) de calculer upg4n €t Ung4nt1 (pour n > 0) lorsque les
valeurs initiales sont les réels u,, = x et u,, =7y.

EXEMPLE 1.3.

— Les suites (1/n(n—3))n>2 ou (In(p,)/n))n>1, ol p, désigne le n-ieme nombre
premier, sont du premier type (définition exhaustive) ;

— les suites algébrico-géométriques (vues en MISMI, vous les reverrez en TD),
générées par une relation de récurrence u,+1 = au, + b, ol a et b sont des
réels donnés, et initiées a u,, = x sont du second type (récurrence a un pas);

— la célebre suite de Fibonacci, définie comme la suite d’entiers initiée avec
Fy = F} =1 et générée ensuite par la relation inductive Fj,1 o = F, + F41
est du troisieme type (récurrence a p pas, donc avec mémoire, ici avec p = 2).

DEFINITION 1.5 (suite convergente vers une limite finie, premi¢re approche).
On dit que la suite de nombres réels (u,)n,>0 converge vers un nombre réel [ si et
seulement si :

— la suite des parties réelles E(u,), n > 0, des nombres réels uy, stationne, pour
k assez grand, & la partie entiere E() de [;

— pour chaque k € N*, la suite (di(un))n>0 des k-iemes décimales des nombres
réels u,, n > 0, stationne, pour k assez grand, & la k-iéme décimale dj (1) du
nombre réel [.

On écrit alors
= lim wu,.
n—+oo
DEFINITION 1.6 (suites de nombres réels monotones au dela d’un certain rang).
Une suite de nombres réels (uy,)n>n, est dite croissante (au dela du rang N > ny)
sl Up41 > U, pour tout n > N. Elle est dite décroissante (au dela du rang N > ny)
si Up4+1 < uy, pour tout n > N.

PROPOSITION 1.2 (suites croissantes majorées, suites décroissantes minorées).
S0it (Un)n>n, une suite de nombres réels croissante au deld du cran N > ng, telle
que {un; n > ng} soit magoré. La suite (un)n>n, converge vers le nombre

L= lim w, =sup{u,;n> N}

n—-+oo
Soit (Un)n>n, une suite de nombres réels décroissante au deld du cran N > ng,

telle que {u,, ; n > ng} soit minoré. La suite (up)n>n, converge vers le nombre

l= lim w,=inf{u,;n> N}

n——+00
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DEMONSTRATION. La preuve de ce résultat important est, avec pareille pré-
sentation < concrete > des réels, tout a fait limpide, tout au moins heuristiquement.
Cette vision soutend 'intuition de la notion de convergence en analyse numérique.
Si (un)n>nN est une suite de réels croissante majorée, la suite de leurs parties entiéres
(E(un))n>n est une suite d’entiers croissante majorée, donc certainement station-
naire sur un entier F au bout d’un certain temps : ceci signifie que les E(u,,) fi-
nissent, lorsque n dépasse un certain seuil Syp > N, de toujours prendre la méme va-
leur. Une fois que n a franchi ce seuil, la suite des premieres décimales (dy (un))n>s,
des u,, est une suite croissante majorée de nombres entre 0 et 9. Elle finit encore, au
bout d’un certain temps (n > S; > Sp), par stationner sur une décimale d; ensuite
< figée ». Pour n > S7, on raisonne de maniére identique pour la suite (dz(un))n>s,
des secondes décimales des u,,, qui finit a la longue par se figer sur une décimale ds,
etc. On voit ainsi les décimales des u,,, n > ng se < figer > les unes apres les autres,
en les approchant par en dessous, vers les décimales d’un certain nombre réel I (car
le DDI E+0.d1ds... correspond & un tel réel [). Notons que ’on peut obtenir le DDI
de ce réel < limite > [ se terminant par une suite infinie de 9; il faut alors prendre
en compte Pautre DDI d’un tel nombre [ (celui se terminant par une suite infinie de
zéros). La suite (up)n>n, converge bien vers ce réel [ au sens de la Définition 1.5. La
limite est par construction le plus petit des majorants de I’ensemble {u, ; n > 0}.
Un raisonnement identique vaut lorsque (uy,)n>0 est décroissante minorée, la limite
étant bien dans ce cas le plus grand de tous les minorants de {u, ; n > ng}. (I

EXEMPLE 1.4 (approximations décimales (par défaut) d’un nombre réel). Si x
est un nombre réel admettant le DDI

E+0,didyds [ ] di -],

la suite des nombres décimaux
n
dg
CL‘n:E—i-;W, nZl,

est une suite croissante de nombres rationnels convergent vers le nombre réel x.
Tout nombre réel est donc limite de nombres rationnels (méme en fait décimaux)
Nous verrons que ce fait, essentiel si 'on pense a Uinformatique (les seuls nombres
possibles & encoder sont les fractions), est en un sens assez surprenant, car il y a tres
peu de nombres rationnels comparativement, on le verra, aux nombres réels : il est
en effet possible, comme 'ont fait le mathématicien Stern et 'horloger de précision
Brocot au XIX-éme siecle, de < ranger > les rationnels en une suite {zg, 21, ...}
(sans répétitions) ; on dit que Q est dénombrable, ce qui n’est pas, on le verra plus
loin, le cas de R (voir la Proposition 1.7 & venir).

EXEMPLE 1.5 (le paradoxe de Zénon). Le paradoze de Zénon d’Elée illustre
depuis 'antiquité le comportement des suites croissantes de nombres réels majorées :
supposons qu’un archer positionné a l'origine de R décoche sa fleche en direction
des x > 0 et que cette fleche retombe a une distance [;. L’archer va ensuite se
positionner au point d’impact et relance sa fleche, mais, fatigue oblige, il ne peut la

4. 11 est aussi vrai que tout nombre réel est une limite de nombres irrationnels (i.e. non
éléments de Q) : il suffit pour cela de remarquer que l'on peut détruire la présence de motifs
répétés périodiquement dans le DDI d’une fraction en modifiant, dans chaque < motif > répété,
une des décimales de maniére & exclure toute possibilité que le DDI ainsi < perturbé > soit encore
de la forme (1.2).
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lancer (depuis 'endroit o il se trouve) qu’a une distance lo < klj, ot k < 1 désigne
un facteur d’< amortissement » appartenant & ]0, 1[. Il continue de la sorte, et , &
chaque tir, ly+1 < klj. Bien siir, il continue ainsi a avancer suivant le demi-axe des
x > 0, mais la suite (up)n>1, OU

U =l o4+,
est une suite croissante majorée, puisque
1—k" ll
11—k 1—&
Cette suite converge donc vers une limite finie sur laquelle Parcher butera (et
qu’il n’atteindra d’ailleurs jamais puisqu’il persiste a4 avancer!). Dans cette classe

d’exemples, s’inscrivent aussi I’existence de limites trés importantes : par exemple,
si z > 0 et si la suite (up(z))n>0 est la suite définie inductivement par

Un S ll +I€ll +Ii211 +”.+an111 = ll

l,n+1
wo(x) =1 et upi1(z) = un(z) + ——— Vn >0,
(n+1)!
alors, nous avons affaire encore & une suite croissante majorée puisque

1\n

Unt1(x) — up(x) < C(x) (5) Vn >0,
ou C'(z) désigne une certaine constante positive (faire ’exercice). Cette suite converge
vers un nombre que l'on convient d’appeler exponentielle de x et noter :

no ok
. . x
exp(z) := ngl}rloo up () = ngrfoo ];) e
Le nombre e = exp(1), constante positive d’importance capitale en mathématique
car < base > des exponentielles et indicateur de I’échelle logarithmique® (Ine = 1),
est en particulier obtenu comme une telle limite (x = 1). Son DDI commence par :

2 + 0,718281828459045235360287471352662409 [...]

Ce n’est pas un nombre rationnel car ce DDI (dont nous ne voyons la que les
premiers termes) ne saurait étre celui d’une fraction. Il est toutefois impossible
justifier pareille assertion avec les outils dont nous disposons & ce stade.

1.3. Opérations sur R et limites de suites de réels

On définit sur R une addition et une multiplication interne telles que (R, 4, %)
hérite d’une structure de corps commutatif.

L’addition (z,y) — x+y est d’abord définie comme opération interne sur l’ensemble
des nombres décimaux (il s’agit d’'un cas particulier de ’addition des fractions).
On introduit ensuite la suite (x,)n>1 des approximations décimales par défaut de
x, puis la suite (y,)n>1 des approximations décimales par défaut de y. La suite
(n, + Yn)n>1 est une suite croissante majorée par x + y, donc convergente (d’apres
la Proposition 1.2) vers un nombre réel que 'on convient de noter x + y.

Pour définir la multiplication (x,y) — zy, on commence dans un premier temps &
définir la multiplication de = par un nombre décimal w donné. La suite (x,w),,>1 est
soit une suite croissante majorée, soit une suite décroissante minorée (cela dépend

5. On privilégiera dans ce cours la notation In plutét que log pour la fonction logarithme
népérien.
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des signes de E(z) et de F(w)), mais en tout cas toujours convergente (d’apres la
Proposition 1.2) vers une limite notée zw. On raisonne ensuite de manieére identique
avec la suite (Tyn)n>1, oW (Yn)n>1 désigne la suite des approximations décimales
par défaut de y. Etant donné un nombre réel z non nul, on peut sur le méme
principe définir son inverse : si par exemple x est un nombre réel strictement positif
approché par une suite croissante de décimaux strictement positifs (x,, ), >0, la suite
(1/zp)n>0 (le quotient de deux éléments de Q est, on le sait, bien défini) est une
suite décroissante de nombres rationnels minorée par F(z) + 1, donc convergente
d’apres la Proposition 1.2 vers un nombre réel que l'on notera 1/x. On constate
dans tous ces procédés de construction approchée que le résultat ne dépend jamais
des suites de décimaux choisies pour approcher les réels. L’ensemble R, équipé de
ces deux opérations que sont 'addition et la multiplication (avec les regles qui les
accompagnent, vues dans le cours de MISMI au premier semestre) est un corps
commutatif : il y a un élément neutre (0), un élément unité (1), tout élément a un
opposé (—z) pour l'addition (x + (—z) = 0); tout élément non nul a un inverse
(1/z) pour la multiplication (z X (1/x) =1);depluson a (z4+y)+2z =x+(y+2) et
x4y = y+a (associativité et commutativité de addition), (zy)z = x(yz) et zy = yx
(associativité et commutativité de la multiplication) et enfin z(y + 2) = xy + 2
(distributivité de la multiplication par rapport & addition).

Ces deux opérations sont compatibles avec 1’ordre au sens suivant :
(z<y)et (u<v)) = z+u<y+v
((xgy) et (wZO)) = zw < yw
(z<y)et (w<0) = yw<aw.
Ces deux opérations prolongent 1’addition et la multiplication des fractions.
L’application
x € R+— |z| := sup{—=z, z}
se plie a l'inégalité triangulaire archimédienne :
(1.5) Va,y €R, |lz] = |yl| < |z £yl < o] + ly|

et joue un rodle tres important. La quantité |« — y| figurera par la suite une notion
de < distance > entre les deux nombres réels x et y.

Une propriété importante de R est le fait d’étre archimédien. Cette propriété per-
mettra de traduire d’une autre maniere (< quantifiée » cette fois) la notion de
convergence d’une suite de nombres réels vers un nombre réel (Définition 1.5).

PROPOSITION 1.3 (R est archimédien). Soient x > 0 et y € R. Il existe un
nombre entier N tel que Nx > y.

DEMONSTRATION. Soit b/10™ un nombre décimal strictement positif et stric-
tement inférieur & x (une approximation décimale z,, judicieusement choisie). Soit
E(y) la partie entiére de y. On a, par division euclidienne, E(y) + 1 = bg + r, avec
r € {0,...,b—1}. Silon pose N = 10"(¢+1), on a bN/10™ = b(g+1) > E(y)+1 >y
et donc Nz > bN/10™ > y. O

Voici donc la seconde formulation annoncée (plus classique cette fois, et mieux
manipulable du point de vue calculatoire car <« quantifiée > par le critere (1.6)) de
la Définition 1.5.
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DEFINITION 1.7 (suite convergente vers une limite finie, approche quantifiée).
Soit (un)n>o une suite de nombres réels. La suite (uy,)n>0 converge vers le nombre
réel [ si et seulement si :

(1.6) Ve>0, 3IN(e)eN, (n>N(e) = (lun—1<¢).

Une suite de nombres réels (u,),>0 he convergeant vers aucun nombre réel [ est
dite divergente.

DEMONSTRATION. Pour chaque € > 0, il existe (puisque R est archimédien, cf.
la Proposition 1.3) un entier N € N tel que 107" < ¢. Si la suite (uy),>0 converge
vers [, alors pour n assez grand (dépendant de N, donc de €), u,, et [ ont les mémes
décimales jusqu’a 'ordre N. La valeur absolue |u,, —I| est donc majorée par 10~V
donc par e. On vient donc de vérifier que si la suite (uy,),>0 converge vers [, la
clause (1.6) est remplie. Réciproquement, si |u, — ] < 107V wu, et [ ont les
mémes décimales au moins jusqu’a Pordre N ; si la clause (1.6) est remplie, la suite
(Un)n>0 converge donc vers . ]

Le critére (1.6) de la Définition (quantifiée) 1.7 fournit des regles opérationnelles
pratiques (plus facilement que la définition intuitive et plus < informatique » 1.5)
concernant le comportement de I'opération de < prise de limite > vis-a-vis des opé-
rations usuelles. Voici un condensé de ces régles ou recettes (vues en Semestre 1) :

PROPOSITION 1.4 (convergence des suites de réels vers un réel et opérations
usuelles : recettes pratiques). Soient (un)n>0 €t (Un)n>0 deuz suites de nombres
réels respectivement convergentes vers les nombres réels 1 et I'. La suite (|un|)n>0
converge vers |l|, la suite (un + vn)n>0 converge vers l+1', et la suite (unvp)n>0
converge vers ll'. De plus, sil # 0, alors u, # 0 pour n > ng (assez grand) et la
suite (1/un)n>n, converge vers 1/1.

DEMONSTRATION. Pour le premier point, on utilise 'inégalité (1.5) qui donne
[lun| —1| < |u, —1|, puis le critere de convergence (1.6). Pour ce qui est de la somme,
on remarque que

|un +u, =1 — l/| < |Un - l| + |Un - l/|
(toujours grace & (1.5)). Si e > 0, il existe N(e) tel que

n> N(e) = <(|un 1)< e/2) et (Jon — U] < e/2)> :

En additionnant, on trouve que pour n > N(€), |u, + v, —1 —1'| <2¢/2 = €. Pour
ce qui est du produit, on remarque que si les suites (up)n>0 €t (vy)n>0 convergent
vers des limites réelles respectives | et I, il existe M tel que, pour tout n € N,
lun| < M et |v,| < M et, par passage a la limite, |I| < M, |I'| < M. On a aussi,
toujours grace a (1.5),
(1.7) [unvn — U] < Jupvn, — unl'| + Jupl = 1| < M(|Jv, = U] + Ju, —1]) .
Or, si € > 0, il existe N(e) tel que

n > N(e) = ((lon — | < €/2M) et (jyp —yl < ¢/2M)).

En reportant dans (1.7), on trouve bien que pour n > N(e), |u,v, —Il'| <€, ce que
I'on voulait pour assurer la convergence de (u,vy, ), vers ll’ d’apres le critere (1.6).
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Pour ce qui est de 'inverse enfin, on remarque que pour n assez grand |u,| > |I|/2
car (|up|)n>0 converge vers |I|. Ensuite, on remarque que
‘ 1 1 ‘ |tn, — | 2

Sw‘un*”a

e U Tul ]l

quantité que I'on peut rendre inférieure ou égale a € deés que |u, —I| < ¢€|l]?/2. O

1.4. Propriété des <« segments emboités >, critére des suites adjacentes

Outre la propriété de la borne supérieure (Proposition 1.1), R vérifie une se-
conde propriété tres importante, cette fois de nature ensembliste.

Avant de I’énoncer, il nous faut définir ce qu’est un segment (ou encore pavé fermé,
ou bien intervalle fermé borné) de R. Un segment de R est un sous-ensemble de R
de la forme

[a,b] :={t e R; a <t <b},

ot a < b sont deux nombres réels. La longueur (ou encore le diamétre) de ce segment
est par définition le nombre [ =b—a > 0.

PROPOSITION 1.5 (propriété des segments emboités). Soient ([an, by])n>0 une
suite de segments de R, tous emboités les uns dans les autres (i.e. I, 41 C I, pour
tout n > 0). L’ensemble

o0
m [a'm bn]
n=0
est non vide et l'on a
(1.8) m [an,bn] = [sup{an; n > 0}, inf{b,; n > 0}|.
n=0

Si de plus la suite des diamétres (by, — an)n>o0 tend vers 0, on a

oo

(1.9) ﬂ[ambn] ={l},

n=0

I =sup{a,; n > 0} = inf{b, ; n > 0}.

DEMONSTRATION. La suite (a,),>0 est une suite croissante majorée puisque
an < by et que a, < an,4+1 pour tout n (puisque les segments sont emboités). La
Proposition 1.2 assure donc que la suite (a,),>0 converge vers le nombre o :=
sup{a, ; n > 0}. De méme, la suite (by,),>0 est décroissante minorée (car b, > ag
et b, > byt1 pour tout n > 0, toujours parce que les segments sont emboités) et
converge donc (Proposition 1.2) vers 8 := inf{b, ; n > 0}. Comme a,, < b,, pour
tout n, on a @ < B en prenant les limites lorsque n tend vers +oo. Le segment
[a, B] est inclus dans tous les segments [ay,, b,] pour tout entier n > 0, donc dans
I'intersection de tous ces segments. Si la suite (b, — ay,)n>0 tend vers 0, on a o = 8
du fait des regles de calcul des limites énoncées dans la Proposition 1.4. O

REMARQUE 1.2 (le <« lemme des gendarmes ). On attribue aussi a cette Pro-
position 1.5 le qualificatif imagé de lemme des gendarmes (la route est barrée a
gauche par les a,, pour n > 0, & droite par les b,, pour n > 0).
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La Proposition 1.5 peut aussi se formuler non plus sous l'angle ensembliste, mais
sous l'angle des suites. Pour cela, on introduit le concept de suites adjacentes :

DEFINITION 1.8 (suites adjacentes). Deux suites (uy, )n>0 €t (vn)n>0 de nombres
réels sont dites adjacentes si et seulement si

HNEN, (NZN) — (un Sun-i—l S'Un-i-l S'Un)

et lim (v, —uy)=0.
n—-+oo

(1.10)

PROPOSITION 1.6 (critére de convergence des suites adjacentes). Si (up)n>0
et (vn)n>0 sont deuz suites de nombres réels adjacentes, elles sont toutes les deux
convergentes vers la méme limite l. De plus, si les DDI de w,, et v, (pour n > N
donné par (1.10)) coincident jusqu’a l'ordre M € N*, ce DDI tronqué a l'ordre M
est ausst le DDI tronqué a l'ordre M de la limite commune [.

DEMONSTRATION. On raisonne comme dans la preuve de la Proposition 1.5,
en prenant a, = u, et b, = v, pour tout n assez grand (n > N donné par (1.10)).
La seconde assertion tient au fait que u,, <1 < v, pour tout n > N. Si u, et v,
ont donc méme partie entieére et mémes décimales jusqu’a 'ordre M, cette partie
entiere et ces M premieres décimales sont aussi celles de I (qui est coincé entre ces
deux nombres). O

EXEMPLE 1.6 (le principe des « ressorts »). Voici un modele mathématique
singeant celui des ressorts et de l'oscillation en mécanique. Soit (u,)n>0 une suite
de nombres réels définie par une condition initiale ug et la relation de récurrence :

Upt1 — Up = (—1)"a, VYVn>0,

ot (an)n>0 est une suite de nombres strictement positifs tendant en décroissant
vers 0 (on a ici un modele de systéme oscillant aux oscillations amorties, le signe
figurant les oscillations, la suite (ay)n>0 la < vitesse d’amortissement ). Les deux
suites (U2n)n>0 €t (Uzn+1)n>0 sont alors adjacentes et le critéere de la Proposition
1.6 s’applique. En effet :

U(nt1) — Uzn = (Uant2 — U2nt1) + (Uznt1 — U2p) = —G2n41 + a2 > 0,
UQ(n+1)+1 — U2nt+1 = (U2n+3 - U2n+2) + (U2n+2 - U2n+1) = a2p42 — G2nt1 <0,

u >u Vn>0 et lim (u — = lim a9, =0.
2n+1 = W2n = n—)—i—oc( 2n—+1 2n) oo 2n

Un exemple célebre d’application de cette situation concerne I’exemple de la suite
définie ainsi avec ug = 4(4/5 — 1/239) et
4 (1/5)2n+1 _ (1/239)2n+1
Ay = 4(
2n+1
(cette suite de nombres positifs est décroissante au dela d’un certain cran). La
formule de John Machin® assure que le nombre 7 (autre nombre réel < phare >,

) Vn>0

6. Pour le lecteur curieux, signalons que cette formule, due au mathématicien britannique
John Machin (1680-1751), s’énonce sous la forme 7/4 = arctan(1l) = 4 artan(1/5) — artan(1/239),
égalité entre arguments résultant de la simple formule algébrique (5 + 4)* = 2(1 + 4)(239 + 1)
(qui, elle, est aisée & vérifier a la main). Il faut ensuite se souvenir de ce que, pour tout z réel (en
particulier pour tout = €] — 1,1[), artan(z) = [’ dt/(1 + t2), tandis que pour tout t €] — 1,1[,
1/(1+t2) = limy 400 22[:0(—1)"752” (somme d’une série géométrique, cf. le cours de MISMI).
On déduit de cela que, pour tout « €] —1,1[, artan(z) = limy_ 4 oo Zg:o ((—1)na?ntl/(2n+1)),
formule que ’on applique ensuite & z = 1/5, puis & & = 1/239, avant que de former la différence
w/4 := 4arctan(1/5) — artan(1/239).
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avec e, des mathématiques, algebre, arithmétique, analyse et géométrie confondues)
est la limite commune des deux suites adjacentes (uon)n>0 €t (U2n+1)n>0 dans ce
cas. On peut ainsi, puisque la suite (uy)n>0 est une suite de fractions (dont les DDI
se calculent via l'algorithme d’Euclide), obtenir M décimales de m (comme dans
(1.4), avec M aussi grand que les possibilités de la machine et les contraintes de
temps de calcul I'autorisent).

Une conséquence du fait que R possede la propriété des segments emboités (Pro-
position 1.5) est que l'on ne peut <« numéroter > les nombres réels (alors que 1’on
peut numéroter les nombres rationnels).

PROPOSITION 1.7 (non dénombrabilité de R). L’ensemble (infini) des nombres
réels ne saurait étre en bijection avec N. On dit que R n’est pas dénombrable.

DEMONSTRATION. Prouvons ceci par ’absurde, en utilisant le fait que R vérifie
la propriété des segments emboités (Proposition 1.5). Supposons que l'on puisse
< numéroter > les nombres réels suivant une liste (sans répétitions)

Ly L1y L2y eeeyLpyy eeee «

Soit [ag, bg] un segment de R, avec by — ag > 0, ne contenant pas zo (il suffit de
prendre by € Z avec bg < E(xg) ou ag € Z avec ag > E(xp)+1). On peut construire
un segment [a, b1] tel que by — ay > 0, inclus dans [ag, bo|, et ne contenant pas le
point z; (il convient de discuter suivant que x est intérieur a [ag, bgl, est une borne
de ce segment, ou est un point de R\ [ag, bg]). Ces constructions se font en utilisant
le fait que R est archimédien (Proposition 1.3). En continuant ainsi de suite, on
trouve une suite de segments emboités [a,, b,] telle que Pintersection de tous ces
segments ne contienne aucun des nombres xy, k € N, donc aucun nombre réel, ce
qui est en contradiction avec le fait que R vérifie la propriété des segments emboités
(et donc que l'intersection des [ay, b,] pour n € N soit non vide, cf. la Proposition
1.5). La proposition est ainsi démontrée par ’absurde. (I

1.5. Valeurs d’adhérence, notions de limsup et liminf

Une suite (uy,)n>0 de nombres réels convergente est nécessairement bornée en
valeur absolue, c’est-a-dire & la fois majorée est minorée. En effet, si 'on utilise le
critére (1.6) (pour une suite de nombres réels (uy,),>0 convergeant vers une limite
réelle finie [), alors on a, en prenant e = 1 :

AN =N(1) €N, ¥n >N, |u, — 1| < 1.

Pour tout n > N, on a donc, d’apres l'inégalité triangulaire (1.5), |u,| < [{| + 1. 11
en résulte que, tout n € N, on a |u,| < max(maxgp<ny |ugl, [I| + 1).

En revanche, si une suite (u,),>0 de nombres réels est bornée en valeur absolue, il
n'y a aucune raison pour que cette suite soit convergente : la suite ((—1)"),>0 est
par exemple bornée, mais elle ne converge pas car oscille en prenant alternativement
les valeurs 1 (lorsque n est pair) et —1 (lorsque n est impair).

Pour pallier a cette difficulté, on introduit la notion de wvaleur d’adhérence d’une
suite (un)n>0 de nombres réels.

DEFINITION 1.9 (valeur d’adhérence d’une suite de nombres réels et notion
de suite extraite). Soit (uy,),>0 une suite de nombres réels. On dit qu’un nombre
réel | est wvaleur d’adhérence de la suite (up)n>0 si et seulement s’il existe une
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application ¢ : N — N, strictement croissante, telle que la suite (uy(n))n>0 converge
vers [. On appelle suite ectraite de la suite (up)n>0 précisément toute suite de la
forme (uy(n))n>0, ol @ : N — N est une application strictement croissante. Un
nombre | € R est donc valeur d’adhérence de la suite de nombres réels (un)n>0 si
et seulement 8’1l existe une suite extraite de la suite (uy,)n>0 qui converge vers [.

REMARQUE 1.3. Si (un)n>0 est une suite de nombres réels convergeant vers
une limite réelle I, toutes les suites extraites de la suite (uy,),>0 convergent vers la
méme limite et 'ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (uy, ), >0 est alors non
vide et se réduit au singleton {l}.

Pour les suites réelles bornées en valeur absolue (c’est-a dire a la fois majorées et
minorées), nous avons les résultats suivants, avec les définitions (notions de limite
supérieure et de limite inférieure) qui les accompagnent.

PRrROPOSITION 1.8 (limite supérieure d’une suite de nombres réels bornée en
valeur absolue). Soit (up)n>0 une suite de nombres réels bornée en valeur absolue
(c’est-a-dire a la fois majorée et minorée). La suite

(sup{uk; k > ”})n>0 = (sup uk)n>0
= k>n -

est une suite de nombres réels décroissante minorée, donc convergente d’apres la
Proposition 1.2. Sa limite est une valeur d’adhérence de la suite (uy)n>0, que l'on
note”
limsupu, := lim sup ug,
ou aussi parfois lir_irrl Up. De plus, sil' est une valeur d’adhérence quelconque de
n—-+0oo
la suite (Uup)n>0, 0N a toujours

I < limsup up,
n—-+oo
autrement dit 'ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (up)n>0 est non vide et
limsup,,_, , oo Un en est le plus grand élément (donc la borne supérieure, appartenant
dans ce cas a l'ensemble).

PrOPOSITION 1.9 (limite inférieure d’une suite de nombres réels bornée en
valeur absolue). Soit (up)n>0 une suite de nombres réels bornée en valeur absolue
(c’est-a dire a la fois majorée et minorée). La suite

est une suite de nombres réels croissante majorée, donc convergente d’apres la
Proposition 1.2. Sa limite est encore une valeur d’adhérence de la suite (up)n>0,
que lon note®

liminfu, := lim inf wug,
n—-+oo n—+oo k>n

7. Ceci est facile & mémoriser : les notations parlent d’elles-méme; il s’agit bien d’une limite
de sup. En revanche, ce qui est trompeur ici est qu’il s’agit de la limite d’une suite décroissante,
non de celle d’une suite croissante!

8. Ceci est facile & mémoriser : les notations parlent encore d’elles-méme; il s’agit bien d’une
limite d’inf. En revanche, ce qui est trompeur ici est qu’il s’agit de la limite d’une suite croissante,
non de celle d’une suite décroissante !



1.5. VALEURS D7ADHERENCE, NOTIONS DE limsup ET lim inf 15

ou aussi parfois lim wu,. De plus, sil' est une valeur d’adhérence quelconque de
n—-+o0o

la suite (un)n>0, on a toujours

" > liminf u,,
n—-+oo
autrement dit im inf,,_, 4 o u, est le plus petit élément (donc la borne inférieure, ap-
partenant dans ce cas a l’ensemble) de l'ensemble (non vide) des valeurs d’adhérence
de la suite de nombres réels (un)n>0-

DEMONSTRATION. On prouve ici la Proposition 1.8 (celle de la Proposition 1.9
8’y ramene en remplacant la suite (uy,),>0 par la suite (—uy)n>0)-
Comme les ensembles A, := {uy; k > n} sont tous majorés (puisque la suite lest),
on peut bien définir pour chaque n le nombre sup(A,) (d’apres la Proposition
1.1). Comme de plus A, 1 C A, pour tout n € N, la suite (sup(A4,))n>0 est bien
décroissante. Comme la suite (uy)n,>n est aussi minorée, la suite (sup(Ay,))n>0 est
une suite décroissante minorée, donc convergente (cf. la Proposition 1.2) vers une
limite /. Il existe un entier ¢(0) tel que

sup ug — 1 = sup(Ag) — 1 < uy ) < sup(Ao)

E>0
(puisque sup Ag — 1 n’est certainement plus un majorant de Ay par définition de
la borne supérieure d’un ensemble comme plus petit des majorants). Il existe un
entier ¢(1) > (0) tel que

sup  ug — =

1
= sup (Ay(0)+1) = 5 < Up(1) < sup (Ap(0)+1)
k>0 (0)+1 2 2

(pour les mémes raisons). Par récurrence, on construit une suite strictement crois-
sante d’entiers (¢(n))n>o0 tels que
(1.11)

1
sup up — — = sup (Ayn_1)41) — = < Upm) <sup (App-1)41) Yn>1.
k>p(n—1)+1 n n

Les deux suites (sup (Aptn—1)41) — 1/n) (sup (Ay(n—1)+1))n>1 encadrant la

et
n>1
suite (Uy(n))n>1 dans (1.11) tendent toutes les deux vers I. Il en est de méme de la
suite (u¢(n))n21 et nous avons ainsi trouvé une suite extraite de la suite (un)n>0

convergeant bien vers [. Le nombre [ est valeur d’adhérence de la suite (un)n>0-

Soit I’ une valeur d’adhérence quelconque de la suite (uy)n>0. I existe une suite
extraite (Uy(n))n>0 convergeant vers I’. Or

(1.12) Up(n) < sUP(Apn)) < sup(4,) Vn >0

puisque @(n) > n pour tout n € N par croissance de . En prenant la limite dans
(1.12) lorsque n tend vers infini, on trouve bien I’ < [. La Proposition 1.8 est
completement démontrée. ([

REMARQUE 1.4. Silasuite (uy,)n>0 est seulement majorée, mais posséde au moins

une valeur d’adhérence I’ = lim wu on a
n

e (0

SUp Uk > Ugyn) VN EN
k>n
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(puisque p(n) > n pour tout n € N vu que ¢ est strictement croissante), ce qui
implique que la suite décroissante (supys, ux)n>0 est minorée (puisque la suite
(Up(n))n>0 I'est comme suite convergente). On peut donc dans ce cas encore définir
limsupu, = lim sup ug.
n——+o0o n——+oo k>n
Ce nombre est alors la plus grande valeur d’adhérence de la suite (u,)n>o (il en
existe ici par hypotheses). Si la suite (uy,)n,>0 est seulement minorée, mais possede

au moins une valeur d’adhérence I’ = lim Ug(n), ON &
n—-+oo

éga up < U (n) VneN

(puisque ¢(n) > n pour tout n € N vu que ¢ est strictement croissante), ce qui im-
plique que la suite croissante (infy>,, ug)n>0 est majorée (puisque la suite (uy(n))n>0
lest comme suite convergente). On peut donc dans ce cas encore définir

liminfu, = lim inf ug.
n—-+o0o n—-+oo k>n

Ce nombre est alors la plus petite valeur d’adhérence de la suite (up)n>0 (il en
existe ici par hypotheses).

Nous pouvons énoncer le résultat suivant, synthétisant d’abord les deux proposi-
tions 1.8 et 1.9, puis précisant les choses lorsque ’ensemble {u,, ; n € N} contient
une infinité de valeurs distinctes.

THEOREME 1.1 (théoréme de Bolzano-Weierstra8® ). Soit (uy,)n>0 une suite
de nombres réels bornée en valeur absolue (i.e. & la fois majorée est minorée).
L’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (up)n>0 est non vide, et inclus dans
le segment

lim inf w,,, lim sup u,,

n—+00 n—+oo
(dont les extrémités sont toutes deux des valeurs d’adhérence de la suite, en 'occur-
rence les valeurs d’adhérence < extrémes > de cette suite). De plus, si l’ensemble
{un; n € N} est infini, il existe une suite extraite (Uy(n))n>0 de la suite (un)n>o0,
convergeant vers une valeur d’adhérence | de celte suite, et telle que tous les uy(y),
n € N, soient distincts'©.

DEMONSTRATION. La premiere partie de I’énoncé résulte des Propositions 1.8
et 1.9. Supposons que I'ensemble {u,, ; n € N} soit infini est inclus dans un segment
Iy = [m, M]. Il existe donc une suite extraite (., (,))n>0 Ne prenant que des valeurs
distinctes, toutes dans Iy. Soient I o et I; 1 les deux segments [m, (m + M)/2] et
[(m+ M)/2, M]. D’apreés le principe des tiroirs, 'un au moins de ces deux segments
(appelons le I1) contient une infinité de termes de la forme wu,, (), & € N (tous
distincts, bien str). Il existe donc une suite (g, (n))n>0 (extraite de la sous-suite
(Upo(n))n>0), dont tous les termes se trouvent dans I privé de (m+M)/2. On répete
le méme raisonnement avec I; (a la place de Iy) et cette nouvelle suite. On construit

9. On fait ici référence au mathématicien allemand Karl Weierstral (1815-1897) et, avant lui,
au mathématicien originaire de Bohéme Bernard Bolzano (1781-1848).

10. On dit alors qu’une telle valeur d’adhérence [ est un point d’accumulation de la suite
(un)n>0. Cette dernicre assertion se formule donc aussi sous la forme suivante : <« tout sous-
ensemble infini borné (en valeur absolue) de R admet au moins un point d’accumulation (appar-
tenant ou non & l’ensemble) >.
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FIGURE 1.1. Le graphe de ¢ — sin(1/t) sur |0, 1].

ainsi une suite de segments emboités Iy = [m, M|, I1, I, ..., I, ..., (la longueur de I,
valant (M —m)/2P) et, pour chaque entier p € N, une suite (v, (n))n>0, extraite
de la suite (U%(n))nzm et dont tous les termes appartiennent au segment I, 1 privé
du milieu de I,,. D’apres la Proposition 1.5, I'intersection de tous les segments I,
est non vide et consiste en un singleton {I}. La suite '*

(Uq:n(n))nzo
est une suite extraite de la suite (u,)n>0. Cette suite extraite converge vers [ car
M—-m
2TL
puisque [ et u,, () sont tous deux dans le segment I,,. Ceci conclut la preuve du
Théoreme de Bolzano-Weierstraf. O

Vn S N, |l—u%1(n)| S

EXEMPLE 1.7. Pour une suite bornée, il se peut que les seules valeurs d’adhé-
rence soient les valeurs extrémes (c’est le cas par exemple pour la suite ((—1)™),>0).
Mais il se peut aussi que tout point du segment [liminf, . uy,,limsup,,_, . u,]
soit valeur d’adhérence. Pensez pour cela par exemple au graphe de la fonction

x €]0,1] — sin(1/t)

que nous avons représenté sur la figure'? 1.1. On constate que le graphe < noir-
cit > le rectangle ]0, €] x [—1, 1] lorsque € > 0 est assez petit. On peut ainsi conjec-
turer que, si o ¢ Q, la suite ' (sin(amn)),>0 admet pour valeurs d’adhérence tous
les points de [—1, 1] (ceci vaut en particulier si & = 1/, la suite étant dans ce cas
(sinn)p>o)-

1.6. Comportement des suites de nombres réels non bornées

Parmi les suites de nombres réels (u,, ), >0 qui ne sont pas majorées, on distingue
celles qui tendent vers +oo.

11. Le travail que 'on fait ici, partant d’un tableau & deux entrées (I'indice p comme indice de
colonne, I'indice n comme indice de ligne) , consistant au final & considérer la <« diagonale > du ta-
bleau, est un procédé tres utilisé en mathématiques (algebre ou analyse) : on 'appelle le < procédé
diagonal >. Georg Cantor (1845-1918) I’a beaucoup exploité dans ses travaux en mathématiques
ou en logique.

12. Les graphiques illustrant ce polycopié (autres que ceux réalisés & la main avec le logiciel
Xfig) ont été obtenus sous ’environnement graphique du logiciel de calcul scientifique MATLAB.

13. On pourra justifier cela en exercice.



18 1. SUITES DE NOMBRES REELS OU COMPLEXES

DEFINITION 1.10 (suites de réels tendant vers +00). Une suite de nombres réels
(Un)n>0 tend vers +oo si et seulement si

VM >0, 3N =N(M) €N, (nZN(M)) - (un ZM),

autrement dit, tous les termes de la suite deviennent arbitrairement grands au dela
d’un seuil a déterminer.

EXEMPLE 1.8 (fonctions polynomiales discretes). Siu,, = P(n), ot P est un po-
lynome de R[X] de degré strictement positif et de coefficient dominant strictement
positif, la suite (u,)n>0 tend vers 4oo.

Si (up)n>0 est une suite de nombres réels non majorée, il existe un cran ¢(0) € N
tel que u, gy > 0. Il existe un cran entier ¢(1) > ¢(0) tel que u,qy > 1, etc. On
construit ainsi inductivement une application strictement croissante ¢ : N — N,
telle que u,(,) > n pour tout n > 0. On en conclut que, de toute suite (un),>o de
nombres réels non majorée, on peut extraire une sous-suite (,(,))n>0 convergeant
vers +o0o. On dit alors que 400 est valeur d’adhérence de la suite (un)n>0 (c’est
bien siir dans ce cas la plus grande valeur d’adhérence de cette suite (uy,)n>0).

De méme :

DEFINITION 1.11 (suites de réels tendant vers —oo). Une suite de nombres réels
(Un)n>0 tend vers —oo si et seulement si

VM >0, 3N =N(M)eN, (n>NM)) = (u, <—M),

autrement dit, tous les termes de la suite deviennent arbitrairement petits au dela
d’un seuil a déterminer.

EXEMPLE 1.9 (fonctions polynomiales discrétes). Siu, = P(n), ot P est un po-
lynéme de R[X] de degré strictement positif et de coefficient dominant strictement
négatif, la suite (uy,),>0 tend vers —oo.

Si (un)n>0 est une suite de nombres réels non minorée, il existe un cran ¢(0) € N
tel que uy(g) < 0. Il existe un cran entier (1) > ¢(0) tel que u,y < —1, ete. On
construit inductivement une application strictement croissante ¢ : N — N, telle
que Ugy(p) < —n pour tout n > 0. On en conclut que, de toute suite (u,)n>0 de
nombres réels non majorée, on peut extraire une sous-suite (uy(n))n>0 convergeant
vers —oo. On dit alors que —oo est valeur d’adhérence de la suite (uy,)n>0 (c’est
bien str dans ce cas la plus petite valeur d’adhérence de cette suite (uy,)n>0).

REMARQUE 1.5. Si, pour une suite (uy)n>0 de nombres réels, on tolére —oo
et +0o comme possibles valeurs d’adhérence de la suite, on peut affirmer que 'en-
semble des valeurs d’adhérence d’une suite de nombres réels (considéré cette fois
comme sous-ensemble de R U {—00,400}) est toujours non vide, ce qui complete
la premiere partie de I’énoncé du théoréme de Bolzano-Weierstrafl (Théoréeme 1.1),
en I’étendant au cadre des suites quelconques de nombres réels.

PROPOSITION 1.10. Si l’ensemble des valeurs d’adhérence (considéré cette fois
dans RU{—o00,4+00}) d’une suite de nombres réels (un)n>0 se réduit a un singleton
{l}, ot ]l € RU{—00, 0}, alors on peut affirmer que cette suite converge versl (que
[ soit fini ou vaille £00).
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DEMONSTRATION. Si ! (seule valeur d’adhérence) est fini, la suite (uy)n>0 est

nécessairement bornée en valeur absolue. Comme

inf up <wu, <supup VnéeN,

k>n k>n
la suite (uy)n>0, coincée entre deux suites tendant toutes deux vers [, tend aussi
vers 1. Si I = +oo (seule valeur d’adhérence), la suite (uy)n>0 est certainement
minorée puisque —oo ne saurait étre valeur d’adhérence; la suite (infg>, ug)n>o0
tend vers +o0, et par conséquent la suite (uy,),>0 aussi. On raisonne de maniere
analogue lorsque [ = —oc. ([l

1.7. Des suites de nombres réels aux suites de nombres complexes

Le corps (C,+, x) des nombres complexes se présente comme un R-espace
vectoriel de dimension 2, une base étant la base {1,i} (i = /—1). La différence
majeure avec R est que 'ensemble C n’est pas naturellement ordonné. Les nombres
complexes peuvent étre repérés sous forme cartésienne

z=x+1iy, ou(z,y) <€ R?
ou trigonométrique (ou encore polaire)
z=r(cosf +isinf) =re, ot r >0, # € R (modulo 27).

DEFINITION 1.12 (suites de nombres complexes). Une suite de nombres com-
plezes™ (2,)n>0 est une application de N dans C (2, = z(n) pour tout n € N). Si
la suite n’est définie que pour n > ng, on la note (z)n>n,. La donnée d'une telle
suite équivaut a la donnée simultanée de deux suites de nombres réels, a savoir les
suites (Re zn)n>0 et (Im 2y, )n>0-

Du fait que la donnée d’une suite de nombres complexes équivaut a celle de deux
suites de nombres réels (celle des parties réelles et celle des parties imaginaires),
certaines notions se trouvent immédiatement étendues du cadre réel au cadre com-
plexe. Par exemple :

DEFINITION 1.13 (convergence d’une suite de nombres complexes vers un nom-
bre complexe). Une suite de nombres complexes (z,)n>0 converge vers un nombre
compleze | si et seulement si les suites de nombres réels (Re 2, )n>0 et (Im zy,)n>0
convergent respectivement vers Rel et Im!. Une suite (z,),>0 de nombres com-
plexes qui ne converge pas vers un nombre complexe [ est dite divergente.

DEFINITION 1.14 (valeur d’adhérence d’une suite de nombres complexes). Un
nombre complexe [ est dit valeur d’adhérence d’une suite de nombres complexes
(2n)n>0 si et seulement si il existe une suite extraite (z,(n))n>0 convergeant vers /.

La fonction module | | vérifie 'inégalité triangulaire :
(1.13) VzeC, VweC, |[z| - |w|| < |z +w| < |z] + |w]

(retenez bien les inégalités de gaucche comme de droite). Elle fournit le critere
suivant pour la convergence d’une suite de nombres complexes (zy,)n,>0 Vers une
limite [ € C.

14. Elle peut étre donnée exhaustivement (par z, = f(n)), mais on affaire le plus souvent en
informatique (comme dans le cas des suites réelles) & des suites données par p > 1 conditions
initiales zo, ..., zp—1 et une relation de récurrence a p pas : < zn4p = F(2n, Zn41, .-, Zntp—1) pour
tout n € N >.
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FIGURE 1.2. Projection stéréographique depuis le pole Nord : le
point co dans C

(1.14) Ve>0, 3IN(e)eN, (n>N(e) = (lzn—1<e).

Toutes les régles calculatoires de la Proposition 1.4 se transposent sans difficulté
du cadre réel au cadre complexe.

Concernant la convergence vers 'infini, on ne peut, puisque C n’est pas ordonné
(au contraire de R), conserver que la notion suivante.

DEFINITION 1.15 (convergence d’une suite de nombres complexes vers l'infini).
Une suite de nombres complexes (zy,),>0 est dite converger vers I'infini (noté co) si
et seulement si la suite (|zy,|)n>0 converge vers +o0o. On dit qu'une suite de nombres
complexes admet oo pour valeur d’adhérence si et seulement si elle est non bornée
en module.

Pour « visualiser > cette notion d’infini dans C, on pensera & R? ~ C comme le
plan équatorial de la sphére terrestre (de rayon normalisé & 1). Les points (u, v, w)
de cette sphere (distincts du pole Nord) sont en correspondance bijective avec les
nombres complexes via la transformation consistant a tirer depuis le pole Nord la
demi-droite passant par (u,v,w) et a prendre pour image de (u, v, w) le point (z,y)
(d’affixe z = x + iy) d’intersection de cette demi-droite avec le plan équatorial. On
appelle cette transformation > projection stéréographique depuis le pole Nord (voir
la figure 1.2). C’est le pole Nord qui peut dans ce cas étre interprété comme le point
oo de C. Cette vision de 'infini est importante en graphisme 3D.

Le théoreme de Bolzano-Weierstrafl (Théoreme 1.1) se transpose aussi dans le cadre
complexe (on raisonne sur les suites des parties réelles et des parties imaginaires,
auxquelles on applique le théoréme de Bolzano-Weierstraf}, version réelle, Théoreme
1.1).

THEOREME 1.2 (théoréme de Bolzano-Weierstrafl dans C). Soit (zp,)n>0 une
suite de nombres complexes bornée en module (il existe R > 0 tel que |z,| < R
pour tout n € N). L’ensemble des valeurs d’adhérence de cette suite est non vide,
et inclus dans le disque {z € C; |z| < R}. De plus, si l’ensemble {z,; n € N} est

15. Parfois utilisée en cartographie, mais, attention, elle déforme considérablement les territoires
trop proches du poéle Nord, par exemple le Groenland. On lui préfére pour ces raisons la projection
de Mercator.
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infini, il existe une suite extraite (zw(n))nzo convergeant vers une valeur d’adhérence
I de la suite (zn)n>0, et telle que tous les u,ny, n € N, soient distincts 16,

REMARQUE 1.6. Si 'on considére co comme valeur d’adhérence possible pour
une suite de nombres complexes (zy, ), >0, on peut affirmer que 'ensemble des valeurs
d’adhérence de cette suite (considéré cette fois dans CU{o0}) est toujours non vide :
soit en effet la suite est bornée en module (et on utilise alors le théoreme 1.2), soit
elle ne l'est pas, et dans ce cas 0o est valeur d’adhérence (du fait de la définition
1.15, second volet). On a aussi ’analogue de la Proposition 1.10 : si I’ensemble
des valeurs d’adhérence (considéré dans C U {oo}) est réduit & un singleton {I}, ou
I € CU {00}, alors la suite (z,),>0 converge vers [, que [ soit un nombre complexe
ou vaille co.

1.8. Suites et critére de Cauchy

Il est trés important (du point de vue pratique) d’énoncer un critére de conver-
gence pour les suites de nombres réels ou complexes qui n’utilise pas (comme c’est
le cas pour les criteres (1.6) ou (1.14)) la connaissance a priori de la limite 1. Etre
a méme de savoir < prédire » la valeur d’une limite avant que de savoir prouver
son existence n’est en effet pas en général chose facile! En guise de parade a cet
obstacle, nous introduisons ici la notion de suite de Cauchy.

DEFINITION 1.16 (suite de Cauchy!” de nombres complexes). Une suite de
nombres complexes (z,)n>0 est dite suite de Cauchy (de nombres complexes) si et
seulement si elle vérifie le critéere suivant, dit critére de Cauchy :

(1.15) Ve>0, IN=N(e) €N, (n>Netp>N) = (|2, — 2p| <¢).

EXEMPLE 1.10 (toute suite convergente est de Cauchy). Toute suite (z)n>0
convergente vers une limite [ € C est de Cauchy. Il existe en effet, si tel est le cas,
pour chaque € > 0, un entier N = N(e/2) tel que |z, — | < €/2 pour n > N (cf. le
critére (1.14)). Sin > N et p > N, on a donc (grace a (1.5))

|2n — 2p| < lzn — |+l —2p| <€/24+€/2=¢.

Le critere de Cauchy (1.15) est donc bien rempli si la suite (z,,),>0 converge vers
une limite finie [ € C.

EXEMPLE 1.11 (Zénon d’Elée encore). Reprenons, dans C cette fois, le paradoxe
de Zénon présenté dans ’exemple 1.5. Supposons que l'archer lance a l'instant
t = 0 sa fleche depuis la position zg et que celle ci retombe au point d’affixe z1, avec
|z1 —z0| = l1. L’archer va alors se positionner au point d’affixe z; et relance sa fleche
depuis ce point ; celle ci retombe au point d’affixe z9, mais, fatigue oblige, on a cette
fois lo = |za— 21| < kl1, ou k €]0, 1[. L’archer relance ensuite sa fleche depuis le point
d’affixe 25 et elle retombe en un point d’affixe z3 telle que I3 = |z3— 23| < kla, etc. La
suite (zp)n>0 est de Cauchy. En effet, on a |zp41 — 2| = lnt1 < Kl = K|z — 2n—1]

16. On dit alors qu’une telle valeur d’adhérence [ est un point d’accumulation de la suite
(#n)n>0. Cette derniere assertion se formule donc aussi sous la forme suivante : <« tout sous-
ensemble infini borné (en valeur absolue) de C admet au moins un point d’accumulation (appar-
tenant ou non a l’ensemble) >.

17. Augustin-Louis, baron Cauchy (1789-1857), analyste frangais. On lui doit, avec K. Weiers-
traB, les fondements de ’analyse moderne.
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pour tout n € N*. On en déduit en utilisant (1.5) que, pour tout n € N* pour tout
pe N,
|2n4p = 20l < l2ntp = Znap-1l + -+ l2nt1 —2zu| =l + -+ lngp

1— kP Iy Iy

<" < K:n—l .
"1—-k ~1—-k— 1—-k
Comme la suite (k"71),>1 tend vers 0, le critere de Cauchy (1.15) est bien rempli
par la suite (2, )n>0-

<lL(l4+w+---+rPH) =1

Le théoreme suivant répond au délicat probleme mentionné en préambule de cette
section : comment prouver qu’une suite converge sans étre a méme d’en < prédire > la
valeur de la limite ? Il suffit de prouver qu’elle est de Cauchy. En effet, on a le :

THEOREME 1.3 (critére : une suite converge si et seulement si elle est de Cau-
chy). Toute suite de Cauchy de nombres complexes est convergente vers une limite
I € C. Toute suite de Cauchy (up)n>0 de nombres réels est convergente vers une
limite | € R. Les assertions réciproques sont aussi vraies (cf. ’exemple 1.10).

DEMONSTRATION. Qui peut le plus peut le moins; on peut donc se contenter
de prouver le résultat pour les suites (z,),>0 de nombres complexes '®. Soit (2,,)n>0
une suite de Cauchy de nombres complexes. Cette suite est bornée : le critere de
Cauchy (1.15) implique en effet que

n| < , 1) VneN.
|z |_max(krgn]3€(1)|zk\ lznv (1) + ) n

La suite (2, )n>0 admet donc (d’apres le théoreme de Bolzano-Weierstrafl, Théoreme
1.2) au moins une valeur d’adhérence [ € C. Or, cette suite ne saurait posséder deux
valeurs d’adhérence complexes distinctes I; et [y : si tel était le cas, on aurait en
effet deux suites extraites (z,,(n))n>0 €t (2p,(n))n>0 convergeant respectivement
vers [ et ly. Mais le critére de Cauchy (1.15) impliquerait
L 120y (n) — Zpa(m)] = 0.

On aurait donc, par passage a la limite lorsque n tend vers l'infini, I; = l5. L’en-
semble des valeurs d’adhérence de la suite (2,,)n>0 se réduit donc au singleton {l}.
D’apres la remarque 1.6, la suite (2,)n>0 converge donc vers son unique valeur
d’adhérence complexe . ([l

EXEMPLE 1.12 (le théoréme du point fixe dans C). L’archer du paradoxe de
Zénon (exemple 1.11) tend donc & se rapprocher au fil du temps d’un point limite
dans le plan complexe. Il s’agit 1a d’un cas particulier d’une application tres impor-
tante de la Proposition 1.3. Soit 7' : C — C une application contractant strictement
les distances, ce qui signifie qu'il existe x €]0, 1] tel que |T'(z) — T(w)| < k|z — w|
pour tout z, w dans C. L’application T laisse invariant un point / et un seul dans le
plan complexe (T'(1) =1). Ce point < fixe » sous l'action de T s’obtient comme la
limite de la suite initiée en un point 2y arbitraire de C et régie ensuite par la relation
inductive z,4+1 = T'(z,) pour tout n € N. Cette suite (z,)n>0 est en effet de Cau-
chy ; elle converge donc dans C vers une limite [. Cette limite vérifie nécessairement
I =T(l) et est donc < le » point fixe sous 'action de T'. Le théoréme du point fixe,

18. On a en effet R C C. D’autre part, la convergence d’une suite de nombres réels (un)p>0
(considérée comme suite de nombres complexes) dans C vers un nombre complexe | € R équivaut
& la convergence de la suite (un)n>o vers I dans R.
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que nous venons de formuler ici en dimension 2 (dans C ~ R?) est, en dimension
plus grande, voire énorme, la pierre d’angle de puissants algorithmes : le moteur
de recherche Google, en dimension N (cet entier N figurant cette fois le nombre
de pages web répertoriées, soit une trentaine de milliards), repose par exemple sur
ce méme principe, transcrit de la dimension 2 & la dimension N (c’est la brique de
base du célebre algorithme Pagerank ', inventé & Stanford par L. Page et S. Brin
vers 1997).

19. Consultez, si vous étes curieux, la jolie présentation < piétonne > faite par Michael Eiser-
mann dans [Eis].






CHAPITRE 2

Fonctions continues et fonctions dérivables

Ce chapitre reprend et approfondit les notions introduites en MIS101 (voir
par exemple le Chapitre 3 de [Ymis]. La présentation des résultats se veut toute-
fois ici axée, autant que faire se peut, sur une démarche algorithmique, mon souci
étant ici de m’adresser & un public de sensibilité autant mathématique qu’infor-
matique. Le foisonnant traité de Lagrange (1797) [Lag], que je ne peux qu’inviter
a consulter (édition de 1813), montre cependant que, bien avant que l'informa-
tique ne trouve sa place, 'analyse infinitésimale était déja solidement assise des
le tout début du XIX-ieme siecle, a 'heure ou la formalisation quantifiée moderne
< Ve >0, dn, ... » n’avait pas encore été < cadrée » par A. Cauchy et K. Weiers-
trafl. Je m’inspirerai parfois dans ce cours des idées déja présentes (et autrement
plus développées) dans ce traité [Lag] (en particulier les chapitres I & V).

2.1. Préliminaires : adhérence et notion de limite

Il s’agit 1a en principe de rappels du cours de MIS101. Dans cette section, nous
introduisons la notion d’adhérence d’un sous-ensemble A de R, puis celle de limite
en ce point d’une fonction f : A — C. L’ensemble A est ici le domaine de définition
de la fonction f.

DEFINITION 2.1 (adhérence d’un sous-ensemble de R). Soit A un sous-ensemble
non vide de R. Un nombre réel a est dit adhérent & A si et seulement si il existe une
suite (2,,)n>0 de points de A convergeant vers a. L’adhérence de A sera notée ! A.

REMARQUE 2.1 (on a toujours A C A). Si A est un sous-ensemble non vide
de R, tout point a de A est adhérent & A (puisque limite de la suite stationnaire
donnée par z,, = a pour tout n € N). On a donc toujours l'inclusion A C A. Cette
inclusion par contre peut étre stricte : par exemple 0 € |0, 1], mais 0 ¢]0,1]; dans le
cas particulier oit A = A, on dit que A est fermé (voir la Définition 2.2 ci-dessous).
On note aussi que Q = R car tout nombre réel s’approche par une suite de nombres
décimaux ( cf. exemple 1.4), ce qui montre que le fossé entre un ensemble et son

adhérence peut étre énorme. On a d’ailleurs aussi, notons le, R \ Q = R (c¢f. toujours
le méme exemple 1.4). Ni Q, ni R\ Q ne sont donc fermés !

DEFINITION 2.2 (fermés, ouverts, compacts de R). Un sous-ensemble fermé de
R est par définition un sous-ensemble A tel que A = A. Le complémentaire R \ A
d’un sous-ensemble fermé est appelé sous-ensemble ouvert. Un sous-ensemble de R
A la fois fermé et borné est dit compact?.

1. 11 convient ici d’oublier la notation utilisée au lycée pour noter le complémentaire d’'un
ensemble. Le complémentaire de A dans R sera toujours noté R\ A pour éviter toute confusion
avec la notation A (qui désignera toujours d’adhérence de A).

2. 1l existe des sous-ensembles de R qui ne sont ni ouverts ni fermés (par exemple Q et R\ Q,
cf. la remarque 2.1). Les ouverts de R sont, intuitivement, de < gros > ensembles : ils ont vocation

25
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EXEMPLE 2.1 (valeurs d’adhérence d’une suite). Si (uy,),>0 désigne une suite
de nombres réels et A := {uy; k € N} désigne 'ensemble des valeurs prises par la
suite 3, toute valeur d’adhérence a € R de la suite (uy),>0 (il en existe) est un
point adhérent a I’ensemble A.

Supposons maintenant que A soit le domaine de définition d’une fonction f & valeurs
dans C.

DEFINITION 2.3 (limite d’une fonction en un point). Soit f : A — C une
fonction définie dans un sous-ensemble A de R et & valeurs dans C. Soit a € A et
[ € C. On dit que < la fonction f a pour limite | au point a >, ou encore que < f(x)
tend vers | lorsque x tend vers a >, ce que ’on note

lim f(z) =1,

T—a

si et seulement, pour toute suite (2,),>0 de points de A convergeant vers a, on a

lim f(z,) =1

n—-+oo

Ceci s’exprime sous la forme quantifiée :

Y (zn)n>0 telle que (Vn eN, z, € A),
(2.1) (Jim o, =a) = ( lim f(ra)=1).
REMARQUE 2.2. Si a est un point du domaine de définition A d’une fonction
f + A— C, dire que f a pour limite | € C au point a implique que f(a) =1 (on
utilise comme suite (z,)n>0 dans le critere (2.1) la suite (x,),>0 qui stationne a
a). 1l faut donc faire avec cette régle®. Ainsi, la fonction f : R + R définie par
flx)==1siz e R\ Qet f(z) =1sixe€ Qn’ade limite en aucun point de R :
aux points x € R\ Q en effet, la limite devrait valoir —1, ce qui est impossible car
tout nombre réel (en particulier irrationnel) s’approche par une suite de nombres
décimaux, donc rationnels (voir 'exemple 1.4) ; aux points z € Q, la limite devrait
valoir 1, ce qui est impossible encore car tout nombre rationnel s’approche par une
suite de nombres irrationnels (voir encore '’exemple 1.4).

Le critere (2.1), dit critére séquentiel, est certes celui que retiendra 'informaticien
qui n’a acces via la machine qu’au maniement des suites. On peut cependant for-
muler les choses de maniére non séquentielle (donc moins lourde) ainsi que nous
ont appris a le formaliser A. Cauchy et surtout K. Weierstrafl et ’école allemande.

a s’< étaler > dans toute la place qui leur est allouée. Vous verrez plus tard que les ouverts de
R sont les unions dénombrables d’intervalles ouverts |ag, bi[ disjoints (—oco < a < by < +00).
Au contraire, les compacts de R sont les sous-ensembles en un certain sens < confinés > ou
< resserrés >. Il est important d’avoir deés maintenant cette vision heuristique de ce que sont, aux
antipodes 'une de 'autre, d’une part la famille des ouverts de R, d’autre part celle des compacts
de R.

3. Attention! Ne pas confondre cet ensemble A, ensemble des valeurs prises par la suite, avec
la suite (un)n>0 qui, elle, n’est pas un ensemble, mais une application n € N — uy,.

4. De fait, cette régle est finalement assez naturelle si I’on songe au probléeme de '« évaluation
exacte > d’une fonction en un réel donné (du point de vue informatique), voir par exemple la
remarque 2.4 plus loin.
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PROPOSITION 2.1 (critere pour la limite en un point). Soit f : A = C, a € A,
etl € C. On a le critere suivant :

lim f(z) =1 <
(2.2 e

Ve>0, 3n=mn(e) >0, (rcAcla—na+n]) = (If(z) 1] <e).

DEMONSTRATION. Le critére (2.2) implique que pour toute suite (2,),>0 de
points de A tendant vers a, la suite (f(z,,))n>0 tend vers [ : en effet, pour N = N (e)
assez grand, on a |z, — a| < n(e), donc |f(x,) — | < e d’apres le critere (2.2).

On prouve la réciproque par ’absurde. Si le critere (2.2) est en défaut :
(2.3) de>0,Vn>0, 3z € ANja —n,a+ [ tel que |f(z) — 1] > .

Pour chaque n € N*, on trouve donc, en prenant dans (2.3) n = 1/n, un nombre
x, tel que z, €la—1/n,a+1/nl et |f(z,) —1| > €. La suite (x,),>1 converge bien
vers a, mais la suite (f(2,))n>1 ne converge pas vers [. Le critere séquentiel (2.1)
est donc en défaut aussi. (]

Nous avons aussi les notions plus précises de limite a droite et limite a gauche d’une
fonction en un point a adhérent au domaine de définition.

DEFINITION 2.4 (limites & gauche ou & droite). Soit f : A — C et a un point
adhérent au domaine de définition A de la fonction f.

— On dit que la fonction f a une limite (finie) & droite | € C si et seulement a
est adhérent & ANJa,+oo[ et si la restriction de f & ANJa, +oo] (c’est-a-dire
la fonction qui & x € ANJa, +oo[ associe f(x)) a pour limite ! lorsque  dans
vers a, mais cette fois dans ANJa, 400l

— On dit que la fonction f a une limite (finie) & gauche | € C si et seulement a
est adhérent & ANJ]—o00,al et si la restriction de f & AN]—o0, af (c’est-a-dire
la fonction qui & © € AN] — 00, af associe f(z)) a pour limite [ lorsque x dans
vers a, mais cette fois dans ANJ] — o0, al.

REMARQUE 2.3. Lorsque a est adhérent & la fois & ANJa,+oo[ et & AN]—o0,a],
on peut donc dire que f : A — C a une limite (finie) en a si et seulement si f
a des limites finies & droite et a gauche en a et si ces deux limites sont égales;
de plus, si a € A, cette limite commune doit nécessairement valoir f(a) (compte-
tenu des régles imposées pour la définition de la limite d’une fonction en un point),
précaution qui évite que f ne prenne des valeurs < pathologiques > en des points
isolés.

EXEMPLE 2.2. Soit f la fonction de R dans [0, 1] qui & un nombre réel z associe
le nombre x — E(z), ou E(z) désigne la partie entiere de xz. En tout point z de
R\ Z, la fonction f admet une limite égale & f(x) (on vérifiera ce fait en utilisant
les développements décimaux). En revanche, en tout point de Z, la fonction f a
pour limite a droite I = 0 et pour limite a gauche | = 1. Ces deux limites sont
distinctes, f n’a donc pas de limite en un tel point.

2.2. Continuité d’une fonction en un point

Nous formalisons dans cette section les notions de continuité (locale ou globale)
vues heuristiquement en Terminale et en MIS101.
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DEFINITION 2.5 (continuité d’une fonction en un point). Soit A un sous en-
semble de R et f : A — C une fonction de A dans C et 9 € A. On dit que la
fonction f est continue au point xq si et seulement f admet une limite finie au point
xo, auquel cas cette limite vaut nécessairement f(zo).

Au vu de cette définition, on peut done utiliser soit le critere séquentiel (2.1), soit le
critére (2.2), pour tester la continuité d’une fonction en un point zy de son domaine
de définition A. Il convient chaque fois de prendre lorsque 1’on souhaite utiliser I’'un
ou lautre de ces criteres a = xg et | = f(x0).

REMARQUE 2.4 (Attention! Il faut s’étre bien entendu sur le domaine de
définition A de f des le départ). La fonction f définie par exemple sur [v/2,2]
par f(v2) = 1 et f(z) = exp(—1/(z — v/2)) si x €]v/2,2] n’est pas continue en
zo = v/2 (qui est bien dans le domaine de définition de f tel qu'on se I'est donné).
En effet la fonction g : z €]v/2,2] — exp(—1/(z — v/2)) admet bien une limite au
point v/2 € ]v/2,2], mais cette limite vaut [ = 0 # 1. Si 'on souhaite < prolon-
ger > la fonction g :]v/2,2] — R en une fonction f : [v2,2] — R qui soit cette
fois continue au point zo = /2, on n’a pas d’autre choix que de poser f(\/ﬁ) =0.
Cette nouvelle fonction f a beaucoup plus de sens que la fonction initiale f (pour
laquelle la valeur 1 en 2o = v/2 était manifestement < pathologique® =). On dit que
f réalise un prolongement par continuité a [v/2, 2] de la restriction de f & ]v/2,2].

2.3. Continuité d’une fonction sur intervalle de R

2.3.1. Les divers types d’intervalles de R.

DEFINITION 2.6 (intervalle de R). On appelle intervalle de R tout sous-ensemble
non vide I de R tel que

(2.4) Ve,yel, (z<y) = ([z,y] CI).

On dit aussi que les intervalles de R sont les sous-ensembles convexes de R car la
condition (2.4) correspond & la condition géométrique de convezité.

On distingue deux classes d’intervalles I de R : celle des intervalles bornés et celle
des intervalles non bornés.

Il y a dans R quatre types d’intervalles bornés :

— les segments [a,b], on a < b, (aussi appelés intervalles fermés bornés [a,b],
ou encore pavés), contenant a la fois leur borne inférieure a et leur borne
supérieure b;

— les intervalles bornés semi-ouverts a gauche |a, b, contenant leur borne supé-
rieure b, mais pas leur borne inférieure a ;

— les intervalles bornés semi-ouverts a droite [a,b[, contenant leur borne infé-
rieure a, mais pas leur borne supérieure b;

— les intervalles bornés ouverts ]a,b[, ne contenant ni leur borne inférieure a,
ni leur borne supérieure b.

Il y a dans R cing types d’intervalles non bornés :

5. Il faut avoir en téte que, du point de vue informatique, assigner une valeur & un nombre
réel xo fixé (qui a le malheur de ne pas étre une fraction p/q, par exemple zg = \/5) s’avere une
opération matériellement impossible car aucune machine ne permet d’accéder au nombre zo par
le biais de son DDI (illimité).
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FIGURE 2.1. Discontinuités de premiere et seconde espece

— les intervalles non bornés, minorés, ouverts |a, +oo|, a € R (borne inférieure

a excluse) ;

— les intervalles non bornés, minorés, fermés [a,+oo[, a € R (borne inférieure
a incluse) ;

— les intervalles non bornés, magjorés, ouverts | —oo,b[, b € R (borne supérieure
b excluse) ;

— les intervalles non bornés, majorés, fermés|—oo,b], b € R (borne supérieure
b incluse) ;

— Dintervalle ouvert R =] — oo, oo].

Si I est un intervalle de R non réduit a un seul point, on appelle intérieur de I
I'intervalle ouvert (borné ou non borné) obtenu en retirant a I ses bornes inférieure
et supérieure (lorsqu’elles existent).

2.3.2. Continuité sur un intervalle; points de discontinuité. Si A est
un sous-ensemble de R et f : A — C une fonction de A dans C (donc de domaine
de définition contenant A), on dit que f est continue sur A si et seulement si f
est continue en tout point de A. Ceci s’applique en particulier au cas ou A est un
intervalle I de R (de tout type).

DEFINITION 2.7 (continuité d’une fonction sur un intervalle). Soit I un inter-
valle de R et f : I — C une fonction définie® sur I et & valeurs dans C. On dit que
f est continue sur I si et seulement si f est continue en tout point de I.

Le fait qu'une fonction f ne soit pas continue sur un intervalle I non réduit a un
point signifie 'une ou l'autre des deux choses suivantes :
— ou bien la fonction f n’est pas continue en 1'une des bornes (éventuelles) de
I appartenant a [ ;
— ou bien il existe un point o de 'intérieur de I en lequel f n’est pas continue :
on dit alors que f présente une discontinuité en un point intérieur a I. Si f
admet malgré tout des limites finies (mais distinctes) & gauche et & droite en
ce point, on dit que f présente en o une discontinuité de premiére espece
(voir la figure 2.1, figure de gauche); dans le cas contraire, on dit que f
présente en xg une discontinuité de seconde espéce.

6. Si le domaine de définition de f s’avere de fait strictement plus grand que I, ce qui se passe
hors de I est ignoré ici. Le domaine d’étude de la fonction se restreint a 1.
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EXEMPLE 2.3 (un exemple de discontinuité de seconde espece). La fonction f
définie sur [—1, 1] par

[sin(1/]z]) sixe[-1,1]\ {0}
f(x)_{Osix:O

présente une discontinuité de seconde espece au point = = 0 (cf. le graphe représenté
sur la figure 2.1, figure de droite, voir aussi 'exemple 1.7). Tous les nombres [ de
[—1,1] sont en effet ici limites potentielles de suites (f(zyn))n>0 , O (Zpn)n>0 est
une certaine suite tendant vers 0 par valeurs inférieures ou par valeurs supérieures
(la fonction f est paire). Ceci explique le graphe < noirci » sur un intervalle | — ¢, €]
autour de 0.

2.3.3. Discontinuités des fonctions monotones. Les fonctions a valeurs
réelles monotones (croissantes ou décroissantes) sur un intervalle I de R jouent
un role important. Leurs discontinuités sont en effet < gérables >, car toujours de
premiere espece, quand bien méme ces fonctions ne sont évidemment pas en général
continues. Rappelons que f : I — R est monotone croissante sur un intervalle I si
et seulement si

Va,yel, (x<y) = (f(=) < f(y))
et monotone décroissante sur I si et seulement si

Vayel, (x<y) = (f(z) > f(y)).
Lorsque I'on peut préciser ces conditions en remplagant partout les inégalités larges

< ou > par des inégalités strictes < ou >, on dit que f est strictement monotone
sur [ : strictement croissante ou strictement décroissante.

PROPOSITION 2.2 (fonctions monotones réelles sur un intervalle). Soit f une
fonction monotone (croissante ou décroissante) sur un intervalle I. Tous les points
de discontinuité éventuels de f dans lintérieur de I sont de premiéere espéce. De
plus, si I est un segment [a,b] avec a < b, l’ensemble des points de discontinuité
(tous de premiére espéce) de f dans]a, b est un ensemble fini ou dénombrable.

DEMONSTRATION. Pour fixer les idées, on suppose f croissante sur I, i.e

Ve,yel, (z<y) = (f(z) < f(y).
Soit  un point intérieur & I. Si (z,)n>0 est une suite de points de I N] — oo, z]
convergeant vers x, cette suite est minorée et la suite (infy>, % )n>0 est une suite
croissante convergeant aussi vers z. Du fait que f est croissante, la suite (f(z,,))n>0
est minorée (au dela d'un seuil Ny) par la suite (f(infy>, zk))n> Ny, qui, elle, est une
une suite croissante convergeant vers f(z_) :=sup{f(§); & € IN]—o0,z[}; comme
la suite (f(zn))n>0 est aussi majorée par f(x_), elle converge vers ce nombre.

Si (zy)n>0 est une suite de points de I N]xz,+oo[ convergeant vers x, cette suite
est majorée et la suite (Supys,, Tx)n>0 €st une suite décroissante convergeant aussi
vers x. Du fait que f est croissante, la suite (f(z,))n>0 est majorée (au dela d'un
seuil No) par la suite (f(supy>, Tk))n>n,, qui, elle, est une une suite décroissante
convergeant vers f(z) := inf{f(£); & € IN]x,+oo[}; comme la suite (f(2n))n>0
est aussi minorée par f(x, ), elle converge vers ce nombre.

Les limites a gauche et a droite en x existent donc bien et valent respectivement

f(@-) == sup{f(£); £ € IN] — oo, z[} et fzy) := inf{f(§); { € IN]z,+ool}. Le

point x est un point de discontinuité de premiere espece.
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Si f est croissante sur [a,b], appelons, pour chaque discontinuité (forcément de
premiere espece) x de f dans ]a, b[, la quantité

|f(zy) = f(z-)] = floy) = f(x=) >0

saut de discontinuité s(f,x) de f au point x. Soit n € N*. Si 1, ..., 2, sont p points
de ]a, b[ en lesquels le saut de discontinuité de f dépasse 1/n, on a, du fait de la
croissance de f :

F0) = f(a) = Y s(foxy) = T,
j=1
donc p < n(f(b) — f(a). Il n’y a donc au plus que E(n(f(b) — f(a))) (c’est-a dire
en tout cas au plus un nombre fini) de points de discontinuité de f en lesquels le
saut de discontinuité est au moins égal & 1/n. Ceci étant vrai pour tout n € N*,
il n’y a bien qu’un ensemble au plus dénombrable de points de discontinuité pour
la fonction croissante f sur ]a,b[. Le méme raisonnement s’applique lorsque f est
décroissante sur le segment [a, b]. O

2.3.4. Algorithme de dichotomie et théoréme des valeurs intermé-
diaires. Si f est une fonction continue sur un intervalle I de R, a valeurs réelles,
vous avez observé heuristiquement au lycée qu’il est possible de tracer son graphe
d’un seul trait de plume, sans avoir a relever le stylo. Il en est par conséquent de
méme pour le tracé de la trajectoire

telr— z(t)+iy(t) = 2(t) € C,

lorsque t € I — x(t) et t € I — y(t) sont deux fonctions continues sur I. C’est sous
cette forme que vous avez formulé en Terminale, puis en MIS101, le trés important
Théoréme des Valeurs Intermédiaires (TVI). On pourrait le décliner suivant bien
d’autres formulations, par exemple : si I’on souhaite se rendre par voie terrestre de
Paris a Berlin, d’un point du territoire francais en un point du territoire allemand,
en ne traversant qu’au plus une frontiere, il faudra inévitablement franchir un jour
ou l'autre un poste frontiere franco-allemand.

Voici ’énoncé du théoreme :

THEOREME 2.1 (Théoréme des Valeurs Intermédiaires). Soit I un intervalle de
R (non réduit a un point) et f : I — R une fonction continue sur I. Alors, si
a < b sont deux points quelconques distincts de I, le segment d’extrémités f(a) et
f(b) reste entierement dans f(I).

Mieux : pour tout nombre réel ¢ (s’il en existe) tel que lon ait

(2.5) (fla) =c)(f(b) —¢) <O

(ce qui signifie que ¢ est dans Uintervalle ouvert d’extrémités f(a) et f(b) si toutefois
cet intervalle est non vide, i.e. si f(a) # f(b)), il existe au moins une solution
€ €la, b de léquation f(§) —c=0.

Un théoréme mathématique ne présente qu’un intérét fort limité s’il ne se double pas
d’une preuve < algorithmique ». Ce qui fait la force de certains grands résultats en
mathématiques est que leur preuve se fonde sur une démarche algorithmique. C’est
précisément le cas pour le TVI, dont la preuve repose sur le célebre (élémentaire,
mais puissant) algorithme de dichotomie. Le théoréme du point fixe (cf. 'exemple
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1.12 dans C) fournit un autre exemple de tel théoreme mathématique (< il existe
un unique point fixe ») assorti d’une preuve algorithmique.

DEMONSTRATION. On peut supposer que f(a) et f(b) sont différents ; sinon en
effet le segment joignant f(a) et f(b) se réduirait au singleton {f(a)} C f(I) et la
conclusion ” du TVI serait dans ce cas assurée. Soit donc un nombre c (il en existe
bien) a l'intérieur du segment d’extrémités f(a) et f(b). On introduit ensuite la
fonction F = F, : I — R définie par F(x) := f(z) — ¢ pour tout = € I. On a par
hypotheses F'(a)F(b) < 0 puisque ¢ se trouve strictement entre f(a) et f(b). Voici
le synopsis de l'algorithme que ’on lance, initié en a et b, itéré ici N fois.

function x=dichot(a,b,N);

x1l= a ;
x2= b;
for i=1:N

y=(x1+x2)/2;
u=F (x1)*F(y) ;
if u <=0
x1=x1;
x2=y;
else
x1l=y;
X2=xX2;
end
end
X=%x2

Expliquons les premieres itérations. On calcule la valeur de F' au milieuy = (a+b)/2
du segment [a,b], puis on calcule ensuite F'(a)F(y). On a l'alternative (if
else) suivante.

— Si ce nombre F(a)F(y) est négatif ou nul®, alors on recommence I'opération
avec a et y en place de a et b car on pense qu'’il est plus judicieux de chercher
¢ entre a et y qu’entre y et b, puisque ce sont F(a) et F(y) qui sont de signes
opposés (alors que F(y) et F(b) sont, eux, de méme signe).

— Si ce nombre F'(a)F'(y) est strictement positif, alors on recommence 'opéra-
tion avec y et b en place de a et b car on pense qu’il est plus judicieux de
chercher £ entre y et b qu’entre a et y, puisque ce sont cette fois F(y) et F(b)
qui sont de signes opposés (alors que F(a) et F(y) sont, eux, de méme signe).

On poursuit de la sorte (NN fois). On dispose ainsi d’une suite de segments emboités :
[a,b], [a, y] ou [y, ], etc. Le diametre de ces segments tend vers 0 puisque la longueur
du p-ieme segment vaut (b — a)/2P. D’apres la propriété des segments emboités
(Proposition 1.5), l'intersection de tous ces segments emboités successifs [ap, bp),
p > 0, contient un unique point €. Ce point £ est, notons le, la limite de la suite

7. La premiére assertion, puisque dans ce cas la seconde assertion est vide de sens, vu qu’il ne
saurait exister si f(a) = f(b) de c tel que I'on puisse avoir (2.5).

8. Le trouver nul tiendrait en fait du miracle du point de vue informatique, car il y a toujours
une imprécision numérique due a l'erreur machine. Mais, si ce miracle se produisait, on aurait
gagné car y = (a+0b)/2 vérifierait alors F(y) = 0, i.e. f(y) = c. Inutile dans ce cas de faire tourner
l'algorithme plus longtemps.
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(xn)N>1 de nombres fournie par I'algorithme lorsque le nombre d’itérations N tend
vers +o00. Les signes de F' aux extrémités a, et b, du p-ieme segment sont opposés
par construction. Quitte a permuter a, et b,, on peut supposer que F' (ap) >0
et F(b,) < 0 pour tout p € N. Or les suites (ap)p>0 €t (bp)p>0 convergent toutes
deux vers ¢ (puisque &, ap, b, sont dans le méme segment d’extrémités a, et b, de
longueur (b — a)/2P). Comme F est (comme f) continue en &, on a

. . >
PO = lim Flo) =t F0,)(2) =0
On a bien trouvé £ €]a, b] tel que f(£) = ¢. On a méme réalisé, cerise sur le gateau,
une approche asymptotique de £ comme limite d’une suite construite algorithmi-
quement. La preuve du TVI se double donc bien d’'une démarche algorithmique
tout-a-fait constructive. O

COROLLAIRE 2.1. Si f : I — R est une application continue sur un intervalle
I de R, l’image f(I) est aussi un intervalle.

DEMONSTRATION. Si u et v sont deux points de f(I) et que x et y sont des
antécédents respectifs de u et v (u = f(z), v = f(y)), le segment d’extrémités
f(z) =u et f(y) = v est, d’apres le TVI, inclus dans f(I). L’image f(I) est donc
bien un intervalle de R. O

EXEMPLE 2.4 (monotonie et continuité). Soit I un intervalle ouvert de R et
f I — R une fonction monotone sur I. La fonction f est continue si et seulement
st U'image f(I) est un intervalle. En effet, si f est continue, f(I) est un intervalle
(d’apres le corollaire 2.1). D’autre part, la présence d’une discontinuité (automa-
tiquement de premiere espece d’apreés la Proposition 2.2) pour f en un point x
de I implique que lintervalle ouvert d’extrémités f(z_), f(x) ne contient aucun
point de f(I); or cet intervalle ouvert est contenu dans tout segment d’extrémités
f(@') et f(x"),oua’ € IN]—o0,z[ et " € IN]x,+oo[; f(I) n’est donc jamais un
intervalle lorsque la fonction monotone f n’est pas continue.

EXEMPLE 2.5 (point fixe d’une fonction continue d’un segment dans lui-méme).
Sif :]0,1] — [0,1] est une fonction continue, il existe toujours au moins un point
¢ € ]0,1] invariant sous l'action de f, i.e. tel que f(§) = £. En effet, regardons la
fonction continue z € [0,1] — F(x) = f(z) —«. On a F(0) = f(0) € [0,1], donc
F(0) > 0. D’autre part F(1) = f(1) — 1 < 0 puisque f(1) € [0, 1]. Deux cas sont &
envisager :

— si F(0)F(1) = 0, alors soit F'(0) = 0, auquel cas £ = 0 convient, soit F'(1) = 0,

auquel cas £ = 1 convient ;

— si F(0)F(1) # 0, on a nécessairement F(0)F (1) < 0; 0 est alors strictement

entre F'(0) et F(1) et le TVI assure qu'il existe alors £ €]0, 1] tel que F(§) = 0,
e J(€) = €.
Quelque soit donc le cas envisagé, on a bien exhibé un réel ¢ invariant sous ’action
de f.

2.3.5. Extréma d’une fonction continue réelle sur un segment |[a,b|.
Lorsque I est un segment [a, b], le Corollaire 2.1 du TVI peut étre précisé ainsi :

THEOREME 2.2 (réalisation des extréma pour une fonction continue réelle sur
un segment). Soit [a,b] un segment de R et f : [a,b] — R une fonction continue
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sur ce segment. La fonction f est majorée et minorée sur [a,b]. De plus, si l’on pose
—inf{f(x); © € [a,8]} et M := sup{ f(2): @ € [a,b]}, on a f([a,b]) = [m, M].

DEMONSTRATION. Montrons d’abord que ’ensemble

B:={f(z); z € [a,b]}
est un sous-ensemble de R a la fois majoré et minoré, c’est-a-dire un sous-ensemble
de R borné en valeur absolue. On prouve ceci par ’absurde. Si ce n’était pas le
cas, on pourrait, pour chaque entier n € N, trouver un point z, € [a,b] tel que
|f(zn)| > n. D’apres le théoreme de Bolzano-Weierstra$ dans R (Théoreme 1.1),
la suite (bornée en valeur absolue car constituée de nombres tous « piégés > dans
[a,b]) (zn,)n>0 admettrait au moins une valeur d’adhérence [ € R. 1l existerait donc
une suite extraire (z,(,))n>0 de cette suite convergeant vers I. Le point [ serait
donc un point adhérent a [a, b] ; comme [a, b] est fermé, on aurait [ € [a, b]. Comme
la fonction f est continue en [, on devrait avoir

lim f(zym)) = f(I) €R.

n—-+4oo

Or, par construction méme de la suite (2,)n>0, o0 a
|f(@pm)] = @(n) >n VneN.

La suite (|f(2e(n))|)n>0 ne saurait a la fois tendre vers || € R et vers 4+-o0. L’hy-
pothese faite était donc absurde et 'ensemble B est donc a la fois minoré et majoré.
Il admet donc une borne inférieure m et une borne supérieure M.

Pour tout n € N*, M — 1/n n’est plus un majorant de B, m + 1/n n’est plus un
minorant de B (du fait des définitions de M et m respectivement comme plus petit
majorant de B et plus grand minorant de B). Il existe donc, pour tout n € N*
deux nombres z,, et y,, dans [a,b] tels que

1 1
(2.6) M—ﬁ<f(xn)§M et mgf(yn)<m+ﬁ Vn e N*.

D’apres le théoreme de Bolzano-Weierstrafl réel (Théoréme 1.1 encore) on peut
extraire des sous-suites (Zy(n))n>1 €t (Yy(n))n>1 respectivement convergentes vers

des nombres ¢ et 7 de [a,b] = [a,b]. Comme f est continue en & et 7, on a

[a,
(2.7) Jm f(zem) =€) et lm flzym) = Ff).
Mais l'on a aussi, d’apreés (2.6) et le principe des < gendarmes > :
(2'8) EI_EOO f(-rap n)) M et ngr—j&[-loo f(mw(n)) =m.

On a donc, gréace a (2.7) et (2.8), M = f(§) et m = f(n). On avait déja I'inclusion
f([a,b]) C [m, M] puisque m et M sont les bornes de B. Le fait que l'on ait égalité
entre ces deux ensembles f([a,b]) et [m, M] résulte maintenant du TVI (Théoréme
2.1 avec les points £ et i en place de x et y). O

DEFINITION 2.8 (extréma d’une fonction réelle continue sur un segment). Soit
f :la,b] = R une fonction continue sur un segment de R. On dit que f admet (ou
réalise) un extrémum en un point § € [a,b] si f(§) € {m, M}, ou M := supy, ;) f
et m = supj, ) f. Si f(§) = M, alors on dit que f réalise un mazimum au point
¢ (M étant alors la valeur de ce mazimum); si f(§) = m, on dit que f réalise un
minimum au point & (m étant alors la valeur de ce minimum).
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REMARQUE 2.5. Si f : [a,b] — R est bornée en valeur absolue, mais non
continue sur [a,b], il n’y a aucune raison que les bornes M := Supjqp f et m =
inf, 4) f soient atteintes en des points de [a,b]. Par exemple, si f :[0,1] — R est

définie par
1—-22 Vzelol]
J(@) = {Osix:06tx:1,

ona M =1et m= —1, mais aucune de ces deux bornes n’est atteinte sur [0, 1] par
la fonction f.

REMARQUE 2.6 (fonctions continues sur un segment de R, & valeurs complexes).
Toute fonction f : [a,b] — C continue sur un segment [a,b] de R est bornée en
module sur ce segment. De plus, ’ensemble des points £ € [a,b] tels que 'on ait
|£(§)] = supp,y | f| est non vide (il suffit de raisonner avec la fonction continue
positive x — |f(z)| et d’appliquer & cette fonction le Théoreme 2.2). Si de plus f
ne s’annule pas sur [a, b], on a miny, y |f| > 0 et 'ensemble des points 7 € [a, b] tels
que |f(n)| = miny, 4 |f| est non vide.

2.3.6. Continuité, injectivité et monotonie. On rappelle quune applica-
tion f : A — R est injective si et seulement si

Ve e A Vye A (flz)=[f(y) = (z=y).
Le TVI (Théoreme 2.1) implique le résultat suivant.

PROPOSITION 2.3 (continuité et injectivité). Si I est un intervalle de R (non
réduit a un point), toute fonction f : I — R qui est a la fois continue sur I et
injective est nécessairement strictement monotone (strictement croissante ou stric-
tement décroissante) et réalise donc une application bijective entre I et lintervalle
f(I) ; la fonction inverse® f= : f(I) — I est alors également continue sur f(I).

DEMONSTRATION. Soient a < b deux points distincts de I. Comme f est in-
jective, on a soit f(a) < f(b), soit f(a) > f(b). Supposons pour fixer les idées que
I'on soit dans le premier cas et montrons alors que f est nécessairement stricte-
ment croissante sur [a,b]. Si ce n’était pas le cas, il existerait x et y dans [a, ]
tels que a <z <y < bet fz) > f(y). Si f(z) < f(a), la fonction f — f(a),
continue sur [z,b], serait strictement négative en z et strictement positive en b;
elle devrait d’aprés le TVI s’annuler en un point & €]z, b[, ce qui est impos-
sible puisque le fait que f(a) = f(§) et que £ # a contredirait Uinjectivité de
f; on a donc nécessairement f(x) > f(a). Si f(y) > f(b), la fonction f — f(b),
continue sur [a,y], serait strictement négative en a et strictement positive en y;
elle devrait d’apres le TVI s’annuler en un point 7 €]a, y[, ce qui est impossible
puisque le fait que f(b) = f(n) et que n # b contredirait U'injectivité de f; on
a donc nécessairement f(y) < f(b). On aurait donc f(x) > f(a), f(y) < f(b) et
f(z) > f(y). Les segments [f(a), f(x)] et [f(y), f(b)] auraient donc une intersection
non vide, contenant un nombre réel u. D’apres le TVI, il existerait v € [a,z] et
w € [y,b] tels que f(v) = f(w) = u, ce qui contredirait encore I'injectivité de f
puisque ¢ < v <z <y < w < b. La fonction f est donc strictement croissante sur
le segment [a,b]. Ainsi, la fonction f est strictement monotone sur tout segment
[a,b] inclus dans I. Le sens de stricte monotonie (croissance ou décroissance) est le

9. Définie par : ((z € I) et (f(z)) = y)) < ((y € f()) et (x = f~1(y))), ¢f. le cours de
MIS101 [Ymis].
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méme sur deux segments [a,b] et [a’, '] inclus 'un dans 'autre. En conséquence f
est strictement monotone (strictement croissante ou décroissante) sur tout l'inter-
valle I.

L’application f~! est aussi strictement monotone sur f(I) puisque Passertion (ici
dans le cas de stricte croissance)

Va,yel, (z<y) <= (f(z) < f(y))
se lit aussi
Yu,v e f(I), (ffl(u)<f*1(v))<:>(u<v).

On en déduit (cf. exemple 2.4) que f~! est continue sur 'intérieur de l'intervalle
f(I) puisque 'image par f~! de cet intervalle ouvert est I'intérieur de I (qui est aussi
un intervalle). La fonction f~! est aussi continue aux bornes de f(I) appartenant
a f(I) : une telle borne est en effet 'image par f d’une borne a de I appartenant
a I. Dire qu’une suite de points (z,,)n>0 de I converge de maniére monotone vers
a équivaut alors a dire que la suite (f(xy,))n>0 converge de maniére monotone vers
f(a) d’aprés la stricte monotonie de f et le lemme des gendarmes. La fonction f~*
est donc bien continue en tout point de I'intervalle complet f(I). O

REMARQUE 2.7 (Attention! surtout ne pas confondre les notions de < bijection
entre deux intervalles » et de < fonction continue d’un intervalle dans un autre »).
La formulation du TVI en Terminale incite certes parfois & une confusion entre les
deux notions de nature tout-a-fait différentes que sont la notion de < bijection entre
deux intervalles > d’une part (notion ensembliste) et celle de < fonction continue
d’un intervalle sur son image » d’autre part (notion plus proprement <« fonction-
nelle »). Une fonction continue sur un intervalle de R ne réalise en général en aucune
maniére une bijection entre I et son image f(I) (elle est surjective bien siir, mais
en général non injective) : si tel est le cas, f se doit d’étre strictement monotone
(¢f. la Proposition 2.3). Ceci ne se produit donc que dans le cas tres particulier des
fonctions strictement monotones.

REMARQUE 2.8 (Attention ! encore un autre piége). On a aussi parfois tendance
a penser 10 que, si f : I — R est une fonction définie sur un intervalle de R, alors le
fait que f(I) soit un intervalle (i.e. que f satisfasse au TVI) implique la continuité
de f. Ici encore, il n’en est rien (ce n’est vrai, encore une fois, que si f est monotone,
c¢f. exemple 2.4). Par exemple, la fonction f définie sur [—1, 1] par

f(0)=0 et f(z)=sin(l/|z]) si z € [-1,1]\ {0}

(voir le graphe sur la figure 2.1, figure de droite) est bien telle que f(I) = [—1, 1]
soit un intervalle, mais elle présente pourtant une discontinuité (de seconde espece)
en x = 0. Vous verrez méme plus tard que si f : I — R est une fonction dérivable
sur un intervalle ouvert I de R, la fonction dérivée f' : I — R vérifie toujours le
TVI, qu’elle soit continue ou non (c’est un célebre résultat du & Gaston Darboux,
voir 'exercice A.65 dans ’annexe A).

10. C’est d’ailleurs sans doute la 'une des raisons de la confusion mentionnée plus haut dans
la Remarque 2.7.
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2.3.7. Continuité uniforme et théoréme de Heine. Si A C R et f est
une fonction de A dans C, dire que f est continue sur A équivaut a dire, on I'a
vu au tout début de la section 2.3.2, que f est continue en tout point de A. Ceci
s’exprime, en utilisant le critere (2.2) :

Yae A, Ve>0, In=n(a,e) >0, tel que
(zeAet|v—al <n) = (If(z) - f(a)| <e).

L’ordre des quantificateurs logiques est ici tres important a respecter. On peut
toutefois naturellement se demander s’il est possible de permuter dans (2.9) les
quantificateurs Va € A et In = n(a, e) > 0, ce qui donnerait

(2.9)

Ve >0, In =n(e) tel que

(2.10) Vae A, (zeAet|r—al <n) = (f(x) - fla)] <e).

On voit immédiamment que l’assertion (2.10) implique lassertion (2.9). Mais ces
deux assertions ne sont pas en général équivalentes : considérons par exemple le cas
ot A=Ret f(z) = 22 Pour tout n € N*, posons x, =n + 1/n et a,, =n. On a
|z, — an| = 1/n et |f(zn) — flan)] = (n+1/n)? —n? = 2+ 1/n? > 2. Ceci met
en défaut le critere (2.10), alors que le critere (2.9) est rempli puisque la fonction
x + x? est continue sur R. Le critere (2.10) est donc plus fort que le critere (2.9).
Ceci nous conduit a la définition suivante :

DEFINITION 2.9 (continuité uniforme d’une fonction sur un sous-ensemble de
R). Soit A un sous-ensemble de R et f : A — C une fonction continue sur A. On
dit que f est uniformément continue sur A si et seulement si f satisfait au critere
(2.10), autrement dit, en utilisant les notations plus symétriques z,y plutét que
a,x,
(2.11)
Ve>0, In=mn(e) >0tel que Va,y € A, (lz—y| <n) = (If(z) — f(y)| <e).

EXEMPLE 2.6 (module de continuité uniforme pour une fonction de A dans C).
Sl existe 0 < ¢p < 400 et une fonction w : [0, eg[— [0, +00[, nulle en 0 et continue
en ce point, telle que de plus

(2.12) Vee AVye A, (lr—yl<e) = (If(@)— fly)| Sw(z—yl),

alors f est uniformément continue sur A. Une telle fonction w est dite module de
continuité uniforme pour f sur A. Par exemple, toute fonction f : A — C telle
qu’il existe des constantes 0 < ¢y < 400, C' > 0 et a > 0 de maniere a ce que

Vee A Vye A, (lz—yl<e) = (If(@) - f(y)| < Clz—y|*)

est uniformément continue sur A. Le module de continuité uniforme & choisir dans
ce cas est la fonction h € [0, o[~ Ch*. La fonction x +— sinz est uniformément
continue sur R puisque

sin(x + h) —sinz = 2sin(h/2) cos(z + h/2) VYV eR, Vh e R,
et que par conséquent
|sin(z + h) — sinz| < 2|sin(h/2)| < |hl.

puisque |sinu| < |u| pour tout w € R. La fonction h € [0, +oco[— h est dans ce cas
un module de continuité uniforme pour la fonction sin sur R.
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Dans le cas particulier ot A est un sous-ensemble fermé et borné (i.e. compact)
de R (par exemple un segment [a,b]), continuité et continuité uniforme sont deux
notions équivalentes pour une fonction f : A — C. On a en effet le théoreme
suivant, du & lanalyste allemand Eduard Heine (1821-1881).

THEOREME 2.3 (théoréme de Heine). Si A est un sous-ensemble fermé et borné
(i.e. compact) de R (par exemple un segment [a,b]), toute fonction f : A — C
continue sur A est automatiquement uniformément continue sur ce méme ensemble.

DEMONSTRATION. Supposons que f soit continue sur A et nions le fait qu’elle
soit uniformément continue sur cet ensemble. La négation de lassertion (2.11)
s’écrit :

Fe>0,Vn >0, 3z,y € A tels que (|z —y| <n) et (|f(z) = f(y)| > ¢).
On utilise ici le fait que :
ﬁ[Ve>O,3n>0,Vm€A, Vy €A, [(P):(Q)H
— [36> 0,Vn>03xeA Iye A, [(P)/\(ﬂQ)H

(voir le cours de MIS101, ¢f. [Ymis], section 1.2). Pour tout n € N*  on peut
donc trouver des nombres x,,y, dans A, tels que lon ait |z, — y,| < 1/n et
|f(zn) — f(yn)| > €. La suite (2, +Yn)n>1 admet, comme suite bornée de nombres
complexes, une valeur d’adhérence [ = I +ily € C (d’apres le théoréeme de Bolzano-
Weierstraf, Théoreme 1.2). Il existe donc des suites extraites (2, (n))n>1 €t (Yop(n))n>1
(respectivement des suites (z,,)n>1 €t (yn)n>1), convergeant toutes deux dans R, la
premiere vers [ = Rel, la seconde vers [ = Im . Les nombres réels [; et l5 sont donc
dans A, donc dans A puisque A est fermé (A = A). Comme | (n) — Yp(n)| < 1/¢(n)
pour tout n € N*, on a l; =[5 en faisant tendre n vers 400 et en passant a la limite.
Mais alors, on devrait avoir

Jm f(xom)) = ngr}goof(ygo(n)) = f(l1) = f(l2)
puisque f est par hypotheses continue en tout point de A, donc en particulier en
l1 = l5. Ceci est contradictoire avec le fait que

|f(xcp(n)) - f(ytp(n)” >e YneN

(le membre de gauche devrait tendre vers 0 lorsque n tend vers l'infini). L’hypothese
faite ici (non continuité uniforme de f sur A) conduit donc & une contradiction avec
I’hypothese de continuité portant sur f en tout point de A, et le théoréeme de Heine
est ainsi prouvé par ’absurde. ([l

REMARQUE 2.9. Le théoreme de Heine a un role clef en analyse. Vous le retrou-
verez trés souvent par la suite (voir les exercices de TD). Son réle trés important
aussi en informatique est moins évident a percevoir : on se convainc cependant fa-
cilement qu’il est difficile, voire impossible, pour un informaticien de vérifier une
assertion logique commengant par < Va € A, ... >, alors que rechercher un module
de continuité uniforme w : [0, €g[— [0, 00 de maniere & ce que soit satisfaite (2.12)
semble a premiere vue plus envisageable du point de vue pratique.
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2.4. Dérivabilité

Si f est une fonction a valeurs réelles ou complexes définie dans un intervalle
ouvert I C R contenant un point xy, il est tres important du point de vue pratique
de pouvoir < approcher > le graphe de la fonction f preés de zg par celui d’une
application affine L¢ 5, que I'on qualifiera alors d’« approximante ». Ceci permettra
par exemple de calculer de maniere approchée f(xg £ th) lorsque ¢t € [0, 1] et que
h sera suffisamment petit (pourvu que cette application affine Ly ., approximante
soit connue), par exemple par

flroxth) ~ Ly (xo £th) = tLfz (xo £ h)+ (1 —1t)Lya,(x0)
(I—t)f(xo £ h)+tf(xg) Vte][0,1].
C’est sur la base de ce principe (dit < interpolation ») que sont construites les

tables de fonctions numériques. Ceci n’est bien sir pas toujours possible, méme si
la fonction f est continue : par exemple, la fonction définie sur R par

. xsin(l/|z]) siz#0
0 siz=0

12

(2.13)

(cf. la figure 2.1, figure de droite) est continue en 0, mais de plus en plus rapidement
oscillante lorsque x se rapproche de 0. Le graphe de cette fonction ne saurait étre
approché par celui d’une application affine L; o pres de z = 0, car on est incapable
de préciser quelle serait une < pente > pour le graphe de pareille application affine.
C’est donc une notion de régularité que nous allons introduire dans cette section,
notion qui va nous permettre d’éviter de considérer des fonctions aussi pathologiques
que celle définie en (2.13).

2.4.1. Dérivabilité (ou différentiabilité) en un point z, € R.

DEFINITION 2.10 (dérivabilité d’une fonction f en un point et nombre dérivé
de la fonction en ce point). Soit f une fonction & valeurs complexes définie dans un
intervalle ouvert I de R contenant un nombre réel . On dit que f est dérivable
au point xg si et seulement si la fonction

f(z) — f(zo)

r — X

xel\{xo}r— eC

(définie dans I'\{zo}) admet une limite finie I € C au point g (qui est bien adhérent
4 son domaine de définition). Cette limite, si elle existe, est appelée nombre dérivé'!
de f au point z( et notée f'(z).

Nous allons formuler différemment cette définition 2.10. Rappelons d’abord qu’une
application affine L : R — C est une application de la forme

L=1%: zeR+— L(z) = ax + b,

ol a et b sont deux nombres complexes. Lorsque b = 0, on dit que L = L*? est une
application R-linéaire de R dans C. Les applications affines de R dans C héritent
de la propriété suivante (qui d’ailleurs les caractérise) :

(2.14)  Va,y,70,9% €R, (yo — xo)(L(y) - L(x)) =(y—=z) (L(yo) - L(xo))~

11. Le terme originel proposé par Newton, qui avait en ligne de mire les calculs de « vitesse >,
était celui de flurion. On parlait alors des fluzions des quantités (pour parler de dérivées) et de
calcul fluzionnel.
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Les applications R-linéaires de R dans C sont les applications affines de R dans C
telles que L(0) = 0. Dire que L est une application affine de R dans R équivaut &
dire que son graphe est une droite, dont le nombre réel a représente alors la pente.

PROPOSITION 2.4 (application affine tangente, différentielle en un point zg € R).
Soit f une fonction a valeurs complexes définie dans un intervalle ouvert I de R
contenant un nombre réel xo. La fonction [ est dérivable au point xy si et seule-
ment si il existe une (nécessairement unique) application affine Ly, R — C et
une (nécesssairement unique) fonction €, : I — C, continue en g, telles que

(2.15) Ve el, f(x) =L, (z) + (x —x0) €f00(x) €t €fq,(x0) =0.

Lorsque f est dérivable en xo, Uapplication Ly ., ainsi définie est appelée application
affine tangente a f au point xo, tandis que Uapplication R-linéaire dfy, : h —
Ly o (xo+h) — Ly o, (z0) est appelée différentielle de f en xq.

DEMONSTRATION. Si f est dérivable au point zg, la fonction

f)—f(zo s
P i £
Tfaog X €L #7700 7 7o
(o) six =z

est une fonction continue en xg, dite taux de variation de f autour de xg. On pose
alors :

€f,xo (I) = Tfao (‘T) - f/(l'o) Veel

Lo () = f(wo) + f'(w0)(x —x0) VaeR.

On constate qu’avec ce choix, on a bien (2.15), c’est-a-dire :

(2.17) Voel, f(x) = f(xo) + f'(z0) (x — x0) + (2 — x0) €5, ().

Ce choix est d’ailleurs 'unique choix possible si I’on veut que €y ;, et Ly, réalisent
(2.15).

Réciproquement, s’il existe une fonction €., : I — C, continue en xg, et une
application affine Lf ,, : R — C telles que 'on ait (2.15), on a

o @) = fla) _

T T — xg

(2.16)

fizo»

si Ly azo(x) = af 202 + bf o, La fonction f est donc bien dans ce cas dérivable en
xo et 'on a en fait ay,, = f'(z0) et by o, = f(20). O

REMARQUE 2.10 (dérivable en zg ou différentiable en zq 7). Plutét que de dire :
< une fonction a valeurs complexes f est dérivable en un point zy au voisinage
duquel elle est définie >, on préfere, au vu de la Proposition 2.4, dire : < f est
différentiable au point xy >. Sa différentielle

dfpy h€R— f(z0)h

présentera en effet plus d’intérét du point de vue pratique que le nombre dérivé
(o) lui-méme (méme s’il s’agit en fait de la méme chose!). L’application qui est
couplée avec la différentielle df,, est I’application affine tangente

heR—s flzo) + hf (zo).
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On peut reformuler alors (2.15) (si f est différentiable en zg, de différentielle df,)
en disant que, pour h dans l'intervalle ouvert I,, = —xo + I (I translaté de —z)
contenant cette fois 0 dans son intérieur,

(2.18)  f(wo+h) = f(zo) + f'(x0) h + héxy(h) = f(zo) + dfuy (h) + héay (h),

ol €, est une fonction I, — C, nulle en 0 et continue en ce point. Cette formulation
(2.18) s’avere dans la pratique la plus utile.

On remarque que la différentiabilité en un point implique la continuité en ce point :

ProrosITION 2.5 (la différentiabilité en un point implique la continuité en ce
point). Soit f une fonction a valeurs complexes définie dans un intervalle ouvert
I de R contenant un nombre réel xq. Si f est différentiable en xg, [ est continue
en xo. Si f est différentiable en xo et continue sur I tout entier, la fonction €, :
I, = —xo + I — C impliquée dans (2.18) est continue sur I, .

REMARQUE 2.11 (Attention!). Siune fonction f & valeurs complexes est définie
au voisinage (ouvert) d’un point 2y € R, la continuité de f en xy n’implique nulle-
ment sa différentiabilité en xy (comme le montre 'exemple 2.13).

DEMONSTRATION. Pour la premieére assertion, on utilise la formulation (2.18)
de la différentiabilité de f en x(. Par définition méme, la fonction h — €,,(h) est
continue en h = 0. La fonction h — hé,,(h) est donc continue en 0 en étant de plus
nulle en ce point comme produit de fonctions continues en 0. Comme la fonction
R-linéaire df,, est continue sur R tout entier, la fonction

hi= f(xo +h) = f(x0) + dfeg (h) + héxy(R)

est continue en 0, ce qui signifie que f est continue en xg. Pour ce qui est de la
seconde assertion, il suffit d’observer que la fonction

flo+h) = fx)

h— h _f/(xo) :gwo(h‘)
est continue sur I, \ {0} (comme quotient de fonctions continues) et d’ajouter a
cette information le fait qu’elle soit aussi continue en 0. (I

2.4.2. Interprétation géométrique de la différentiabilité en un point.
Il est important aussi de donner (en distinguant le cas ol f est a valeurs dans R de
celui ou f est a valeurs dans C) une interprétation géométrique de la différentiabilité
en un point.

Plagons nous d’abord dans le cas ou f est a valeurs réelles. La situation est illustrée
dans ce cas par la figure 2.2.

PROPOSITION 2.6 (différentiabilité en un point et tangente géométrique; le cas
réel). Soit f une fonction a valeurs réelles définie dans un intervalle ouvert I de
R contenant un nombre réel xo. Pour x € I\ {zo}, le nombre

f(z) — f(zo)
Tr — X

représente la pente de la droite Dy, , du plan R? (rapporté auz coordonnées (X,Y))
joignant les deux points distincts (xo, f(x0)) et (z, f(z)) du graphe

() ={X,Y) e IxR; Y = f(X)}
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Y

FIGURE 2.2. Interprétation géométrique de la tangente (cas réel)

de Uapplication f. Si f est différentiable en xq, le graphe de l'application linéaire
tangente

Lfwe : X = f(x0) + dfeg (X — 20) = f(20) + f'(20)(X — 20)
(qui est une droite Dy, 5, ) correspond a la position limite de la droite Dy, ., lorsque
x tend vers xg dans I\ {zo}. Cette droite Dy, 4, est appelée tangente géométrique

en (xo, f(xo)) au graphe de f.

DEMONSTRATION. L’équation de la droite D,, , dans le plan R? rapporté au

repére orthonormé ((0,0) ;7, 7) est en effet (exprimée en les coordonnées cartésiennes
XetY):

Yzf(xo)—i—M(X—mo).

Tr — X
Lorsque x tend vers xg dans I \ {z¢}, cette droite passe toujours par le point
(z0, f(x0)) et sa pente tend vers f’(x¢), qui est précisément la pente du graphe de
I’application affine tangente L . ([l

Dans le cas complexe, les choses se présentent différemment. La situation est illustrée
dans ce cas par la figure 2.3.

PROPOSITION 2.7 (différentiabilité en un point et tangente géométrique; le cas
complexe). Soit f une fonction a valeurs réelles définie dans un intervalle ouvert I
de C contenant un nombre réel xg, dérivable en xy et de nombre dérivé f'(xzg) € C
non nul'?. Il existe alors n,, > 0 tel que

(2.19) Vo e I\{xo}, [z —zol <nay = f(x) # f(20).

12. On dit que la courbe paramétrée présente alors un point régulier lorsque le parametre x
prend la valeur zg. On reviendra dans la sous-section 2.7.1 sur cette notion.
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(1)

% %

<)

By x

FIGURE 2.3. Interprétation géométrique de la tangente (cas complexe)

De plus, pour tout x € I tel que |x — x| < 1z, €t & # o, le vecteur ‘_/;,3071 de R?
ayant pour affize le nombre complexe

f@) = f(wo)

r — X

représente le vecteur directeur de la droite A,, . du plan R? passant par les points
d’affize f(xo) et f(x). Lorsque x tend vers xo dans I\ {xo}, cette droite Ay, 4
a comme position limite la droite Ay, 4, passant par le point d’affize f(xo) et
de vecteur directeur le vecteur d’affize f'(xo). La droite Ay, 5, est appelée alors
tangente géométrique au point d’affize f(xo) a la courbe paramétrée x € I — f(x).

DEMONSTRATION. Il résulte de (2.18) que
Vh € Iy, f(wo+h)— f(zo) =h(f (z0) + &, (h)).
Comme la fonction €., est nulle en h = 0 et continue en ce point, il existe 7., > 0
tel que
1] < Ney = ['(20) + o (M) = |f (20)]/2 > 0.
Six e I\{0}et|x—xo| <Ny, on a done

(@) = f(@o)| = |& = ol X [f'(w0)|/2 >0,

ce qui prouve (2.19). Le vecteur de R? d’affixe f(z) — f(zo) est bien un vecteur
directeur de la droite passant par les points (nécessairement distincts si @ # g et
|z — x0] < 1s,) d’affixes respectives f(zg) et f(x). Il en est de méme du vecteur de

R? d’affixe
f(z) = f(=o)
x—x9
Lorsque x tend vers xg en restant distinct de xq, ce vecteur tend, puisque f est
supposée dérivable en x¢, vers le vecteur d’affixe f’(zo). La droite A, , tend donc
bien vers une position limite, & savoir la droite A, ,, passant par le point d’affixe
f(zo) et dirigée par le vecteur (non nul) d’affixe f'(xq). O



44 2. FONCTIONS CONTINUES ET FONCTIONS DERIVABLES

2.4.3. Dérivées a gauche et a droite en un point.

DEFINITION 2.11 (dérivée & droite ou & gauche d’une fonction en un point). Soit
f une fonction & valeurs réelles définie dans un intervalle ouvert I de R contenant
un nombre réel xy. On dit que f est dérivable a droite en xg si la fonction

x) — f(x
z € I\ {wo} — L& =1 (&0)

r — X
admet une limite [, € C & droite '3 en zy. Cette limite, si elle existe, est appelée
nombre dérivé a droite de f en xg et notée f}(xq) ou f! (xo). Dire que f est dérivable
a droite en xo équivaut & dire que, pour tout h € I, N[0, oo,

f(xo+h) = f(xo) + fi(xo) h+ hef (h),

ot la fonction &f : I, N[0,00[— C est continue et nulle en h = 0. De la méme
maniere, on dit que f est dérivable a gauche en xq si la fonction

f(x) = f(xo)
admet une limite [_ € C a gauche en z(. Cette limite, si elle existe, est appelée
nombre dérivé a gauche de f en xg et notée fy(zo) ou f’(xp). Dire que f est
dérivable a droite en zy équivaut a dire que, pour tout h € I,,N] — 00, 0],

fxo+h) = fxo) + fo(xo) h+ hé, (h),
ot la fonction €. :] —00,0] N I, — C est continue et nulle en h = 0.

REMARQUE 2.12. Une fonction & valeurs complexes définie dans un intervalle
ouvert contenant un point zg € R et admettant une dérivée a droite ou a gauche
en ce point est nécessairement continue en ce point (suivant le méme argument que
celui utilisé pour prouver la premieére assertion de la Proposition 2.5). La fonction
f est différentiable en ce point xq si et seulement si elle est dérivable a droite et a
gauche en g, avec de plus f;(wo) = f(w0).

Lorsqu’une fonction f : I — R admet une dérivée a droite en un point xy de I,
alors, dans le plan XOY', la demi-droite

{(X,Y); Y = f(zo) + (X — o) fa(wo) et X > x0}

représente la demi-tangente a droite au graphe de f au dessus de I au point
(z0, f(0)). Cette demi-tangente est la position limite de la demi-droite D}  issue
de (xo, f(x0)) et passant par (x, f(x)) lorsque x tend vers xg dans IN]zg, +00[.

De méme, forsqu’une fonction f : I — R admet une dérivée a gauche en un point
xg de I, alors, dans le plan XOY', la demi-droite

{(X,Y); Y = f(xo) + (X — 20) fy(wo) et X <o}

représente la demi-tangente a gauche au graphe de f au dessus de I au point
(zo, f(w0)). Cette demi-tangente est la position limite de la demi-droite D7 , issue
de (zg, f(zp)) et passant par (z, f(z)) lorsque = tend vers xo dans IN] — oo, zg|.

Ces notions de dérivabilité a droite (resp. & gauche) peuvent aussi étre introduites
en un point zy qui se trouve cette fois étre une extrémité gauche (resp. droite) d'un
intervalle I de R qui ne serait dans ce cas plus ouvert. Si par exemple I = [zg, b]

13. Voir la définition 2.4.
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et que f est une fonction de I dans C, on dit que f admet une dérivée a droite au
point z s'il existe un nombre complexe f}(zo) tel que

Vh € Iy, N[0,00[, f(xo+h)= f(xo) +f(/i(a?0)h+h€;;(h),

ot la fonction & : I, N [0, 00[— C est continue et nulle en h = 0.

2.4.4. Fonctions convexes réelles sur un intervalle ouvert. Nous pro-
fitons de cette section dédiée a la dérivabilité et a la dérivabilité unilatérale en
un point xg de R (pour une fonction définie sur un intervalle ouvert contenant ce
point) pour introduire une classe trés importante (en informatique, en ingénierie)
de fonctions a valeurs réelles qui se trouvent étre dérivables & droite et & gauche en
tout point d’un intervalle ouvert I ouvert lequel elles sont définies.

DEFINITION 2.12 (fonction convexe réelle sur un intervalle ouvert I de R). Soit
I un intervalle ouvert de R. Une fonction f : I — R est dite convexe sur I si et
seulement si I’ensemble

(2.20) {(X,Y)eR*; X eletY > f(X)}

est convexe au sens suivant : si M et N sont deux points de cet ensemble, le segment
[M, N] qui les joint reste dans cet ensemble.

EXEMPLE 2.7. La fonction z € R — e, les fonctions puissances z — |z|*
lorsque « € [1,00[, sont convexes. La fonction = €]0, 00[— — Inz aussi, mais pas
par contre la fonction x €]0,00[— Inz, ni les fonctions x € R — |z|* lorsque
a €]0,1[. L’opposée — f d’une fonction convexe f sur un intervalle ouvert est dite
concave. concave.

PROPOSITION 2.8 (les fonctions convexes réelles sur un intervalle ouvert sont
dérivables & droite et & gauche en tout point). Soit I un intervalle ouvert de R et
f I = R une fonction convezxe sur I. La fonction f est alors dérivable a gauche
et a droite en tout point de I, avec, quelque soient x1,xo,x3 dans I :

f(@1) — fla2) < fl3) = f(zo)

2.21 < < = L TE < f!
(2.21) =z <z <3 o1y S fo(w2) < fa(w2) pra——

DEMONSTRATION. On suivra pas-a-pas la preuve sur la figure 2.4. Si x5 et y
sont deux points de I tels que x2 < y, les points My = (z2, f(x2)) et M = (y, f(y))
appartiennent & I'ensemble convexe (2.20). Le segment qui les joint est donc inclus
dans cet ensemble, i.e. demeure < au dessus > du graphe

{(X,Y) eR*; X € [az,y] et YV = f(X)}

de f au dessus du segment [z3,y]. On en déduit

Va € foa,yl, f@) < fan) + LIy,
Y— 2
soit encore
f(x) — f(x2) < fly) — f(x2)
r — T2 Yy — T2
La fonction
(2.22) x € IN)xg, +00[— G (C2))

Xr — TI9
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FIGURE 2.4. Dérivabilité bilatérale des fonctions convexes (preuve
de la Proposition 2.8)

est donc monotone croissante. Si z1 < xzo < z, le point My = (x2, f(x2)) est,
pour les mémes raisons, sous le segment d’extrémités M et (x, f(z)) : la pente de
la droite passant par M; et Ms est donc inférieure ou égale a celle de la droite
joignant My au point (z, f(z)), ce qui se traduit par

fxa) = f(x1) _ f(z) = f(a2)

To — T1 - T — X2

La fonction (1.5) est donc monotone croissante et minorée sur |z, +0o[, donc admet
une limite & droite fj(z2) en xo vérifiant

(2.23) folwa) < L) = Tl2),

T3 — T2
Un raisonnement similaire montre que la fonction

flz) — f(z2)

Xr — To

x €] — 00, x23[N] —>

est monotone croissante et majorée par % Elle admet donc une limite a

gauche f(72) en z2, telle que

(2.24) f(wy) > NV TT2)
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et
fy) = f(w2)

fo(@) <

o(2) T

En passant & la limite lorsque y tend vers xo dans |xo, +00[, on en déduit
folx2) < fa(aa).

En combinant cette inégalité avec (2.23) et (2.24), on obtient bien le résultat (2.21)
voulu. g

Yy €]ae, +oo[NI.

2.4.5. Dérivabilité des fonctions réelles sur un intervalle et extréma ;
le théoréme de Rolle et la formule des accroissements finis.

DEFINITION 2.13 (dérivabilité sur un intervalle ouvert de R). Soit I un inter-
valle ouvert de R. On dit qu'une fonction f : I — C est dérivable sur I si et
seulement si elle est dérivable en tout point z de I. La fonction z € T — f(x)
s’appelle alors fonction dérivée de f sur I et on la note f’.

On peut également étendre la notion de < dérivabilité sur un intervalle ouvert de
R > & celle de < dérivabilité sur un intervalle non réduit a un point > de R. On
utilise pour cela les concepts de dérivée a droite et de de dérivée a gauche introduits
précédemment (cf. la Définition 2.11).

DEFINITION 2.14 (dérivabilité sur un intervalle de R non réduit & un point).
Soit I un intervalle de R non réduit a un point. On dit qu’une fonction f : I — C
est dérivable sur un intervalle I de R non réduit a un point si et seulement si f est
dérivable en tout point xy de l'intérieur de I et si de plus :

— si I contient sa borne inférieure a € R, alors f admet une dérivée a droite

en a, i.e. il existe un nombre complexe f/;(a) (que I'on note alors aussi f'(a))

tel que
z€lIN]a,+oo[ r—a

— si I contient sa borne supérieure b € R, alors f admet une dérivée a gauche
en b, i.e. il existe un nombre complexe f;(b) (que I'on note alors aussi f'(b))

tel que
. f(x) = f(b)
ilir; T~ = f4(D).
xz€eIN]—oo,b[

REMARQUE 2.13 (la dérivabilité d’une fonction sur un intervalle non réduit & un
point implique la continuité sur cet intervalle). Une fonction f : I — C dérivable
sur un intervalle de R non réduit a un point est continue sur cet intervalle I, car
continue en tout point xy de I. Cela résulte de la Proposition 2.5 (pour ce qui
concerne les points intérieurs de I) et de la Remarque 2.12 (pour ce qui concerne
le cas on g est une borne de I incluse éventuellement dans I).

REMARQUE 2.14 (prolongement de fonctions dérivables sur un intervalle conte-
nant une de ses bornes). Si une fonction f : I — C est dérivable (au sens de la
Définition 2.14) sur un intervalle I de R non réduit & un point mais non ouvert, il
est toujours possible de la prolonger en une fonction définie et dérivable dans un
intervalle ouvert I contenant I : par exemple si I contient sa borne inférieure a € R,
on prolonge la fonction f a lintervalle | — oo, a[U I en posant :

Ve el —ooal, f(z) = fa) + fi@)(@ —a) = f(a) + f'(a)(x — a) ;
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si I contient sa borne supérieure b € R, on prolonge la fonction f a l'intervalle
TU]b, +00[ en posant :

Va €lb,+ool,  f(z) = f(b) + fo(b)(x —b) = f(b) + f'(b)(z — b).
Ceci nous permet de prolonger dans tous les cas toute fonction f : I — C définie et
dérivable dans I (au sens de la Définition 2.14) en une fonction définie et dérivable

sur un intervalle ouvert I contenant I (et nous raméne ainsi & la situation envisagée
dans la Définition 2.13).

On ne reviendra pas dans ce cours sur les résultats de base concernant les opérations
sur les fonctions dérivables. Ce matériel a fait déja l'objet du cours de MISMI
(voire de Terminale) ; on pourra par exemple se reporter au chapitre 3 du polycopié
Mathématiques de base ([Ymis], pages 71-73) : si f et g sont dérivables sur I, f+g¢
et fg le sont et on a

(f +9) (o) = f'(z0) + ¢'(x0), (f9) (w0) = f'(w0)g'(x0) + f(20)g' (x0)

pour tout point 2o de I (la notion de dérivabilité devant étre pensée & gauche ou
a droite si o est une borne de I appartenant a I). Si g est de plus telle que g soit
non nulle en xg, alors g # 0 au voisinage de xy (puisque g est continue) et f/g est
aussi dérivable en g de dérivée

[ (0)g(x0) — g'(w0) f(x0)

(f/g)/(x()) = (g(xo)g

La regle la plus importante reste la régle de composition (dite < chain rule > dans la
terminologie anglo-saxonne) de Leibniz* :si f : I} — R est dérivable en g et que
g est une fonction a valeurs dans C définie dans un intervalle ouvert I contenant
yo = f(xo) et dérivable en yy, la fonction composée go f est dérivable en x( et on a

(g0 f)(z0) = g'(f(20)) x f'(20).
Il faut cependant savoir *® que le calcul des dérivées successives des fonctions com-
posées se trouve étre un calcul algorithmiquement tres cotiteux qu'’il convient d’éviter
autant que faire se peut ! Il convient donc de savoir trouver des parades, comme on
le verra lors de I’écriture de formules de Taylor.

Le premier résultat majeur concernant les fonctions dérivables sur un intervalle
ouvert de R est le célebre théoréme de Rolle'S.

THEOREME 2.4 (théoréme de Rolle). Soit f : [a,b] — R une fonction conti-
nue réelle définie sur un segment [a,b] de R non réduit ¢ un point. On suppose f
dérivable sur Uintervalle ouvert non vide |a,b| et f(a) = f(b). Il existe alors tou-
jours au moins un nombre ¢ €|a,b| tel que f'(c) = 0. D’autre part, si f atteint
son mazimum ou minimum (sur [a,b]) en un point ¢ qui appartient d ]a,b|, alors
nécessairement f'(c) = 0.

14. On doit au mathématicien et philosophe prussien Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716)
les fondements du calcul différentiel moderne.

15. Cette remarque s’adresse plutot aux étudiants de sensibilité informatique, mais elle est
importante.

16. Ce théoréme remonte & 1691! On l'attribue au mathématicien frangais Michel Rolle (1652-
1719), 'un des pionniers de ce qui allait devenir la méthode du < pivot de Gaufl > pour la
résolution des systémes linéaires d’équations. Comme quoi Analyse et Algebre n’ont de cesse de
se croiser !
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DEMONSTRATION. D’apres le théoréme 2.2, on sait, puisque f est continue sur
[a, b], que f([a,b]) = [inf[a,b](f),sup[ayb](f)]. De deux choses 'une :

— ou bien inf(, p) f = supy, 4 f, auquel cas f est constante sur [a, ], auquel cas
f'(z) = 0 pour tout x €]a,b[ et le théoreme est donc prouvé;

— ou bien inf[g ) f < SUP|q,3] f, auquel cas I'un de ces deux nombres est différent
de f(a) = f(b), ce qui implique (puisqu’une fonction continue sur [a, b] réalise
son minimum et son maximum sur ce segment, cf. le Théoreme 2.2) qu’il
existe au moins un ¢ €]a, b olt la fonction f présente un extrémum (minimum
ou maximum).

Il reste & montrer que, si f présente un extrémum c en un point de ]a, b, alors
nécessairement f’(¢) = 0. Supposons par exemple f'(c) > 0 et utilisons (2.18) au
point g = ¢. On a

Vhel =—c+1, fle+h)—f(c)=h(f(c)+él(h)).
Comme €, est continue en h = 0 et nulle en ce point, il existe 7. > 0 tel que

|h| < ne == f'(c) +é(h) > f'(c)/2>0

(on reprend en fait ici Pargument utilisé dans la preuve de la Proposition 2.7). Il en
résulte que, si 0 < h < 7., on aurait f(c+ h) — f(c) > 0, ce qui contredirait le fait
que f réalise son maximum sur [a,b] en ¢. De méme, on aurait, pour 0 < h < 17,
fle—=h) — f(c) <0, ce qui contredirait le fait que f réalise son minimum sur [a, b]
au point c¢. Le méme raisonnement vaut si f'(¢) < 0. Si f réalise un extrémum en
¢ €la, b[, on a donc nécessairement f'(c) = 0. Cela regle la situation correspondant
au second volet de notre alternative et clot donc la preuve du théoreme de Rolle. [

REMARQUE 2.15 (Attention!). Le fait que f’ s’annule en un point ¢ de ]a, b
n’implique pas cependant que f réalise un extrémum (maximum ou minimum) sur
[a,b] au point c. Soit I'on peut affirmer dans ce cas qu’il existe n < 0 tel que
[c —m,c+n] Cla,b] et que la restriction de f & [¢c — 0, ¢ + n] réalise un extrémum
(maximum ou minimum) sur [¢ — 7,¢ + 1] au point ¢; on dit alors que f réalise
un eztrémum local au point ¢ . Soit (et cela peut fort bien se produire), la fonction
présente un minimum (resp. maximum) local en ¢, mais seulement sur [¢ — 7, 0],
tandis qu’elle présente un maximum (resp. minimum) local en ¢, mais seulement
sur [c,c+n] : on dit alors que la fonction présente un point selle en c. Soit méme la
situation peut s’avérer plus complexe, comme en témoigne l’exemple de ¢ = 0 pour
la fonction f : ¢ — t3sin(1/t), avec f(0) = 0 (présentant des oscillations amorties
de part et d’autre de lorigine).

EXEMPLE 2.8 (polynémes de Legendre *7). Les fonctions polynomiales de Le-
gendre (ici non normalisées) sont définies comme les fonctions polynomiales

L, :xw (d/dx)"[(1 —2*)"], n=0,1,2,..

La fonction L, est une fonction polynomiale de degré n car on dérive n fois une
fonction polynomiale de degré 2n. Comme x + (1 — 22)" s’annule & I'ordre n aux
points —1 et 1, on peut montrer en utilisant de maniere répétée le théoreme de Rolle
(voir 'exercice A68) que L,, a au moins n racines réelles distinctes, autrement dit
que toutes les racines complexe de L,, sont réelles. De telles fonctions polynomiales

17. Ainsi nommés en l'honneur du mathématicien et astronome francais Adrien-Marie Le-
gendre (1752-1833) qui les introduisit et exploita dans ses travaux, comme solutions des équations
différentielles qui portent aussi non nom.
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Y=f(X)

(b,f(b))

c,C

e ‘b

FIGURE 2.5. Interprétation géométrique de la formule des accrois-
sements finis

s’averent fort utile en graphisme 2D car elles permettent de modéliser avec suffi-
samment de flexibilité des tracés de courbes. Ceci pour convaincre les sceptiques de
l'utilité, au méme titre que algebre, de I'analyse en informatique!

COROLLAIRE 2.2 (formule des accroissements finis (FAF)). Soit f : [a,b] = R
une fonction continue sur un segment [a,b] de R non réduit a un point. On suppose
f dérivable sur Uintervalle ouvert non vide |a,b[. Alors, il existe toujours au moins
un nombre ¢ €la, b[ tel que

fb) = fla) _
2.25 —_r - = .
(225) )= HD g
DEMONSTRATION. On applique le théoréme de Rolle (Théoréme 2.4) & la fonc-
tion

g oot f@) - (f@+ TOID o)

On a g(a) = g(b) = 0. De plus g est dérivable dans ]a,b[ et I'on a

b) —
YV €la,b], ¢'(x) = f'(x) — fb) — fla)
b—a
Le théorere de Rolle assure qu’il existe ¢ €la,b| tel que ¢'(c) = 0, c’est-a-dire
(2.25). -

REMARQUE 2.16 (interprétation géométrique de la formule des accroissements
finis (FAF)). La formule des accroissements finis écrite pour une fonction réelle f :
[a,b] — R (continue sur [a,b] et dérivable sur ]a,b[) s’interprete géométriquement
ainsi : le nombre

f(b) = f(a)
b—a
représente la pente de la droite joignant les points (a, f(a)) et (b, f(b)) dans R2.
Ce que dit la formule des accroissements finis est qu’il existe au moins un nombre
¢ €la, b[ tel que la tangente géométrique D, . en (c, f(c)) au graphe de f au dessus
de [a, b] (¢f. la Proposition 2.6) soit parallele & la droite joignant (a, f(a)) et (b, (b))
(voir la figure 2.5).
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COROLLAIRE 2.3 (formule des accroissements finis généralisée (FAFG)). Soient
f :la,b] > Retg :[a,b — R deuzx fonctions continues sur un segment [a,b] de
R non réduit a un point. On suppose f et g toutes deux dérivables sur lintervalle
ouvert non vide |a, b[. Alors, il existe toujours au moins un nombre ¢ €]a, b| tel que

£le) 1)~ f@| _ , _
e20) | T T = 1 (0 — (@) — g(€) (F0) — f(a)) = 0.

Ou encore, si de plus g’ ne s’annule pas sur |a,b| :
f0) = fla) _ f(e)
g(b) —g(a)  g'(c)
DEMONSTRATION. On applique le théoréme de Rolle (Théoréme 2.4) & la fonc-
tion réelle

(2.27) dec€la,b] tel que

h it €la,b] — f(t)(g(b) — g(a)) — g(t) (f(b) — f(a)).
Cette fonction h est continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[ puisque les fonctions f
et g ont toutes deux ces propriétés. D’autre part, on constate que

h(a) = f(a)g(b) — f(b)g(a) = h(b).
Il existe donc au moins un réel ¢ €]a, b] tel que h'(c) = 0, ce qui est bien le résultat
(2.26) voulu. O

REMARQUE 2.17 (interprétation géométrique de la formule des accroissements
finis généralisée (FAFG)). Si f et g sont deux fonctions réelles continues sur [a, b]
et dérivables sur ]a,b[, on peut considérer la fonction F := f + ig comme une
fonction de [a,b] dans C, continue sur [a, b], dérivable sur ]a,b[. Si F’ ne s’annule
pas sur ]a, b[ (c’est-a~dire : f’ et ¢’ ne s’annulent pas simultanément sur |a, b[), alors,
pour tout xy €]a,b|, la droite Ay, ,, passant par F(zq) et de vecteur directeur le
vecteur d’affixe F”(z) représente la tangente géométrique au point d’affixe F'(xzq)
a la courbe plane paramétrée = €]a,b[— F(z) (cf. la Proposition 2.7). Ce que dit
alors la formule des accroissements finis généralisée est que, si F’ ne s’annule pas
sur |a, b[ et que de plus F(b) — F(a) # 0, il existe au moins un ¢ €la, b| tel que la
tangente géométrique A, . a la courbe paramétrée x €la,b[— F(x) au point F(c)
(lorsque le passage en ce point de la courbe paramétrée se fait '® pour la valeur
x = ¢ du parametre) soit paralléle a la droite du plan complexe joignant les points
(distincts) d’affixe F'(a) et F(b). Voir la figure 2.6.

2.4.6. Le cas des fonctions complexes : I’inégalité des accroissements
finis. Attention! Ni le théoréme de Rolle (Théoréme 2.4), ni la formule des accrois-
sements finis (Proposition 2.2) ne subsistent lorsque f est une fonction continue de
[a,b] dans C au lieu d’étre une fonction continue de [a,b] dans R. Par exemple, la
fonction

0 € [0,27] — ¢ = cosf +i sinf
est une fonction continue de [0, 27| dans C. Elle est dérivable sur ]0, 27[, de fonction
dérivée
()Y 16 €]0,2n[— —sinf +icosh = ie?

18. Cette précision est nécessaire car la courbe paramétrée z € [a,b] — F(z) = f(z) + ig(z)
peut fort bien passer plusieurs fois par le méme point, ce en présentant des tangentes géométriques
différentes lors de ces divers passages successifs, voir la figure 2.6.
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F(b)=f(b)+ig(b)

F(@)= f(a) + i 9(a)

FIGURE 2.6. Interprétation géométrique de la formule des accrois-
sements finis généralisée

(voir le cours de MIS101 [Ymis]). On constate que, bien que

[e”g=0 = []9=2r,

il n’existe aucun nombre ¢ €]0,27[ tel que ie’® = 0. Le théoréme de Rolle est
donc faux pour cette fonction 6 € [0,27] — € € C. Ce n’est pas mieux en ce
qui concerne la formule des accroissements finis puisque le théoreme de Rolle en
est un corollaire (prendre f telle que f(a) = f(b)). Pour une fonction & valeurs
complexes, la formule des accroissements finis est donc tout aussi fausse que 1’est
le théoreme de Rolle pour une telle fonction. On < sauve » néanmoins les meubles
avec le résultat suivant :

THEOREME 2.5 (inégalité des accroissements finis pour une fonction & valeurs
complexes). Soit f : [a,b] — C une fonction continue sur un segment [a,b] de R
non réduit a un point. On suppose [ dérivable sur l'intervalle ouvert non vide ]a, b.
On a alors l'inégalité

(2.28) [£(0) = f(a)| < b —al x sup |f'(z)].

z€]a,b|

DEMONSTRATION. Soit V le vecteur du plan d’affixe f(b) — f(a). Si ce vecteur
est nul, on a | f(b)— f(a)| = 0 et 'inégalité (2.28) est bien siir vraie. Si V # 0, notons
7=V/|V| = (v1,12). Posons f(x) = u(x)+iv(z) et introduisons la fonction réelle :

F :2€(0,1] — viu((l —z)a+2b) + o v((1 — z)a + xb) € R.
On a
F(1)=F(0) = v1 (u(b) —u(a)) +vz (v(b) —v(a)) = [VI*/[V] = [V = [£(b) - f(a)].

Comme u = Re f et v = Im f sont dérivables sur |a, b[, F' est dérivable sur ]0,1[ et
Pon a (cf. la regle de dérivation des fonctions composées vue en MIS101, [Ymis],
section 3.7.4) :

Va €]0,1[, F'(z) = (b—a) (1 v/ ((1 — 2)a + zb) + v2v'(1 — z)a + ab)).

Or
v (1 —z)a+ zb) + vov' (1 — x)a + xb)
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est le produit scalaire du vecteur 7 avec le vecteur (v’ ((1—z)a+ab),v'((1—x)a+xb)).
Ce produit scalaire est majoré en valeur absolue par le produit des normes des
deux vecteurs en jeu (d’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz dans le plan vue en
Terminale), ce qui donne

Va €0, 1], [F'(z)] <[b—al[f'(x)]-
Comme la formule des accroissements finis (Corollaire 2.2) nous assure qu’il existe
¢ €]0, 1] tel que
F(1) = F(0) = F'(c),
on a

[F(1) = F(O)| = [f(b) = f(a)l < [b—al x [f/(c)| < [b—a X Zﬁlpb”fl(x)"

C’est bien l'inégalité (2.28) requise. O

2.4.7. Quelques applications de la formule des accroissements finis.
Nous donnons ici quelques applications de la formule des accroissements finis ((2.25),
corollaire 2.2) pour les fonctions a valeurs réelles.

PROPOSITION 2.9 (fonction réelles dérivables dont la dérivée présente une limite
en un point). Soit [a,b] un segment de R non réduit a un point, xo €la,b|, et
f :la,b] = R une fonction continue sur [a,b], dérivable sur les intervalles ouverts
la, zo[ et ]xzo,b], telle que la restriction de f' a a,b[\{zo} admette une limite finie
Il €R en xg. Alors f est nécessairement dérivable aussi en xq, et Uon a f'(xo) = 1.

DEMONSTRATION. Pour tout z tel que a < = < mp, on déduit de la formule
des accroissement finis ((2.25), Corollaire 2.2), puisque f est continue sur [z, z] et
dérivable sur |z, x|, que

Jeg €lz,mof,  flxo) = f(2) = (20 — 2) [ (ca).

Si (x)k>1 est une suite de points de ]a, zo[ convergeant vers zg, la suite (cz, )r>1
ainsi couplée avec la suite (xy)r>1 converge aussi vers zp du fait du lemme des
gendarmes (en effet x5, < ¢, < o pour tout k > 1). Comme par hypothéses

lim f'(c) =1,

cE]a,go[
on a
k) — fx x9) — f(z
k——+oo T — X0 k—+oco o — Tk k——+oo

Ceci est vrai pour toute suite de points (zx)r>1 de ]a,zo[ tendant vers zg. De
méme, pour tout = tel que zg < x < b, il existe (toujours d’apres la formule des
accroissements finis), ¢, €]zo, z[ tel que f(x) — f(xo) = (x — o) f/(cz). Si (Tk)w>1
est une suite de points de |z, b[ convergeant vers x, la suite (¢g, )x>1 ainsi couplée
a la suite (x)r>1 converge aussi vers zy du fait du lemme des gendarmes (en effet,
cette fois, on a xy < ¢;, < xf pour tout k > 1). Comme par hypotheéses

lim f'(c) =1,

c—x(

c€lxo,b[

TG e L T O )

k—+oco Tk — o k—+oo

on a encore :
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La fonction

T €]a7 b[\{ﬁfo} f(.’II) B f(‘ro)
r — X
admet donc pour limite I € R, ce qui prouve (¢f. la Définition 2.10) que f est
dérivable en x, avec f'(zg) = 1. ]

La formule des accroissements finis permet aussi de lever (parfois) les indétermi-
nations du type % ou == dans les calculs de limites de fonctions réelles en un point
To € R ou bien en +oo0.

PROPOSITION 2.10 (Régle de 'Hopital 1%, ou aussi de Bernoulli). Soient [a, b]
un segment de R non réduit a un point, ro €)a,b[, f :[a,b] = R, g :[a,b] > R
deuz fonctions continues de [a,b] dans R, toutes deuz dérivables dans |a,b[\{zo},
avec g'(x) # 0 pour tout = dans Ja,b[\{zo}. On suppose

_ _ . f'(e)
(2.29) f(zo) = g(xo) =0 et lim —~ =1leR.
ez g/(c)
c€la,b[\{zo}
Alors
/
(2.30) m 1% Eﬂ = lm f ,EC;.
T—x( c—xzQ
z€]a,b\{zo} g\ c€la,b[\{zo} gl

DEMONSTRATION. Pour tout z €la, x|, il existe (d’apres la formule des ac-
croissements finis généralisée (2.27), Corollaire 2.3, applicable ici car f et g sont
toutes deux des fonctions réelles, continues sur [z,z9] C [a,b] et dérivables sur
|zo, [, et que ¢’ ne s’annule pas sur |zg, z[) un nombre réel ¢, €]x, x| tel que

@) f@) = o) fle)

g(x)  g(x) —g(zo)  g'(cz)
(on note que la formule de accroissements finis (2.25) et le fait que ¢’ ne s’annule
pas sur |a,b[\{zo} impliquent bien que g(x) = g(z) — g(z¢) = ¢'(Cz)(x — x9) # 0
pour un certain ¢, de |x, x| si © €la, xo[). Comme

lim ¢; =z

T—x(
z€la,xo|
et que
/
im 9
cé]a,;:)o[ g (C)
on a

@) S

T—x( g(m) T—x( g/(cx)

z€]a,xo[ z€]a,zo|

On raisonne de la méme maniére lorsque z tend vers x en restant dans |xo,b[. O

19. Guillaume-Frangois de ’'Hépital, marquis de Saint Mesme, est un mathématicien francais
(1661-1704), I'un des premiers & poser les jalons du calcul différentiel en Analyse. Cette régle
avait été en fait énoncée dans les cours de calcul différentiel dispensés a I’Université de Groningen
par le mathématicien, physicien (et méme horloger) suisse Johann Bernoulli (1667-1748), éleve
lui méme de Gottiried Wilhelm Leibniz (1646-1716), philosophe et mathématicien allemand & qui
I’on doit, avec Newton, les bases du calcul différentiel et intégral. C’est ’analyse francais Edouard
Goursat (1858-1936) qui baptisa ainsi, deux siécles plus tard, cette régle classique en I’honneur de
Guillaume de ’Hopital.
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REMARQUE 2.18. On peut affaiblir légerement les hypotheses en supposant
simplement que f et g sont des fonctions réelles définies et continues sur [a, b]\ {x¢},
dérivables toutes les deux sur ]a, b[\{zo}, telles que ¢’ ne s’annule pas sur Ja, b[\{xo },
et que l'on ait :

/
(2.31) lim f(x)= lim g(x)=0 et lim f/(c) =leR
T—xQ r—xq c—xq q (C)
z€la,b]\{zo} z€la,b]\{zo} c€la,b[\{zo}

a la place de (2.29). La conclusion (2.30) reste alors encore valable. Il suffit en
effet de remarquer que, sous la premiere des deux hypotheses (2.31), les fonctions
continues [ : [a,b]\{zo} = Ret g :[a,b]\{xz0} — R se prolongent en des fonctions
continues de [a,b] dans R en posant f(zg) = g(xg) = 0. On est ramené ainsi au jeu
d’hypotheses (2.29) et la Proposition 2.10 s’applique.

EXEMPLE 2.9. Il est aussi possible, compte-tenu de la Remarque 2.18, de
considérer le cas ol f et g sont deux fonctions continues sur [R, +oo[ (avec R > 0),
dérivables sur |R, +ool, telles que g’ # 0 sur |R, +o00[ et que

lim f(z)= lim g(z)=0 et lim () =leR
T—+o00 —+00 cotoo g’(c)
c€]R,+oo[
Alors
_ 2\ 4/ /
R N = /L B R S )
g 9@ 2t g 9 a2y CUV G/ s g(e)

Voici une autre version de la regle de 'Hopital, permettant cette fois de lever (dans

certains cas) I'indétermination 22 et non plus g.

PROPOSITION 2.11 (autre version de la regle de 'Hépital). Soient f et g deux

fonctions réelles continues et dérivables sur ]a,b] (—oo < a < b < 400), telles que
g’ ne s’annule pas sur]a,b| et que

!
(2.32) lim |f(z)| = lim |g(z)] =+oo et lim f,(c) —leR
zé]a,b[ z€Ja,b] c€la,b| 9 (C)
Alors
!
(2.33) lim Ja) lim f,(c) =
xé]atjb[ g(.’IJ cé]a?b[ 9 (C)

DEMONSTRATION. Pour a < x < y < b, on peut affirmer, en utilisant la formule
des accroissements finis généralisés (Corollaire 2.3), qu’il existe ¢, , €]z, y[ tel que

)~ F@) _ fleay)
9() —g(x)  g'(cay)
ce que l'on écrit sous la forme :
f@)  fleay) | (fy)  9(y) [(cay)
(2:54) s~ ey * )

)

g9(x)  g(@) g'(cey)
Soit € > 0. Par hypotheses (deuxiéme condition dans (2.32)), il existe n. > 0 tel

que
jgr/éz)) - l‘ <e/2 Ve e]a,y[).

0<y—a<776:><
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Si lon fixe un tel y = y. €]a,a + 7|, on observe, en faisant tendre x vers a dans
(2.34) (o y = y.) et en utilisant le fait que lim,_,, |g(x)| = 400 (premiere condition
dans (2.32)) tandis que f(ye) et g(y.) restent, eux, fixés, que, pour = assez proche
de a & droite, on a |f(x)/g(x) — 1] < €/2 + ¢/2 = e. Ceci acheve la preuve de la
Proposition 2.11. (Il

ExEMPLE 2.10 (applications faciles de la regle de 'Hépital). Voici quelques
exemples simples d’application des diverses versions de cette regle de I’Hopital :

. _ —1)-1L
LT AL € k) S e .2
z—0 X c—0 ¢ =1 x—1 c—1 1
1 -1 02) cos t

lim ztan(l/x)= lim tan (1/z) = lim M =1
@0 z—+too  1/x c—+o0 —1/c?

. Arctan(1/z) (=1 W

lim ———= = - 7" =
T——+00 ]_/gc c—+o00 71/62

1 1 1 1

im (, tin (x)) _ pi AFeln@) (o)

z—=04 \x z—04 x c—0y 1

Notons que pour la plupart de ces exemples, on peut raisonner de fait différemment
en reconnaissant tout de suite une limite de taux de variations et donc un nombre
dérivé comme valeur de la limite demandée.

L’autre application importante de la formule des accroissements finis complete les
résultats présentés dans la sous-section 2.3.6 (en particulier la Proposition 2.3) en
y injectant le concept de dérivabilité des fonctions.

PROPOSITION 2.12. Soit I un intervalle de R non réduit a un point et f
I — R une fonction dérivable sur I (au sens de la Définition 2.14). On suppose que
f'(x) >0 (resp. f'(x) <0) sur I. Alors [ réalise une application bijective stricte-
ment croissante (resp. strictement décroissante) entre I et son image, lintervalle
J = f(I). De plus, Uapplication inverse f~1 est dérivable sur intervalle J = f(I)
et l'on a :

1
—1y\/
(2.35) Vye f(D), (f7)'(y) )

DEMONSTRATION. Soient x < y deux points de I. La fonction f est continue
sur [z,y] (puisque continue, car dérivable, sur I, c¢f. la Remarque 2.13); elle est
d’autre part dérivable par hypothéses sur |z, y[ car dérivable sur I. On peut donc
appliquer la formule des accroissements finis ((2.25), Corollaire 2.2) et affirmer qu’il
existe ¢, €]z, y[ tel que f(y)— f(z) = (y—x) f'(c). Le nombre f(y)— f(x) est donc
non nul et du signe de f' sur I. Si f’ > 0 sur I, f est alors strictement croissante
sur I tandis que, si f’ < 0 sur I, f est strictement décroissante sur cet intervalle.
L’application f : I — J = f(I) est donc a la fois injective et surjective, donc
bijective. L’application inverse f~! est, on le rappelle, définie par

(xe[ety:f(x)) = (ye J et x:f_l(y)>.

Siyo = f(xo) € J, on a, pour tout y = f(z) € J\ {yo} :

(2.36) ) =) x—wo

Y—%o f(x)—f(l’o).
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Comme on sait déja que f~! :J — I est continue (cf. la Proposition 2.3), on sait
quesiy = f(z) tend vers yo = f(zo) dans J\ {yo}, alors nécessairement = = f~1(y)
tend vers xg = f~1(yo) dans I\ {zo}. On déduit donc de (2.36) :

W) 1 1
= — T f(z)—f(z0) / 7 £—1 .
veN (o0} v O N e fr(xo)  f/(f 7 wo))

O

REMARQUE 2.19. Un moyen mnémotechnique de retenir la formule (2.35) consiste
a supposer que f~! :J — I est dérivable, puis a écrire

(2.37) vyed, f(f7(y) = v,

enfin & dériver (comme vous avez appris a le faire en MIS101 [Ymis], section 3.5,
c’est-a dire en utilisant la régle de Leibniz) cette égalité (2.37) entre deux fonctions
sur J, ce qui donne bien :

Vyed, (f7) ()< f(fy) =1L
En fait, vu avez probablement vu dans le cours de MIS101 une preuve partielle de
la Proposition 2.12 (il y manquait alors la possibiliter d’invoquer la formule des
accroissements finis dont vous ne disposiez pas).

ExXeEMPLE 2.11. II faut ici reprendre les exemples des fonctions classiques, par
exemple sin :| — 7/2,7/2 [~ sinz (de dérivée Arcsin :] — 1, 1[—] — 7/2,7/2]), cos :
10, [— cosz (de dérivée Arccos :] —1,1[—]0,n[), etc. C’est 'occasion de revoir ici
toutes les fonctions inverses introduites en MIS101 ([Ymis], section 3.6).

2.4.8. Les notations de Landau. Cette sous-section constitue une paren-
these dans ce cours, avant de poursuivre 1’étude de la différentiabilité avec l'intro-
duction du concept de dérivée d’ordre supérieur.

Le mathématicien allemand Edmund Landau (1877-1938) popularisa des notations
commodes (en fait introduites, semble-t’il, par son compatriote Paul Backmann).
Il est utile d’introduire ces notations, dites notations de Landau, ici, avant d’aller
plus loin dans ce cours, puisque nous allons les faire intervenir explicitement dans
la formulation (2.18) exprimant la différentiabilité d’une fonction en un point
d’un intervalle ouvert.

DEFINITION 2.15 (fonction négligeable devant une autre au voisinage d’un
point, notation o). Soit z¢p € [—00,400] et f et g deux fonctions & valeurs com-
plexes, toutes deux définies dans un voisinage 2° V' de 2. On dit que f est négligeable
devant g (au voisinage de xg, dans V'), et on écrit alors

(2.38) f =o0(g) au voisinage de o (dans V)
si et seulement si il existe une fonction €, a valeurs complexes, définie dans un

voisinage V(xg) C V de xg contenant tous les points de V assez proches de xg, telle

que
(Va: € V(zg), f(z) =g(x) x 6(33)) et mliglo e(x) =0.

zeV

20. Si zop € R, ceci signifie soit < dans un intervalle V' =|zg — €g,zo + €o[ privé ou non de

{z0} >, soit « dans un demi-intervalle & droite V =]zg,z0 + €o] ou V = [z0,z0 + €0[ >, soit
< dans un demi-intervalle & gauche V' =|xg — €g, zo[ ou V =|zg — €g, zo] > (toujours avec €9 > 0
assez petit); si &g = —oo0, ceci signifie < dans un intervalle V =] — co, —Rg[ avec Ry > 0 assez

grand > ; si £g = 400, ceci signifie < dans un intervalle V' =]Rg, +oo[ avec Ry > 0 assez grand >.
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Ainsi

(f = 0(g) au voisinage de x¢ (dans V))

(2.39) . .
— (f =g x € pres de xg dans V, avec lim e(x) = O).
weV
REMARQUE 2.20. Si g ne s’annule pas dans un voisinage V(z¢) C V contenant
tous les points de V' assez proches de xg, il est équivalent de dire que f = 0(g) au

voisinage de xo (dans V') ou de dire que limy_ ., zev f(x)/g(z) = 0.

EXEMPLE 2.12 (expression de la différentiabilité en un point). Avec ces nota-
tions, on peut exprimer le fait qu'une fonction f a valeurs complexes, définie dans
un intervalle I non réduit a un point et contenant xg, soit dérivable en xgy. La
formulation (2.18) se lit en effet :

(2.40)
f(zo+h) = f(zo) + f'(zo)h + o (h) au voisinage de h = 0 (dans I, = —z¢ + I,

comme fonctions de h).

EXEMPLE 2.13 (comparaisons entre fonctions logarithme, puissances, expo-
nentielle). On peut reformuler en ces termes les résultats connus (et, oh combien
utiles!) concernant la comparaison des fonctions logarithme, puissances, et expo-
nentielle (cf. le cours de MIS101 [Ymis|, chapitre 3) :

Va,8>0, (In|t)*

= o(|t|?) au voisinage de t = 0 (dans R*) ;
Ya,B >0, t* = o(e’") au voisinage de + o0 ;

Ya,B>0, (Int)® = o(t?) au voisinage de t = +oo.

Attention! Si a < 3 sont deux nombres réels distincts, on a [t|® = o(|t|*) au
voisinage de 0, mais [t|® = o(|t|*) au voisinage de +o00 ou —oo. Notons aussi
que l'on conviendra toujours d’utiliser la terminologie (préconisée par TAFNOR)
In pour désigner la fonction logarithme népérien. Il faut noter toutefois que la
syntaxe des logiciels de calcul symbolique et surtout scientifique utilise tout autant
la terminologie anglosaxonne log.

DEFINITION 2.16 (fonction bornée devant une autre au voisinage d’un point et
notation O). Soit zp € [—00, 4] et f et g deux fonctions & valeurs complexes,
toutes deux définies dans un voisinage 2! V de . On dit que f est bornée devant
g (au voisinage de g, dans V'), et on écrit alors

(2.41) f = 0/(g) au voisinage de x¢ (dans V),

si et seulement si il existe une fonction B, a valeurs complexes, définie dans un
voisinage V(xzg) C V de xg contenant tous les points de V assez proches de g, et
telle que

(Vz € Vi(zg), f(z) =g(x) x B(x)) et limsup |B(x)| < +00.

z—x(

zeV

21. Voir la note en bas de page 2.15 plus haut.
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Ainsi

(f = O (g) au voisinage de z( (dans V))

2.42
(242) = (f = g X B pres de g dans V, avec limsup|B(z)| < +oo).
eV
REMARQUE 2.21. Si g ne s’annule pas dans un voisinage V (z¢) C V contenant
tous les points de V' assez proches de xg, il est équivalent de dire que f = O (g) au

voisinage de zo (dans V') ou de dire que limsup, . ey |f(z)/g(z)] < +o0.

DEFINITION 2.17 (fonctions équivalentes au voisinage d’un point, notation ~).
Soit zg € [—o00,400] et f et g deux fonctions & valeurs complexes, toutes deux
définies dans un voisinage 22 V de xq. On dit que f est équivalente a g (au voisinage
de xo, dans V'), et on écrit alors

(2.43) f~gdansV,
o

si et seulement si il existe une fonction ¢, a valeurs complexes, définie dans un
voisinage V(zo) C V de xy contenant tous les points de V assez proches de x, et
telle que

(Vm € V(zo), f(z) =g(x) x Lp(x)) et lim ¢(z) =1.

Tz

zeV
Ainsi
(f ~ g dans V)
Zo

(2.44)
— (f = g X @ pres de zp dans V, avec lim ¢(z) = 1).

zeV

EXEMPLE 2.14. On a par exemple

In(1+ z) o dans |0, +o00[; sinx v dans R.

ou encore (un peu plus compliqué ) :

4 l 5
vm — ~ 2 exp(—z) dans |1, 4o0].
(22 — cosz)(expx — sin® ) +oo

Signalons pour clore cette parenthése a propos des notations de Landau que les
trois concepts (f = o(g), f = O (g), f ~ g, au voisinage de zg € [—00, +0]) que
nous venons d’introduire dans cette sous-section dans le cadre des mathématiques
< continues 24 > peuvent étre tout aussi bien définis dans le cadre des mathématiques
discretes, i.e lorsque des suites, et non plus des fonctions, sont en jeu : lorsque n
tend vers 400, on a, pour deux suites de nombres complexes (un)n>0 €t (Vn)n>0,

22. Voir encore la note en bas de page 2.15 plus haut.

23. Vérifier le en exercice.

24. L’ensemble des nombres réels se présente en effet comme un continuum, au contraire de ses
sous-ensembles N et 7Z, par exemple, qui se présentent, eux, comme des ensembles < discrets >,
sur lesquels 'informaticien peut cette fois vraiment travailler.
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les définitions suivantes :
Up = 0 (V) <= Up = vy, X €, pour n > Ny, avec lim ¢, =0 ;
n—-+oo
(2.45) Un = O (v,) <= u, = v, X B, pour n > Ny, avec limsup |B,| < +0o0 ;
: n—-4o0o
Up ~ Up < Up = Uy X @, pour n > Ny, avec lim ¢, = 1.
+o00 n—-+4oo

2.5. Dérivations d’ordre supérieur et formules de Taylor

2.5.1. Différentiabilité a 1’ordre p d’une fonction complexe en un
point. Soit I un intervalle ouvert de R et f : I — C une fonction dérivable
sur I, c’est-a-dire en tout point de I. On dispose alors, on I’a vu précédemment
(¢f. la Définition 2.10), d’une nouvelle fonction f’: I — C, la fonction dérivée. On
dit que f est deux fois dérivable (ou deux fois différentiable) au point zq si cette
fonction dérivée f’ est dérivable au point zy. On note alors son nombre dérivé en ce
point f”(zq). On dit que f est deux fois dérivable sur I si f est deux fois dérivable
en tout point xy de I. On peut alors envisager a nouveau la question de savoir si
la fonction f” (notée aussi f(2) pour pouvoir continuer) est dérivable au point x,
etc. Cette premiere approche nous conduit naturellement & proposer la démarche
inductive suivante pour introduire la notion de dérivée a l’ordre p en un point.

DEFINITION 2.18 (fonction p-fois dérivable en un point lorsque p > 2). Soit
p € N*, p > 2. Soit f une fonction a valeurs complexes définie dans un intervalle
ouvert I de R contenant un point xg. On dit que f est p-fois dérivable au point
xo (ou encore, ce qui est mieux, p-fois différentiable en xg) s’il existe un intervalle
ouvert V(xzo) C I, contenant xg, tel que :
— la fonction f = f(©) est dérivable en tout point de V(z¢), de fonction dérivée
la fonction f' = ) : V(zy) — C [cran 1];
— la fonction f' = f1) : V(xzg) — C est encore dérivable en tout point de
V(z0), de fonction dérivée la fonction f” = f) : V(o) — C [cran 2];
— il en est encore de méme pour la fonction f? : V(z¢) — C dans ce méme
voisinage [cran 3] ;
— la fonction f(P=2) est dérivable en tout point de V(z¢), de fonction dérivée
la fonction fP=1 :V(xg) — C [cran p —1];
— la fonction fP=1 :V(x5) — C est dérivable au point 24 [cran final p].
Les nombres f(k)(xg), k =0,...,p, sont alors appelés nombres dérivés successifs de
f au point xg.

REMARQUE 2.22 (1-dérivabilité, 0-dérivabilité en un point). On convient de
dire qu’une fonction (& valeurs complexes) est 1-dérivable en un point xo de R si
elle est définie dans un voisinage ouvert de ce point et dérivable en ce point. Une
fonction (& valeurs complexes) est, par convention, 0-dérivable en un point xo de R
si elle est définie au voisinage de ce point et continue en ce point.

REMARQUE 2.23. Notons que, dans la démarche inductive proposée dans la
Définition 2.18, seul le dernier cran differe des p — 1 précédents. Pour les p — 1
premiers crans, il faut en effet s’assurer que la fonction f*) en jeu (k =0, ...,p—2)
est dérivable sur tout l'intervalle ouvert V(zg) (qui peut étre strictement inclus
dans I, pourvu qu'il contienne z(). Ce n’est que pour le dernier que l'on vérifie
une propriété de dérivabilité ponctuelle, au point xy. Toutes les fonctions dérivées
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f=fO = fO g = @ fP=1 gont bien définies dans tout linter-
valle V(). Les fonctions f = f(O, f/ = M fP=2) sont en particulier toutes
dérivables, donc continues d’apres la Proposition 2.5, sur tout cet intervalle. Concer-
nant la derniere de la liste (& savoir f(P=1)) la seule information dont on dispose
est qu’elle est dérivable (donc continue) au point xq et, a priori, sauf information
supplémentaire, uniquement en ce point.

DEFINITION 2.19 (fonctions de classe C* sur un intervalle ouvert de R). Soit I
un intervalle ouvert de R. Si f : I — C est dérivable a l'ordre & > 1 en tout point
de I et que la fonction f*) : I — C est continue sur I (f et ses k premiéres dérivées
f', ..., ) le sont alors du fait de la Proposition 2.5), on dit que f est de classe C*
sur I (& valeurs complexes). Les fonctions (& valeurs complexes) de classe C° sur
I sont par définition les fonctions continues f : I — C. Si I est un intervalle de
R non réduit & un point (mais non nécessairement ouvert), on dit quune fonction
f I — C est de classe C* sur I si et seulement si elle est restriction & I d'une
fonction de classe C* sur un intervalle ouvert I contenant I.

2.5.2. Formule de Taylor-Young. C’est au mathématicien anglais Brook
Taylor (1685-1731) que l'on doit I'idée du développement en série d’infinitésimaux
(dans la < gamme > des fonctions puissance h +— h¥ k = 0,1,...) des fonctions
réelles au voisinage d’un point. L’introduction et les chapitres I & VI du passionnant
traité de Lagrange [Lag] mettent bien en lumiere la genese des idées qui ont conduit
a de tels résultats.

THEOREME 2.6 (formule de Taylor-Young?%). Soit f une fonction & valeurs
complezes définie dans un intervalle ouvert V- =|xg — €,xo + €[ (o E R, € > 0) et
dérivable p + 1 fois au point xo. On peut écrire, avec les notations de Landau (cf.
(2.39), Définition 2.15) :

P+l o(k) x
(2.46) Vhe]—eel, f(zo+h) =Zw

k=0

h* 4+ o (|h|PTY).

La fonction polynomiale :

PHL £(k)

k=0
est appelée partie principale de la série de Taylor de f en xg a l'ordre p+ 1, tandis
que la fonction différence :

& B (o) g k1
Ry y1[f; wo] 1h€]—€»€['—>f($0+h)—ZTh =o(|h[*")
k=0

est appelée reste de la série de Taylor de f en xg a l'ordre p + 1.

REMARQUE 2.24 (le cas p = 0). On observe que, pour p = 0 ( f différentiable en
xo), la formule (2.46) n’est rien d’autre que la formule (2.18). La partie principale

h € R— f(xo) + hf'(x0)

25. Au nom de Brook Taylor, est ici attaché celui du mathématicien anglais bien plus proche,
William Henry Young (1863-1942), qui posa les jalons du calcul différentiel moderne. La formule
de Taylor-Young est celle, de toutes les formules de Taylor, qui se préte le moins au calcul, car
elle n’est pas explicite. En revanche, c’est celle qui fait appel au jeu d’hypotheses le plus restreint
possible, d’ou son grand intérét du point de vue théorique.
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correspond alors & 'application affine tangente (si ’on pose h = = — xg).

REMARQUE 2.25 (notion d’ordre du développement de Taylor-Young). Le degré
(comme fonction polynomiale) de la partie principale T,11[f;x0] de la série de
Taylor impliquée dans la formule (2.46) est p+1. On constate que le reste Ry,41[f; xo]
impliqué dans cette méme formule (2.46) se trouve étre un o (|h|P™1) au voisinage
de h = 0, donc a fortiori un O (|h|PT!) au voisinage de h = 0, seule information
que 'on retienne sur le reste pour définir 'ordre. L’entier p 4+ 1 est appelé ordre
du développement de Taylor-Young (2.46), lorsque celui-ci est possible (donc sous
les hypotheses du Théoréme 2.6). Si par exemple f est seulement différentiable au
point zg (p =0), f admet juste un développement de Taylor-Young & lordre 1.

DEMONSTRATION. Il n’y a pas de restriction & supposer que f soit une fonction
réelle (on raisonne sinon avec les fonctions réelles Re f et Im f, puis 'on ajoute,
apres avoir pris soin de multiplier la seconde par 4, les formules (2.46) écrites pour
ces deux fonctions réelles).

On suppose donc que f : V — R admet une dérivée a l'ordre p + 1 en xy. Les
dérivées jusqu’a lordre p de h €] — ¢, ¢[— f(xo + h) existent et sont continues sur
un segment [—n,n] avec 0 < n < € (¢f. la Définition 2.18). La fonction polynomiale

p k)
F®) (x0)
T,f ;o] :hERr—)ZThk
k=0
admet des dérivées a tout ordre en tout point de R : la fonction dérivée de h — h¥

est en effet h — kh*~! si k € N*, et est la fonction identiquement nulle si k = 0.
On constate ainsi que :

dk *) dk:
[WTp[f §$0]} _ = [P(0) = mf(fo +h)} _ Vk=0,..p.
Considérons les deux fonctions :
f(pﬂ)(xo) +1
Y i h€]l =€ el f(xo+h) = Tplf;20](h) = T PP+ Ry 1 [f5 20 (h)

¢ heR—s pPHL

On a:
Vae [_77777] \ {0}7
VO P 0) 1 O+ h) = fOe) [0 a)
p®) (h) =@ (0)  (p+1)! h e+

Or la regle de 'Hopital (Proposition 2.10, appliquée ici avec a = —n, b =1, 2o = 0),
appliquée ici p fois de suite, assure que
h "(h
lim U)Eh; = lim d}’ghi =...= lim
h—0 h—0 h—0
nel=nal\oy “ hel<nnhoy ¥ hel=na\(oy ¥

¢(p)(h) B f(p+1)(x0)
@)~ (p+1)!

En effet, 'application de la regle peut étre itérée p fois car les dérivées successives
de ¢ jusqu’a l'ordre p inclus ne s’annulent qu’en h = 0 sur R, tandis que les dérivées
successives de 1 jusqu’a U'ordre p — 1 inclus s’annulent aussi en h = 0. On trouve
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ainsi :

(P+1) (2
vh e] _ 77717[7 flxo+ h) = Tp[f§x0] (h) + (f(p—:_(l)?)
— Tyialfi o] (h) + o (JRIP*).

Comme la fonction h +— f(xo+h) —Tpy1[f; zo] (h) est définie dans | — e, €[, on peut
bien remplacer (2.48) par (2.46). O

(2.48) + o(l)) pptl

2.5.3. La formule de Taylor-Lagrange. Le défaut dont est entaché la for-
mule de Taylor-Young, si 'on entend en faire un outil opérationnel (par exemple
de calcul numérique), est qu’aucune information quantitative précise (autre que le
fait qu’il s’agissse d'un o (|h|P*1)) n’est donnée concernant le reste

h €] — e el Rpyalf; o] (h)

dans la formule (2.46). Comment en particulier ce reste peut-il étre estimé dans un
segment [—n, 7], lorsque 0 < 1 < € est précisé ? Les mathématiciens tels Lagrange,
pour qui la formule de Taylor se devait d’étre, a une époque ou les moyens de calcul
puissants n’existaient pas, un outil avant tout de calcul numérique, ’avaient bien
compris. Il est intéressant de suivre la présentation de la formule de Taylor-Lagrange
directement aux sources, c’est-a-dire en se mettant dans les pas de Lagrange lui-
méme [Lag] (chapitre VI), ce que nous ne ferons pas ici dans cette présentation
moderne. Les hypotheses sont certes plus contraignantes qu’elles ne I’étaient dans la
formule de Taylor-Young (Théoréme 2.6), mais le prix a payer en vaut la chandelle,
car cette fois, le résultat (maintenant presque explicite) est utilisable dans la pra-
tique autrement que théoriquement. Contrairement a la formule de Taylor-Young
(qui est avant tout une formule < locale »), la formule de Taylor-Lagrange est une
formule < globale ». Comme la formule des accroissements finis (Corollaire 2.2) et
le théoreme de Rolle (Théoreme 2.4) dont d’ailleurs elle dérive, elle ne concerne
cependant que les fonctions & valeurs réelles.

THEOREME 2.7 (formule de Taylor-Lagrange 2°). Soit I un intervalle non réduit
a un point de R et f : I — R une fonction de classe CP sur I (cf. Définition 2.19).
Soient a < b deux points de I, tels que la fonction continue f® : 1 — R soit
dérivable sur la,b[. Alors :

_ . f(p+1)(c) ,
Je€latl, f0) = Blfiab-a)+ o 5F -
_ Zp ¥ (a) FP(e) pt
(249) = 2 k' (b —Qa k =+ W (b — a) + .

REMARQUE 2.26. Lorsque p = 0, il s’agit de la formule des accroissements finis
(formule (2.25), Corollaire 2.2). Lorsqu’on écrit la formule (2.49) avec une fonction
f de classe CP*! et non plus de classe C?, on en déduit la formule de Taylor-Young
(2.46) en tout point z¢ intérieur & I. En effet, la continuité en zo de f®*1) donne,

26. Mathématicien d’origine italienne (il est né & Turin, de parents italiens), Joseph-Louis
Lagrange (1736-1813) a introduit le calcul variationnel en mécanique, a développé la mécanique
analytique, s’est intéressé bien str au calcul infinitésimal, mais aussi a I’astronomie. Ses traités de
cours, professés & I’Ecole Polytechnique et & ’Ecole Normale, comme celui republié en 1813 [Lag],
ont incontestablement fagconné ’analyse moderne.
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si on écrit la formule (2.49) entre @ = 0 et b = 1 pour la fonction x — f(zg = zh)
avec h > 0 assez petit :

f(P+1)(x0 +cp)

fleo£h) = T,[f;xo0] (£h) + P (£h)PT pour un ¢, €]0,h[
(p+1) (o
= Blfianl ) + (L5 + o) (et

= Tpr1[f;zo] (£h) + o (RPT1) lorsque h — 0.

REMARQUE 2.27 (notion d’ordre du développement de Taylor-Lagrange). Com-
me pour la formule de Taylor-Young (Remarque (2.25)), on persiste & appeler ordre
de la formule de Taylor-Lagrange (2.49) (écrite au point a) I'entier p + 1. Si f(P+1)
est (en plus des hypotheses du Théoréme 2.7) bornée sur |a, b[, cette formule (2.49),
écrite cette fois entre a et a + h avec 0 < h < b — a, s’écrit en effet :

fla+h) =T,[f;a] (h) + O (")
au voisinage de h = 0 dans [0,b — a], ce qui est en accord avec le comportement
fla+h) =Typa(f;a] (h) + o (RPT)
que donnerait la formule de Taylor-Young (2.47) écrite & 'ordre p + 1 au voisinage
du point a (car un o (h?*1) est a fortiori un O (hPT1)).

DEMONSTRATION. On pose

(2.50) api= o (10 = Tl (0~ 0)
La fonction
(2.51) gp T € [a,b] — f(b) —Tp[f;2] (b—z) — (prl)! (b — x)Pt!

a été construite pour que g,(a) = 0 (par le choix précisément de la constante o).
Mais on constate que I'on a aussi g,(b) = 0 car T,[f;b](0) = f(b). Comme f®)
cette fonction est dérivable sur ]a,b| par hypotheéses. On peut donc appliquer le
théoreme de Rolle (Théoréme 2.4). 11 existe donc ¢ €]a, b[ tel que g,(c) = 0. Or,
puisque

P (k) (g
L) 0-a) = Y L oy

k=0
on a (en utilisant la regle de dérivation d’un produit, cf. le cours de MIS101) :

YV €la, b,
d Popk+1) (p Poork) (g .
g Uwe-n] = S emn -3 e
+1
WA R A -
- ;(k_m(b_f”)k l_g(k_l)!(b_x)k 1
(P+1) (o
= Sz p!( )(b—x)p.
On a donc :
7f(p+1)(x)

Va €la, b, g;)(x) =
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On a donc ¢'(c) = 0 avec ¢ €a, | si et seulement si a, = fPT(c). En reportant
dans (2.50), on obtient bien la formule (2.49) voulue. O

Il existe une version que l'on pourrait qualifiée de < décentrée > de la formule
de Taylor-Lagrange. Nous donnons ici cet énoncé a titre d’exercice. Comme ce
résultat concerne l'interpolation des fonctions réelles par les fonctions polynomiales
(qui, elles, comme les fonctions rationnelles, sont codables en machine, alors qu’une
fonction quelconque ne est pas en régle générale!), on devinera aisément son im-
portance dans tous les champs ou informatique et calcul numérique sont impliqués.

PROPOSITION 2.13 (formule de Taylor-Lagrange et interpolation polynomiale).
Soit I un intervalle non réduit a un point de R et f : I — R une fonction de classe
C? sur I (cf. Définition 2.19). Soient a < b deux points de I, tels que la fonction
continue f® T — R soit dérivable sur la,bl. Soient a < mp <1 < -+ <xp <b
p+ 1 points distincts du segment [a,b]. Soit T,|[f; %o, ..., xp] 'unique polynéme?" de
degré p tel que

(2.52) flzw) =Tplf; 20, ... zp) (), k=0,...,p.
Alors :
YV € [a,b],

(2.53) (x —x0)...(x —xp)
Jep €la, b, —T,lf;xo, -, = Pl ) (¢ ).
o €la b J(@) = Tylf500,0 3] () =) (e e
DEMONSTRATION. Comme celle de la formule de Taylor-Lagrange (2.49), elle
repose sur le théoreme de Rolle (Théoreme 2.4), appliqué cette fois, non plus une
fois, mais plusieurs fois. La formule (2.53) est vraie si x est égal & l'un des zy,
k =0, ..., p, puisqu’alors les deux membres sont nuls. On peut donc supposer x # zy,

k=0,...,p. On pose :
= (p+1)! x) — T xp|(x
a(m) E (x—xo)(x—xp) (f( ) Tp[f: 052y P]( ))

(on notera P'analogie avec la définition (2.50) de ¢, dans la preuve de la formule
(2.49)). On considere la fonction :

az
g tela,bl— f(t) —Tplf;zo, ..., zp)(t) — (p—f—i)' (t—x0)...(t—xp)
(on notera encore l'analogie avec la construction (2.51) de la fonction g, dans le
preuve de la formule 2.49). Cette fonction g (qui est de classe CP sur [a, b] et de plus
dérivable & l'ordre p+ 1 en tout point de ]a, b[) s’annule aux p+ 2 points (distincts)
x0, ..., Tp, x de [a,b]. D’aprés le théoréme de Rolle, la fonction ¢’ s’annule en au
moins (p+ 2) — 1 = p+ 1 points de Ja,b] (un dans chaque intervalle entre deux
points distincts consécutifs pris dans la liste des p+2 points {zo, ..., zp, x}). Suivant
le méme principe, la fonction ¢” = ¢(2) s’annule (toujours en appliquant & nouveau
le théoreme de Rolle) en au moins (p+ 1) — 1 = p points distincts de ]a, b[. On peut

27. Qu’il existe un unique tel polynome (dit d’ailleurs polynéme d’interpolation de Lagrange
aux points xo, ..., Tp) releve de l'algebre linéaire : le R-espace des fonctions polynomiales de degré
p est un R-espace vectoriel de dimension p+ 1. Or le systéme (2.52) se présente comme un systéme
linéaire sans second membre de p+ 1 équations en p+ 1 inconnues en les coefficients du polynéme
inconnu cherché. Le déterminant de ce systéme est en fait un déterminant de Vandermonde non
nul (¢f. le cours d’Algebre 1 ce semestre).
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poursuivre ainsi, jusqu’a trouver, au termes de p + 1 applications du théoreme de
Rolle (toujours justifiées au vu des hypotheses sur f), que ¢t gannule en au
moins 1 = (p+2) — (p+1) point ¢, de ]a, b[, ce qui signifie, puisque T}, [f; zo, ..., Tp]
est une fonction polynomiale de degré p, que

g(p+1)(cw) = f(p+1)(cw) - O‘(x) =0.

Ceci acheve la preuve de la formule (2.53). O

2.5.4. L’inégalité de Taylor-Lagrange. Du fait qu’elle repose, comme on
vient de le voir (¢f. la preuve du Théoréme 2.7) sur le théoreme de Rolle, la for-
mule de Taylor-Lagrange (2.49) du Théoreme 2.7 (comme d’ailleurs la formule des
accroissements finis) est fausse pour les fonctions & valeurs complexes. Concernant
les accroissements finis, nous avons cependant pu sauver une partie des meubles
en montrant que les fonctions a valeurs complexes obéissaient a l'inégalité des ac-
croissements finis (2.28). Il en sera de méme ici, et nous pouvons énoncer, pour
les fonctions & valeurs complexes cette fois, 1'inégalité de Taylor-Lagrange (bien
souvent tout aussi efficace dans la pratique que ne 'aurait été une égalité ici en
défaut).

THEOREME 2.8 (inégalité de Taylor-Lagrange). Soit I un intervalle non réduit
a un point de R et f : I — C une fonction de classe C? sur I (cf. Définition 2.19),
a valeurs complexes cette fois. Soient a < b deuzx points de I, tels que la fonction
continue fP) : I — C soit dérivable sur |a,b]. Alors :
(2.54)
f®)(a

FO-Tif:a) 0-0)| = |03 T | < L=y (s,
P k=0 k! N (p+1)' z€]a,b]

DEMONSTRATION. Elle reprend pratiquement celle de inégalité des accrois-
sements finis (2.28) (Théoréme 2.5). Soit V le vecteur du plan ayant pour affixe
le nombre complexe affixe f(b) — T,[f;a] (b — a). On suppose V # 0 (car sinon
I'inégalité (2.54) est vraie, le membre de gauche étant nul). Soit 7 = (v1,12) le
vecteur unitaire V/||V||. Si f(z) = u(x) + iv(x), on introduit la fonction

Foizel01]—
1/1 (u(a +z(b—a)) — Tplu; a] (z(b — a)))+

) (v(a +z(b—a)) — T,[v;a](z(b— a))).

On observe que :

F(1) = F(0) = n (u(b) — Ty fusa] (b— a)) + v (v(b) — T [v;b] (b— a))
(2.55) = £~ Blf:a] (b—a)|.
La fonction F' est une fonction réelle de classe C? sur [a, b], dérivable a 'ordre p+1

sur |a, b dont, en plus, tous les nombres dérivés F*)(0), k = 0, ..., p, sont nuls (on
le vérifie facilement). On peut donc lui appliquer la formule de Taylor-Lagrange
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(2.49) et conclure qu’il existe ¢ €]0, 1] tel que :

B F®t(¢)
F)=FO) =~
(2.56) = m (Vlu(p+1) (a+cb—a))+ P+ (a+c(b— a))).

L’inégalité de Cauchy-Schwarz dans le plan (vue en Terminale) implique :
viuPtY (a+cb—a))+ vyu(P+1) (a+c(b— a))‘ < | fP(a+ (b —a)|
= 1/ (at (b - a)

sup [ £+ (x)].
z€la,b]

IN

On a donc bien, du fait de (2.56) :

(b—a)p+1 ( +1)
——~—— sup |fP"(x)|.
PRV LA

En reportant dans (2.55), on obtient bien I'inégalité (2.54) voulue. O

F1) = FO0)=|F1) - FO) <

2.5.5. La formule de Taylor avec reste intégral. Un reproche que 1’on
peut encore faire & la formule de Taylor-Lagrange (2.49), écrite a 'ordre p+1 lorsque
cela est possible, outre le fait qu’elle ne s’applique qu’aux fonctions a valeurs réelles,
est que le point ¢ €]a, b qui y figure n’est pas explicité : la seule information dont on
dispose est ¢ €]a, b[. Pour pallier & cet état de fait, nous allons, sous des hypothéses
un peu plus contraignantes que celles du Théoreme 2.7, proposer une formule ou le
reste soit cette fois en un certain sens compléetement explicite. Cette formule repose
sur le théoreme fontamental de l’analyse que 1’on rappelle en préambule ici (voir
par exemple [Ymis], section 3.8.2) :

THEOREME 2.9 (théoréme fondamental de I'analyse). Soit [, 8] un segment de
R et g une fonction de classe C* sur [a, 8] (au sens de la Définition 2.19 : g est
dérivable sur [, B] et ¢’ : [, B] = C est continue). On a

(2.57) Vi€ fa. 8l g@) ~g(a) = [ g0

THEOREME 2.10 (formule de Taylor avec reste intégral). Soit I un intervalle

non réduit a un point de R et f : I — C une fonction a valeurs complexes de classe
CPTL sur I (cf. Définition 2.19), ot p € N. Soient a < b deux points de I. On a

_g)Ptt 1
10 = Tyiria] 06— 0) + T [ o oo - @) a
(2.58) b et g
= kz ! k!( ) (b—a)* + =)™ p!) . /0 (1= t)? fPT (a + (b — a)) dt.
=0

REMARQUE 2.28. Le reste est cette fois < explicite >, hormis le fait qu’il im-
plique une intégrale pour laquelle on ne dispose en général pour le calcul que de
méthodes numériques 2%. Autre avantage, la formule s’applique indifféremment aux

28. Vouloir par exemple la calculer par parties reviendrait de fait & redémontrer la formule de
Taylor, ce qui serait tourner en rond ... Au fait, la valeur de cette intégrale est
IO = T[fia) b~ a)
(b — a)P-‘rl
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fonctions a valeurs réelles ou complexes. Le seul inconvénient vraiment reste que
les hypotheses sont plus fortes que pour la formule de Taylor-Lagrange (2.49).

REMARQUE 2.29 (ordre de la formule de Taylor avec reste intégral). La partie
principale du développpement de Taylor (au point @) impliquée dans (2.58), soit
ici Tp[f;a] (b — a), est exactement la méme que celle impliquée dans la formule
de Taylor-Lagrange (2.49). Il faut toutefois noter que les hypothéses sont ici plus
contraignantes, car la fonction f doit cette fois étre de classe CP*! sur [a, b], i.e. la
dérivée fP+1) sur Ja, b[ doit pouvoir se prolonger en une fonction continue sur [a, b].
La formule (2.58), écrite cette fois entre a et a + h, avec 0 < h < b — a, s’écrit :

fla+h) =Ty[f;a] (h) + O (W)
au voisinage de h = 0 dans [0,b — a]. Il est donc encore naturel de définir lordre

de la formule (2.58) comme étant encore p + 1 (en accord donc avec les remarques
2.25 et 2.27 précédentes, méme si les hypotheses sont ici plus lourdes).

REMARQUE 2.30 (Attention aux facteurs factorielle!). Attention au facteur
1/p! (au lieu de 1/(p + 1)! devant le reste de la formule de Taylor-Lagrange (2.49)
a lordre p+ 1), devant le reste cette fois de la formule de Taylor avec reste intégral
(2.58) écrite au méme ordre p+ 1. Il n’existe malheureusement pas pour parer a ce
probléme de « truc » mnémotechnique!

DEMONSTRATION. La preuve utilise une astuce au départ, mais est ensuite trés
facile (c’est la plus facile des preuves des trois formules de Taylor). On introduit
(voila I'astuce, sortie du chapeau!) la fonction

p k
€0,1] — g(t) =) a kl“ F®(a+tb—a))(b—a)t.
k=0
On note que g(0) = T,[f; a] (b—a) et que g(1) = f(b). Cette fonction g est de classe
C" sur [a,b] puisque f est de classe C**1) sur [a,b] par hypotheses. On dérive la
fonction g sur [0, 1] en utilisant la régle de dérivation des produits ainsi que la régle
de Leibniz de dérivation des fonctions composées (voir le cours de MIS101, [Ymis],
chapitre 3). On a ainsi :

Vtelo,1], ¢(t) =
= f'la+td—a) —a+z[ 14 f(k)(a+t(b a)) (b —a)*
k=1
+(1 ;!t) f(k+1)(a+t(b— a)) (b— a)k+1]

On constate que les termes de cette somme < télescopique > se détruisent deux-a-
deux tous (sauf un, le dernier) lors de 1’addition, et qu’il ne reste au final que :

(2.59) Vtel0,1], ¢(t) = (1p't)p FP (@ +t(b—a)) (b—a)PT.

On conclut & appliquant le théoréme fondamental de ’analyse (Théoreme 2.9) & la
fonction ¢ sur [0, 1], ce qui donne :
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ce qui est, compte tenu de g(0) = Tp[f;a] (b—a), g(1) = f(b), et (2.59), la formule
(2.58) voulue. O

2.6. Développements limités (DL) des fonctions en un point

2.6.1. Développement limité d’une fonction a un ordre donné en un
point donné de R. L’étude locale des fonctions numériques (& valeurs réelles
ou complexes) au voisinage d’un point zo de R s’aveére capitale pour beaucoup
d’applications pratiques, qu’elles relevent des mathématiques, du calcul scientifique,
ou de l'informatique. L’un des objectifs majeurs en est 'approximation de plus en
plus précise de la fonction en question par des fonctions plus simples, en ’occurence

des fonctions polynomiales, codables, elles, en machine 2.

On a observé (cf. Pexemple 2.13) que, si k1 < ko sont deux entiers positifs ou nuls
distincts, alors |h|*2 = o(|h|¥*) au voisinage de h = 0 dans R. Ceci permet d’établir
une hiérarchie des fonctions h +— |h|¥, k € N, dans cet ordre :

(2.60) h |[h]° =1, b |h], hs | ..., b |BE, b |BFTE L

de maniere a ce que, dans cette < gamme > ou < échelle > ainsi constituée, une
fonction soit un o de la fonction précédente au voisinage de h = 0 dans R. Une
telle liste de fonctions ainsi ordonnée (une fonction de la liste est, au voisinage de
h = 0, un o de celle qui la précede) constitue ce que 'on appelle une échelle de
comparaison pour 1’étude des fonctions numériques au voisinage de 'origine. Cette
échelle particuliere est appelée ici échelle des fonctions puissance (au voisinage de
Porigine).

DEFINITION 2.20 (développement limité en un point zy € R, dans I’échelle des
fonctions puissance). Soit 29 € Ret f : I — C une fonction numérique définie dans
un intervalle I non réduit a un point et dont I’adhérence contient xy. Soit n € N.
On dit que f admet un développement limité (en abrégé DL) a l'ordre n au point
xo dans ’échelle de comparaison des fonctions puissance si 'on peut écrire :

Vhely,=-z+1, flwo+h)=> aph®+o(h")
(2.61) P

(au voisinage de 0 dans I,),
ou les n + 1 constantes ao, ..., a, sont n + 1 nombres complexes.

REMARQUE 2.31. On n’impose pas ici a 'intervalle I d’étre ouvert. Par exemple,
la fonction f peut fort bien n’étre définie que dans un voisinage |xg — €, zy] ou bien
[0, Zo + €], c’est-a-dire seulement & gauche (resp. & droite) du point xg.

Pour que la Définition 2.20 soit consistante, il faut s’assurer que les constantes
agp, ..., an impliquées dans (2.61), si toutefois elles existent, sont bien uniques. C’est
ce qu’assure précisément la proposition suivante.

PROPOSITION 2.14 (unicité du DL & ordre n en un point zg € R). Soit xg € R
et f: I — C une fonction numérique définie dans un intervalle I non réduit & un
point et dont l’adhérence contient xo, admettant un DL a Uordre n € N (du type
(2.61)) au voisinage de xog dans I. Alors les n + 1 constantes complezxes ag,...,an,
impliquées dans (2.61) sont parfaitement déterminées en termes de la fonction f.

29. On code une fonction polynomiale de degré donné p comme un vecteur ligne de longueur
p+ 1, & savoir le vecteur de ses coefficients.
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DEMONSTRATION. On observe que, si 'on a (2.61), alors nécessairement :
ap = lim f(xo+h)
WETu,
. zo+ h) —a
a; = lim —f( 0 ) 0

h—0 h
hE Iy

. f(xo—i-h)—ao—alh
as = lim

h—0 h2 v
hely,

f(a;‘o + h) — Zk: alhl
=0

Ap+1 = lim

h—0 hk B
helys,
n—1
f(iL'o + h) — Z alhl
a, = lim =0
" h—0 hﬂ
helz,

Ceci prouve bien que les coefficients ay, k = 0, ..., n, se calculent de proche en proche
a partir de la connaissance de la fonction f dans I (ou, ce qui revient au méme, &
partir de la fonction h — f(zo+h) dans I, = —x¢+I), et sont donc parfaitement
déterminés des que cette fonction est connue. O

Un exemple tres important de DL est celui qu’ont les fonctions numériques f

I — C (ou I est un intervalle non réduit & un point et contenant un point donné
xo € R), dérivables a 'ordre p 4+ 1 en xg. On rappelle (¢f. la section 2.5.1) que cela
signifie que f est de classe C? (au sens de la Définition 2.19) dans un intervalle
(non nécessairement ouvert, mais non réduit & un point) V(zg) (contenu dans I
et contenant zg) et que la fonction f®) : V(xg) — C est dérivable au point xo
(seulement & gauche ou & droite si z( est une borne de V(zo)).

PROPOSITION 2.15 (différentiabilité & Pordre p+1 et DL). Soit I un intervalle
de R non réduit a un point et xg € I. Soit f : I — C une fonction a valeurs
complezes définie dans I et dérivable a 'ordre p+1 (ot p € N) au point xy. Alors f
admet un DL a lordre p+ 1 au point xg, ce DL étant le développement de Taylor-
Young a lordre p+ 1, a savoir :

p+1 k
(2.62) Vhely =—x0+1, f(xo—i—h)zzwhk—ko(\hfﬂ).
k=0

DEMONSTRATION. 11 suffit d’appliquer la formule de Taylor-Young ((2.46),
Théoréme 2.7) a la fonction f. On sait en effet qu’il est possible (suivant la Définition
2.19) de prolonger f en une fonction de classe C? dans un intervalle ouvert Jzg —
€, Zo + €[ contenant xg et ayant une dérivée a l'ordre p + 1 au point xg. Le fait que
(2.62) soit le DL de f & l'ordre p+1 au point zq résulte du résultat d’unicité prouvé
dans la Proposition 2.14. (I

REMARQUE 2.32 (Attention!). Si f : I — C (I contenant z( et non réduit a
un point) a un DL & l'ordre 1 en zg, on a

Vh S Izov f(xo +h) = Qo +a1h+0(|h|)7
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ce qui signifie (¢f. la Définition 2.4 et plus particulierement la formulation (2.18))
que f est dérivable en z(, de nombre dérivé f'(xzg) = a1. Mais, si f est dérivable
au voisinage de xg et admet un DL a 'ordre 2 en zg, soit :

(2.63) Vh€ I, f(xo+h)=ag+aih+ash®+o(|h?),

il ne faut surtout pas croire que ceci implique que f admette une dérivée a I'ordre
2 en xg. Par exemple, la fonction

1
3. . .
z°sin — siz#0

Osiz=0

(2.64) fizeR—s

admet pour DL a I'ordre 2 en O :
f(h)y=o(|h]*) (a0=a1=10a3=0);

elle est donc dérivable en 0, avec f/(0) = 0; la fonction f est certes aussi dérivable
en tout point x # 0, mais la fonction f’ est définie en dehors de 'origine par :

VreR*, f'(z) = szsin% -2 cos%
(on utilise la régle de dérivation d’un produit et la regle de Leibniz, cf. le cours de
MIS101, [Ymis], chapitre 3) et n’a pas donc de limite lorsque x tend vers 0 (puisque
la limite, lorsque x tend vers 0, de & — cos(1/x?) n’existe pas, cf. 'exemple 2.3
de la fonction x +— sin(1/|z|) ol la situation est identique) ; la fonction f proposée
en (2.64) n’a donc pas de dérivée seconde en 0 car sa fonction dérivée n’est pas
continue en 0.

EXEMPLE 2.15 (DL des fonctions puissance et généralisation de la formule du
binéme). On sait que si @ € N :

(2.65) VheR, (1+h)* = - (@ K,
> (i)

ou les nombres (entiers naturels) définis par :

(2.66)  Yke{o,..,al, (i) - (aa!_ - ala—1)- k'(a — k1)

désignent les coefficient binomiauz®’; la formule bien connue (2.65) n’est rien
d’autre en effet qu'un cas particulier de la formule du bindme (cf. le cours de
MIS101, [Ymis], section 1.9.6). Si maintenant « désigne un nombre complexe, la
fonction

(2.67) z €] —1,4oo[— (1+z)* :=exp (aln(l + z))

est une fonction (a valeurs complexes) admettant des dérivées a tout ordre en tout
point de | — 1, +o00[ (en particulier en zg = 0), la k-iéme fonction dérivée (k € N*)
de cette fonction (2.67) sur | — 1, +o0o[ étant la fonction :

dF
xe]—1,+oo[»—>@[(l+x)a} =afla—1)---(a—k+1)(1+z)*"

30. On sait (cf. le cours de MIS101, [Ymis], chapitre 1, section 1.9.6) que (Z‘) représente le
nombre de parties a k éléments dans un ensemble contenant en tout a éléments.



72 2. FONCTIONS CONTINUES ET FONCTIONS DERIVABLES

On déduit alors de la Proposition 2.15 que, pour tout nombre complexe «, la fonc-
tion

z €] — 1,400 (1 +2)”
admet, pour tout p € N, un DL a l'ordre p + 1 en ¢y = 0, ce DL étant :

p+1 o
(2.68) Vhe]—1,+00f, (1+h)*=>" (k) h* + o (|h[PTY),

k=0

ou les nombres complexes :

(2.69) o <a):a(a—l)---(a—k+l)
k k!

(0! = 1 par convention) désignent les nombres (cette fois complexes) que I'on appelle

les coefficients binomiauz généralisés. On notera que lorsque a € N, les coefficients

binomiaux généralisés (Z‘) sont nuls dés que k > « et coincident avec les coefficients

binomiaux (2.66) des que k < o. Le DL (2.68) & l'ordre p 4+ 1 en 0 de la fonction

x €] — 1,1[— (1 4 z)* apparait ainsi comme une généralisation de la formule du

binéme (2.65). Si o > 0, on peut écrire, pour tout o € C :
Va €]—1/z0, +o0], (wo+x)* = x§(1+z/x0)* := exp(alnzo) xexp (aln(l+z/x¢)).
La fonction
x €] —1/xg, +oo[— (xo + )
admet donc, pour tout p € N, un DL a l'ordre p+ 1 en 0, soit :

p+1
(2.70) Vh €] —1/xzg, oo, (zo+h)* = (2‘) zy " RE 4 o(|hPTY).
k=0

Cette formule (2.70) (qui représente le DL & l'ordre p + 1 de la fonction puissance
x €]0,+oo[— z* := exp(alnz) au point xy) généralise la formule du binéme bien
connue dans le cas o « € N, & savoir :

«
!
VheR, (zo+h)* =) <k>zg_khk.

k=0

EXEMPLE 2.16 (exponentielle et logarithme). La fonction € R — exp z est
une fonction indéfiniment dérivable sur R, toutes ses fonctions dérivées successives
étant égales & x — expx (c¢f. le cours de MIS101, [Ymis]|, chapitre 3). Pour tout
xo € R, pour tout p € N, on déduit donc de la Proposition 2.15 que la fonction
exponentielle admet le DL suivant & lordre p+ 1 en zg :

p+1
(2.71) VheR, exp(zo+h) = Z%(,xo)h“w(\hlp“)
k=0 ’

La fonction z €]0, 00— Inz est aussi une fonction indéfiniment dérivable sur R,
et, comme :

d 1

—|[lnz]=—- Vz>0,

dm[ ] z

d* (—1)(=2)... (-1 — (k- 2))

xk

~(-1)
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La fonction x €]0, +oo[— Inz admet donc, pour tout entier p € N, un DL a l'ordre
p+ 1 en tout point xy €]0, +00[, ce DL étant donné par :

:D+1
(2.72)  Vh €] — 2o, 400, In(z+ h) = Inzg + Z (7) +o(JhlPHY.
On a en particulier,si zg =1 :
h2 b3 h2 b3
m(l+h) = h=F 4= 4o (|h[PT) et In(1—h) = 7h737§7~~+0(|h|p“)

(noter qu’il n’y a que des signes — dans le second développement ci-dessus).

EXEMPLE 2.17 (DL des fonctions trigonométriques). Les nombres dérivés suc-
cessifs des fonctions sin et cos en un point zy se déduisent du fait que ces fonctions

vérifient I’équation différentielle du second ordre y”” = —y. On a donc, pour tout
keN:

d2k d2lc

Tk [sinz] = (—1)*sinz, T [cosz] = (—1)* cos

d2k+1 i d2k+1 el

W[smx] = (—1) cosx, W[Cosx] = (—1) + s x.

Les DL de Taylor a ’ordre 2p + 1 des fonctions sin et cos en en point xy sont donc
donnés (suivant la Proposition 2.15) par :

P .
. sin x cos T
oy 1) = SR I o
k=0 ’ ’
p .
COS T ST
cos(zo + h) S :(—1)’€( (Qk)? ~han 0) ) K2 4 o (|h[2P D).
k=0 ’

Dans le cas particulier ou xg = 0, on trouve pour les fonctions sin et cos les DL
suivants a l'ordre n € N* :

: ( ) 2k h3 h5 n
sinh= > Wh +o(h") =h— "=+ 5 = +o(hl")
(2.73) 2k+1<n
h= (71)kh2k alM) =1 h’2 h4 hl™
cos —; k). +o(Jh™) = _Z+ﬂ_ 4o (|h]™).
2k<n

2.6.2. Opérations sur les DL. Soient f et g deux fonctions a valeurs com-
plexes, définies dans un intervalle I non réduit a un point et dont I’adhérence
contient xg, ayant toutes deux des DL aux ordres respectifs m et n en xg, c’est-a-
dire :

Vhe Ly, flzo+h)=>_ axh® +o(|h™),
(2.74) F=0
Vhe Ly, glzo+h)= Zbkhk+o |h™).

k=0

On observe, en remplagant chaque fois f(zg + h) et g(xo + h) par leurs DL (2.74)
respectifs, que :
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— la fonction somme f+g¢g : I — C admet un DL & l'ordre min(n, m) en xg, &

savoir :
min(m,n)
(2.75)  VheLy, (f+g)mo+h)= > (ax+0be)h* +o(Jamm0mm),
k=0
— la fonction produit f x g : I — C admet un DL & l'ordre min(n, m) en x,
A savoir :
min(m,n)  k
(276) VA E Ly, (fxg)(mo+h) = 3 (D abet) hF +o (j]nlmm).
k=0 1=0

Il reste a parler du DL d’un quotient f/g lorsque les deux fonctions f : I — C et
g : I — C (avec zp € I) ont toutes deux des DL du type (2.74) en x¢, avec by # 0
(i.e. g(xg) # 0). Pour cela, il faut rappeler un algorithme avec lequel vous étes sans
doute moins familiers que celui de la division euclidienne des polynomes, celui de la
division des polynomes suivant les puissances croissantes. Cet algorithme est, plus
encore que celui de la division euclidienne, d’un usage tres fréquent en informatique.

PROPOSITION 2.16 (algorithme de division suivant les puissances croissantes de
deux polynoémes). Soient

AX)=ao+ a1 X+ +anX™ et B(X)=by+bhX+-+by, X"

deux polynomes a coefficients complexes, avec by # 0. Il existe une unique suite
(uk)ken de nombres complexes, se calculant algorithmiquement, telle que

(2.77) Yk e N, Xk divise  A(X) — Qr(X)B(X), ot Qw(X Zule

Le polynéme Qy, figurant dans (2.77) (de degré au plus égal a k) est dit “quotient”
a Dordre k dans la division de A par B suivant les puissances croissantes, tandis
que le polynéme A(X) — B(X)Qr(X), divisible par X**1, est dit “reste” a 'ordre
k dans la division de A par B suivant les puissances croissantes.

DEMONSTRATION. L’unicité de la suite(uy)g>o tient au fait que, pour h suffi-
sament voisin de 0 dans R, on a, si A(X) — Qr(X)B(X) = Ri(X) = X*H15(X) :

Sk (h
L = Qu(h) + AP Bk(( ) Zulhl + 0(|h|*) au voisinage de 0
(car 1/B est continue puisque by # 0, donc bornée, au voisinage de h = 0, et qu’il
en est de méme de la fonction polynomiale S). La Proposition 2.14 assure l'unicité
des coefficients uy, ..., ux. Ceci étant valable pour tout & € N, on a bien unicité de
la suite (ug)k>o0-

Reste a trouver algorithmiquement les coefficients ug, u1, ..., de proche en proche.
Voici comment on procede, apreés avoir noté Ag(X) := A(X) :
— on pose ug = ap/bp, puis on forme A upB(X) = XA1(X), avec

(X) -
A1(X) =a10+ a1 X +--- (soit a;o = A1(0));
— on pose u; = aig/bo, puis on forme A;(X) — w1 B(X) = XAz(X), avec
AQ(X) = ag + CL21X —+ . (bOlt asn = AQ(O),
— on pose uz = agp/bp, puis on forme Ay(X) — usB(X) = XA3(X), avec
A3(X) = aso + a31X + - (SOlt asp = Ag(O)), etc.
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Les nombres ug, u1,us, ..., sont ainsi construits algorithmiquement de proche en
proche. (I

PROPOSITION 2.17 (quotient de deux DL). Soient f : I — Cetg : I — C
(avec xo adhérent a I) deux fonctions ayant toutes deux des DL du type (2.74)
en xg, avec by # 0 (i.e. lim, ., g(x) # 0). Alors la fonction f/g est définie dans
un intervalle J C I non réduit a un point et dont l’adhérence contient xq. Cette
fonction f/g :J — C admet en xg un DL a l'ordre min(m,n), donné par :

min(m,n)
(2.78) Vhe Ju, i(:co +h) = > uphf 4o (|pmn0mm),
9 k=0

ot les uy, k € inf(m,n) sont les min(m,n)+ 1 premiers termes de la suite (u) k>0
obtenue en effectuant la division suivant les puissances croissantes (cf. la Proposi-
tion 2.16 ci-dessus) du polynéme Zgﬁb apX* (correspondant a la partie principale
du DL de f en xo a l’ordre m) par le polynéme Zg b X* (correspondant a la partie
principale du DL de g en xg & Uordre n).

DEMONSTRATION. La fonction g admet par hypothéses le DL & l'ordre n :

g(zo + h) = Zbkhk + o (|h|™) (au voisinage de 0 dans I,,)
k=0

en xo. Elle est donc continue en x(, une fois prolongée par continuité en posant
g(xo) = bg. Comme g(xg) = by # 0, il existe un intervalle J inclus dans I, non
réduit & un point et dont 'adhérence contient xg, tel que g ne s’annule pas dans
J. La fonction f/g est bien définie dans J. On écrit, pour h € J,, assez voisin de

0 (suffisamment proche pour que h — Zg bih* ne s’annule pas, ce qui est possible
car by #0) :

i(x0+h) _ S0 agh® . o(|l™) _ S0 agh® + oA
g g(zo+h) glxzo+h) glzo+h)
>0 axh® m
= Sk o o(h™)
220 bih* +o([h]")
m k
0 arh 1 min(m,n)
- n n +o h ’
i (T oy syoaey) o)
S ot ~
_ 1 hl? h min(m,n) )
On en déduit :
f Yo axh |
J h hmln(n,m)
Laorn) = 0 o ()
min(m,n) ;
hmm(mm)JrIS . (h) )
_ U hk+ - min(m,n) +o hmln(m,n)
kzz:o ' 220 bkh* (‘ | )
min(m,n)
_ Z ukhk +O(‘h|min(n,m)).
k=0

Cela fournit bien le DL (2.78) pour f/g au voisinage de xg, & ordre min(m,n). O
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Il reste enfin & envisager la composition de DL.

PROPOSITION 2.18 (composition de développements limités). Soit f : T — C
une fonction ayant un DL a l'ordre m € N :

(2.79) Vhe L, f(wo+h)=>Y_ ach®+o(h™)
k=0
en un point xg € I. On suppose que f(I) contient un intervalle J (dont ’adhérence

contient yo = limg o, f(x) = ag) et que g : J — C est une fonction admettant un
DL a lordre n € N

(2.80) VH € Jy, =—yo+J, gyo+ H) => BpH*+o0(|H")
k=0

au point yo = limg . f(x) = ag. Alors la fonction g o fly-1(s) : f~YJ) = C
admet un DL a& Uordre min(m, n) en xo, donné par :
(2.81) Vhe (f7H ) (9o f)o+h) = R(h) + o ([h[*™™m),
ot R est (lorsque m € N*) le reste de la division euclidienne du polynéme
n inf(m,n) k
= Z Bk( Z alhl)

k=1 1=1

par le monéme X™n(m )+ (R — By sim =0).

DEMONSTRATION. Pour h € (f~1(J))s, C Is,, on utilise le DL & Pordre m de
f en o (donné par (2.79)) pour écrire :

F(zo+h)=yo+ Y axh® +o(|h™) =yo + O (Ih) = yo + H.
k=1

On reporte ensuite dans le DL & l’ordre n de g en yg (donné par (2.80)) pour écrire :

g(f(xo+h)) = yo+ ZBka +o([H|") = Bo+ ZBka +o(|h")
k=1 k=1

inf(m,n)

= BB Y ah) o) +o(nl)
k=1 =1

inf(m,n)

= BO+ZBk< Z alhl>k+0(|h|m)+0(|h|min(m,n))
k=1

1=1
_ Q(h)hmin(m,n)Jrl +R(h) +O(|h|min(m,n))
= R(h) + o (|h[™mCmm).
On obtient bien ainsi le DL (2.81) voulu pour g o f en z. O

2.6.3. Intégration de développements limités. Soit f : I — C une fonc-
tion admettant un DL & Pordre n € N au point zy de U'intervalle I (non réduit &
un point). On a donc :

(2.82) YVu eI, =—xo+1, f(zo+u) = Zaku +o (Jul™) Zaku + |ul"e(u),
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ou ag = f(xgp), ai,...,a, sont n + 1 constantes complexes, et ou la fonction € est
continue sur I\ {zo} (comme quotient de fonctions continues) et prolongeable en
une fonction continue sur I (en posant €(0) = 0). En intégrant entre 0 et h € I,
légalité (2.82) (entre fonctions continues de u sur I, ), on trouve :

(2.83)

n+1 h n+1
Vhel, f(ac0+u )du = Zak 1 = / [u|™e(u) du = Zak 1 +0 (|h|" 1Y ;
en effet :

Vhe I,

h
[ tuletwy o] < 0 sup Je(eh)] = Al b,
0 te[0,1]
avec }lLin% €(h) = 0. On est donc en mesure d’énoncer la régle suivante :
—

PROPOSITION 2.19 (intégration terme-a-terme d’un DL). Soit I un intervalle
de R non réduit a un point, xg € I, et f : I — C une fonction admettant le DL :

Vhel,, flzg+h) = Zakhk+o |h™)

& Vordre n en xg. Toute primitive F' : I — C de f sur I (i.e. toute fonction
F : I — C dérivable sur I et satisfaisant F'(x) = f(x) pour tout x € I) admet un
DL a lVordre n+ 1 en xg, a savoir le DL :

n+1
Vh€ Iy, Fzo+h) = F(zo) + Z D=1 pk 4 o (Jh"*).

DEMONSTRATION. 1l suffit d’utiliser le théoréme fondamental de ’analyse (Théo-
reme 2.9) qui stipule que :

h h
Yhe Izo = 71304’[, F(l’0+h) = F(zo)+/ F/(£L'0+u) du = F($0)+/ f(l’0+h) du.
0 0
On utilise ensuite pour conclure la formule (2.83) établie précédemment. O

EXEMPLE 2.18 (DL de arctan en zo = 0). La fonction
x € R arctanz €] — w/2,7/2|

est une primitive (nulle en 0) de la fonction rationnelle
1
1+22
Or cette fonction rationnelle R admet en 0, pour tout n € N, le DL a l'ordre n
suivant :

R :zeR+—

1
o= O DR okl 5

2k<n

en effet, on a, pour tout h € R, pour tout p € N :

1 1— (=h?)p+l (=pptt & kpok  (=R2)PH
1+ h2 1+ h2 1+ h2 Z( R 1+ h2

k=0
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La fonction x +— arctan z admet donc en 0, pour tout n € N, le DL a 'ordre n + 1

suivant :
2k+1

h n
arctan(h) = Z (_1)k2k—|— T +o(|h™ ).
2k<n

2.6.4. Développements limités a 1’infini. Il est souvent utile d’étudier
aussi le comportement des fonctions numériques en 400 ou —oc.

DEFINITION 2.21 (développement limité en +o0). Soit f :]R,+oc[— C (on
R > 0). On dit que f admet un DL d’ordre n en +oo dans 1’échelle des fonctions
h— h™% k=0, k=1, .., sietseulement si il existe n 4+ 1 constantes complexes
ag,...,an (nécessairement uniques), telles que :

_ n % i
Vo >R, f(x)= kz_;) o (x") (lorsque © — +00).
Une fonction f :] — 0o, —R[— C (ou R > 0) admet un DL d’ordre n en —oco dans

cette méme échelle de comparaison si la fonction x €]R, +o0o[— f(—x) admet un
DL d’ordre n en +oo0.

REMARQUE 2.33. Les opérations portant sur les développements limités en un
point zg € R (somme, produit, quotient, composition, intégration terme-a-terme),
présentées dans les sous-sections 2.6.2 et 2.6.3, s’étendent au cas des DL en +oo.

2.7. Applications géométriques des développements limités

2.7.1. Etude locale des courbes planes ; points non-stationnaires et
points stationnaires. On a vu (Proposition 2.7) que, si I désigne un intervalle
ouvert de R contenant un point zg, f : I — C une fonction dérivable en z( et
telle que f'(zg) # 0, alors, il existe 0y, > 0 tel que [xg — Ny, To + Nzy] C I et
que f(x) # f(zo) pour tout € [To — Nuy, o + Nzy] \ {Zo}. De plus, la droite
Ay, .z, Passant par le point d’affixe f(xo) et dirigée par le facteur d’affixe f’(zo)
représente la position limite des droites A, , (joignant les points d’affixe f(zg) et
f(z)) lorsque x tend vers zo dans [zo — 7gy, %o + Nao) \ {Zo}. On dit que Ay 4,
représente la tangente géométrique a la courbe paramétrée

VS [:CO — Nzxos L0 +nwo] = f(ZC)

au point d’affixe f(xp) (cette configuration géométrique est illustrée par la figure
2.3).

REMARQUE 2.34 (une autre caractérisation géométrique de la tangente géo-
métrique Ay, 5, lorsque f/'(zg) # 0). On pourrait aussi remarquer que la tangente
géométrique Ay », (lorsque f'(xg) # 0) est caractérisée par la propriété suivante :
il s’agit de I'unique droite A (passant nécessairement par f(zg)) telle que :

(2.84) distance (f(zg + h),A) = o(|h]) (lorsque h — 0).

En effet, lorsque h s’approche de 0, le point d’affixe f(xg) + f'(x0) h est un point
de la droite Ay, 4, situé a une distance d’au plus o (|h|) du point f(zo + h). La

31. Attention! il peut fort bien y avoir d’autres passages en ce point d’affixe f(z¢) de la courbe
paramétrée : x € I — f(x); ces divers passages peuvent alors parfaitement s’effectuer chaque fois
avec des tangentes géométriques différentes : penser par exemple & une courbe paramétrée dont
I'image présente une boucle dans le plan.
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“\\\A)%’ .

FIGURE 2.7. Tangente géométrique a une courbe plane en un point
stationnaire (Proposition 2.20)

droite A = Ay, ., vérifie donc bien (2.84). Réciproquement, si une droite A vérifie
(2.84), elle passe bien par f(zg) et c’est forcément la droite A, ,, (voir la clause
d’unicité dans la Proposition 2.4).

Nous allons maintenant tenter de généraliser pareille configuration géométrique hors
de la contrainte f’(xg) # 0.

DEFINITION 2.22 (points < non-stationnaires/stationnaires > d’une courbe pla-
ne paramétrée de maniere CP*1). Soit I un intervalle ouvert de R contenant un
point xp, p un entier naturel, et f : I — C une application de classe CPT! de I
dans C.

— Si f'(x0) # 0, on dit que la courbe paramétrée x € I — f(x) présente un

point < non-stationnaire > 32 lorsque le paramétre x prend la valeur g ;

— Si f'(zg) = 0, on dit que la courbe paramétrée x € I — f(x) présente un

point < stationnaire >33) lorsque le paramétre x prend la valeur x.

REMARQUE 2.35. Au point d’affixe f(x¢) € C (z¢ € I) ol la courbe paramétrée
x € I = f(x) € C présente un point non-stationnaire (ou encore régulier) lorsque
le parametre x est égal & xg (i.e. f'(zg) # 0), la droite passant par le point d’affixe
f(zo) et dirigée par le vecteur d’affixe f’(xg) représente la tangente géométrique
a la courbe z € I — f(x) € C lorsque le parametre x est égal & xg (Proposition
2.7, situation qu’illustre la figure 2.3). Cette tangente géométrique peut aussi étre
caractérisée par la Remarque 2.34.

Il se trouve que la Remarque 2.35 s’adapte encore dans le cas de certains points
stationnaires, pour les courbes planes paramétrées de maniere CPt1, avec p € N*.

PROPOSITION 2.20 (tangente géométrique en un point stationnaire d’une courbe
plane paramétrée). Soit I un intervalle ouvert de R contenant un point xo, p un
entier naturel non nul, et f : I — C une application de classe CPT' de I dans

32. On dit aussi « régulier >.
33. On dit aussi < singulier >.
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C, présentant un point stationnaire lorsque le paramétre x prend la valeur xg (i.e.
f'(x0) = 0), mais telle qu’il existe v € {2,...,p+ 1} tel que f*)(xq) # 0. Soit

po=inf{ve{2,..,p+1}; F) (@) # 0}.

La droite AL;’flzo passant par le point d’affize f(xo) et dirigée cette fois par le vec-
teur d’affize ) (z9) # 0 représente encore la tangente géomélrique d la courbe
paramétrée

zelr— f(x)

lorsque x est voisin de xg. Ceci signifie, comme dans le cadre de la Proposition 2.7 :
— d’une part qu’il existe 0y, > 0 tel que :

(2.85) Voeel\{xo}, |z—zo|<nw = f(x)# flxo);

— d’autre part, que la droite Ag[c’f)]m représente la position limite de la droite
Ay, 2 jotgnant f(zo) a f(x) # f(xo) lorsque = tend vers xy dans le segment
[330 — Nzos Lo + 77920]

La configuration géométrique est celle illustrée par la figure 2.73%.

DEMONSTRATION. Comme f est dérivable & 'ordre p + 1 au point xg, f ad-
met un DL & lordre p + 1 en xg, qui coincide (¢f. la Proposition 2.15) avec son
développement de Taylor-Young (2.47) a 'ordre p + 1 en zy. On a donc :

L e(k) £ ()

Vhe Ly, flro+h) =3 fT(,xO) h* 4o (|BPHY) = (h), ot (h) ~ "
k=p '

! v 0

Il en résulte qu'il existe 1, > 0 tel que [—nyy, Mwo] C Is, €t que :
A < ey = l(R)] = 1/2.

On a donc bien (2.85). Pour x # x¢ dans le segment [z — 7z, , To + N, ], l€ vecteur

d’affixe
f(z) = f(zo)
(x — o)™

est un vecteur non nul dirigeant la droite A, , passant par les points distincts
d’affixes respectives f(zg) et f(x). Or

L f@) — f) 9 )

im = .

i (x — zp)H !

Un certain vecteur directeur de la droite A,, , (passant par le point d’affixe f(z¢))
tend donc, lorsque x tend vers x¢ dans [£o — 1z, o + M, ), vers un vecteur directeur

de la droite A%]JO (qui, elle aussi, passe par le point d’affixe f(z¢)). La droite
A%m est donc bien la position limite de la droite A, , lorsque x tend vers zg
dans [2g — Nzgs To + Nao) \ {Z0}- O

34. On se trouve donc dans la méme configuration que celle décrite dans la Proposition 2.7 et
illustrée par la figure 2.3, dans le cas ou la courbe présentait un point non-stationnaire lorsque le
parametre prenait la valeur zg. La différence toutefois, maintenant que le point est stationnaire

(i-e. f'(zo) = 0), est que cette fois la tangente géométrique a la courbe lorsque le parametre x
prend la valeur xq est la droite < limite > Ag[,ff)],z[) passant par le point d’affixe f(zo) est dirigée par
le vecteur d’affixe f(+) (z0) # 0; ce ne peut plus en effet étre dans ce cas la droite Az, 2o = AL}J’ZO
comme dans la Proposition 2.7, puisque f/(z¢) = 0 (le point f(zo) étant cette fois stationnaire).
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FIGURE 2.8. Tangente géométrique (tracée en rouge) a la courbe
x € R+ 2% + i3 (tracée en bleu) en l'origine

REMARQUE 2.36 (une autre caractérisation géométrique de la tangente géo-

métrique A‘[ﬁf)]’wo en un point stationnaire). On pourrait aussi remarquer, comme

dans la Remarque 2.34, que la tangente géométrique Agéf)]’zo (lorsque f'(zg) = 0)
est caractérisée par la propriété suivante : il s’agit de 'unique droite A (passant
nécessairement par f(zg)) telle que :

(2.86) distance (f(zg + h),A) = o (|h|*) (lorsque h — 0).

En effet, lorsque h s’approche de 0, le point d’affixe f(xq) + £ (zo) h*/u! est un
point de la droite A%],wo situé & une distance d’au plus o (|h|*) du point f(xg+ h).
La droite A = AL‘;]@O vérifie donc bien (2.86). Réciproquement, si une droite A
vérifie (2.86), elle passe bien par f(xo) et on peut montrer que c’est forcément la

droite A;[c’f)],xo du fait de I'unicité du DL a l'ordre p 4+ 1 de f au point xg.

EXEMPLE 2.19 (un exemple de point stationnaire cuspidal). La courbe pa-

ramétrée par :
fizeR— 2% +ia®

présente un point stationnaire lorsque le parametre  prend la valeur 0 (ce point
stationnaire étant dans ce cas l'origine). La courbe paramétrée ainsi présente en ce
point une tangente géométrique, qui est, puisqu’ici p = 2 et que f”(0) = 2, la droite
passant par l'origine et dirigée par le vecteur ;(cf la figure 2.8). Cette courbe est
dite présenter un point stationnaire cuspidal (ici de premiére espéce, comme on le
verra plus loin) lorsque le parametre prend la valeur 0.

Pour préciser la description géométrique (en particulier la position par rapport &
la tangente géométrique) du tracé d’une courbe paramétrée x € I — f(z) € C au
voisinage de f(xo) (pour les valeurs du parametres voisines de xg), illustrée par les
figures 2.3 (cas des points non stationnaires) ou 2.7 (cas des points stationnaires),
nous supposerons que f est de classe CP*! sur I pour un certain p € N* et que
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(1)

Y
FIGURE 2.9. Configuration de point ordinaire (p impair, ji pair)

les p 4 1 vecteurs du plan d’affixes respectives f’(x),...,f PV (zo) engendrent R2.
Ceci implique :

~ Tensemble {v € {1,...,p}; f*) (o) # 0} C N* est non vide, et contient donc

un plus petit élément que 'on note x; on pose dans tous les cas de figure 3® :

(2.87) p=min{v € {1,...,p+1}; f¥)(z) # 0}.

— D'ensemble des entiers 7 € {u + 1,...,p + 1} tels que les vecteurs d’affixes
F®) (20) et f@)(z0) forment une base®® de R? est non vide et contient donc
un plus petit élément que 'on note f :

(2.88) fi ==min{ve {u+1,..,p+1}; Im [f)(20) f@ (z0)] # 0}.
Le développement de Taylor & 'ordre p + 1 de f en xg s’écrit alors :

Vhe L, flzo+h)=

F (o) FP ) S ) "
= L opp ..l TRk o2 VT RP h|P
R e S ] T o(JhPHY)
f) (g F) (zg) . . _
= L) i+ S0 G, o) et )

Nous distinguons quatre configurations possibles, suivant les parités respectives des
entiers p et fi.

(1) Le cas p impair et ji pair : c’est la cas le plus fréquent 7. La tangente

géométrique A‘[E’f)]’zo est dirigée par le vecteur d’affixe f(*)(zy). Comme
la coordonnée @(h)/f! (disons '« ordonnée ») suivant ’autre vecteur de
base (d’affixe f(")(z()) reste positive (h# > 0 au voisinage de 0 car fi
est pair), la courbe paramétrée = — f(x) reste, lorsque x est voisin de
g, toujours du méme coté de sa tangente géométrique AL‘Q,IO. De plus,
I'< abscisse > o(h)/u! suivant le vecteur d’affixe f(*)(z() dirigeant la tan-
gente change, elle, de signe quand h passe par la valeur 0 (car ’exposant
1 est supposé impair). C’est la configuration dite de point ordinaire. Elle
est illustrée par la figure 2.9.

35. Si p = 1, on est dans la configuration de point non-stationnaire lorsque le parametre
prend la valeur xg ; si p > 1, on est dans la configuration de point stationnaire (toujours lorsque
z prend la valeur zg).

36. Deux vecteurs du plan ayant pour affixes respectives les deux nombres complexes z = a+1i8
et w = v + 46 forment une base de R? si et seulement si ad — By # 0, ou encore Im[zw] # 0.

37. Par exemple : =1 et i =2, i.e le point f(zg) correspond & un point non-stationnaire et

Tm [f/(z0) "' (0)] # 0.
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f()

FIGURE 2.10. Configuration de point d’inflexion (u impair, i impair)

(2) Le cas p impair et i impair : c’est, apres le premier cas, celui que 1'on ren-
contre le plus fréquemment en second 3%, La tangente géométrique A%m
est toujours dirigée par le vecteur d’affixe f(#)(zq). Comme la coordonnée
@(h)/i! (disons I'< ordonnée ») suivant l'autre vecteur de base (d’affixe
) (x0)) change cette fois de signe lorsque h passe par 0 (car i est cette
fois impair), la courbe paramétrée x — f(x), lorsque x est voisin de xg

et passe par rg, < traverse > sa tangente géométrique Ag’f},zo. De plus,
I'< abscisse > o(h)/u! suivant le vecteur d’affixe f(*)(z¢) dirigeant la tan-
gente continue & changer de signe quand h passe par la valeur 0 (car
Pexposant p est toujours supposé impair). C’est la configuration dite de
point d’inflexion>®. Elle est illustrée par la figure 2.10.

(3) Le cas p pair et ji impair “? : cette fois, la courbe traverse toujours sa tan-
gente géométrique (car la coordonnée suivant le vecteur d’affixe f(#) ()
change de signe lorsque = passe par z( (en effet fi est impair), mais cette
fois, la composante suivant le vecteur d’affixe f(“)(xo) dirigeant la tan-
gente géométrique Agﬁf)],mo reste positive : la courbe rebrousse donc chemin
(tout en traversant sa tangente). On dit qu’elle présente un rebroussement
de premiére espéce , ou encore un point cuspidal de premiére espéce (ou
cusp) au point (stationnaire) f(zo) lorsque le parameétre x prend la valeur
7o (voir la figure 2.11 ainsi que I'exemple de la courbe x + 22 + iz® en
x = 0 tracée sur la figure 2.8).

(4) Le cas u pair et i pair? : cette fois, la courbe ne traverse plus sa tan-
gente géométrique, car la coordonnée suivant le vecteur d’affixe f(%) ()

38. Par exemple : 4 =1 et i = 3, i.e le point f(zg) correspond & un point non-stationnaire,

Im [f'(x0) f (z0)] = 0, et Im [f"(z0) f(*) (z0)] # 0.

39. On peut considérer que la tangente géométrique AL‘S]@D qui, déja, intersecte par construc-
tion méme (comme position limite des droites Ag,,» quand x tend vers zg dans I'\ {zo}) la courbe
f(I) en deux points confondus en f(zo), intersecte en fait la courbe f(I) en un troisieéme point
confondu avec les deux autres en xg : en effet la courbe, non seulement est tangente a la droite

A%],,;O au point f(zp), mais encore coupe cette droite en ce point (puisqu’elle passe de l'autre
coté).

40. Par exemple, le cas p = 2 et i = 3 de ’exemple 2.19.

41. Par exemple, le cas = 2 et i = 4 de 'exemple = + 2 + i(z* — 25 /2), voir I'exemple 2.20
et la figure 2.13.
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FIGURE 2.11. Configuration de point de rebroussement (ou cus-
pidal) de premiere espece (p pair, fi impair)

FIGURE 2.12. Configuration de point de rebroussement (ou cus-
pidal) de seconde espece (u pair, fi pair)

reste positive lorsque x passe par xg (en effet f est cette fois pair).
La composante suivant le vecteur d’affixe () (zo) dirigeant la tangente
géométrique A%JO reste positive : la courbe rebrousse donc chemin (tout
en ne traversant plus cette fois sa tangente). On dit qu’elle présente un
rebroussement de seconde espéce , ou encore un point cuspidal de seconde
espéce (ou cusp de seconde espece) au point (stationnaire) f(xg) lorsque
le parametre « prend la valeur xy (voir la figure 2.12 ainsi que ’exemple
de la courbe z +— 22 +i(z* — 2°/2) en x = 0 tracée sur la figure 2.13).

EXEMPLE 2.20 (un exemple de point cuspidal de seconde espece). La courbe
r + 22 + i(2* — 25/2) présente un point cuspidal de seconde espece (1'origine)
lorsque le parametre passe par la valeur 0. Voir la représentation graphique sur la
figure 2.13.

EXEMPLE 2.21 (les courbes cycloidales). Si l'on fait < rouler » (sans glisse-
ment) un cercle de rayon r sur, & Uintérieur ou a I'extérieur, un cercle de rayon R
(le quotient /R étant un nombre rationnel), un point marqué du cercle de rayon r
parcourera une courbe plane présentant des points cuspidaux (de premiere espece),
voir la figure 2.14 : ces courbes s’appellent hypocycloides ou épicycloides, suivant
que l'on fasse rouler le cercle de rayon r & I'intérieur du cercle de rayon R (hypo)
(elles furent étudiées alors par Albrecht Diirer, sous le qualificatif d’hypotrocoides,
des le XVI-ieme siecle) ou & extérieur de ce dernier cercle (épi). On les tracait au-
trefois (avant que n’apparaissent les logiciels graphiques) avec des spirographes (&
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FIGURE 2.13. La courbe x — 22 +i(z* — 2°/2) pres de lorigine
(x = 0) : un point cuspidal de seconde espece

FIGURE 2.14. Comment générer des courbes cycloidales.

base de systemes d’engrenages) ou avec ces compas de précision qu’étaient les pan-
tographes des géometres. La cardioide (épicycloide & un rebroussement), la deltoide
(hypocycloide & trois rebroussements), I’astroide (hypocycloide & quatre rebrousse-
ments), la néphroide ou < pelote de laine > (épicycloide & deux rebroussements) en
sont des exemples célebres. Le méme phénomene se produit pour la courbe parcou-
rue par le point courant d’une cercle < roulant > sur une droite : la courbe obtenue
est alors la cycloide; elle présente des arches successives.

REMARQUE 2.37 (ol trouver un vivier d’exemples 7). Pour visualiser un < her-
bier > interessant de courbes planes, parmi lesquelles les courbes cycloidales évoquées
pour leurs points cuspidaux de premiere espece dans 'exemple 2.21, on pourra
consulter avec profit le tres riche site web http://www.mathcurve.com

2.7.2. Etude des branches infinies des courbes planes. Soit I un inter-
valle de R et f : I — C une application continue de I — C. Soit z¢ € [—o0, +00]\ T
un point adhérent a I (si zg = +00, ceci siginifie que I contient un intervalle ouvert
|R, +oo[ pour un certain R > 0, tandis que, si xg = —o0, ceci signifie que I contient
un intervalle ouvert | — oo, —RY]).

DEFINITION 2.23 (branche infinie d’une courbe plane). Sous les hypotheses ci-
dessus, on dit que la courbe plane paramétrée par f :xz € I — f(x) € C présente
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une branche infinie lorsque le parametre x s’approche de la valeur g si et seulement
si
(2.89) lim |f(z)| = +o0.

T—x(

xzel

L’étude des branches infinies d’une courbe plane paramétrée aide au tracé de la
courbe. Nous retiendrons en particulier ici le concept de direction asymptotique.

DEFINITION 2.24 (direction asymptotique d’une branche infinie d’une courbe
plane). Sous les hypotheses de la Définition 2.23, la branche infinie présentée par
la courbe paramétrée par f = u + v : I — C est dite présenter une direction
asymptotique (quand x — zo € I) lorsque le parametre z s’approche de xq si et
seulement si, outre la clause (2.89), on a la clause supplémentaire :

(2.90) tim 2 _ 4 € [—o00, +od].
=g u(x)
zel
Si a = £+ 4 oo, on dit que la branche infinie de la courbe plane présente une

direction asymptotique verticale lorsque z tend vers xy. Si @ = 0, on dit que la
branche infinie de la courbe plane présente une direction asymptotique horizontale
lorsque x tend vers xg. Si enfin a € R*, on dit que la courbe plane présente une
direction asymptotique obligue lorsque x tend vers g ; le nombre réel a est dit dans
ce cas direction (ou pente) de cette direction asymptotique.

Lorsque la branche infinie de la courbe plane paramétrée par f = u+iw : I — C

(lorsque z tend vers xg € I) présente une direction asymptotique, on distingue deux
cas :

— Sia € R, on étudie le comportement de v(z) — au(z) lorsque x — ¢, par

exemple en effectuant (s’il existe) un DL de h € I, — v(zo+h) —au(zg+h)

au voisinage de 0 si zp € R, ou un DL de = — v(x) — au(z) au voisinage

de +oo suivant 1’échelle de comparaison des fonctions puissance h* ou 27,
k € N. Si

lim (v(z) — au(x)) =b

vl

existe dans R (et que I'on dispose d'un DL suivant les puissances h*, k > 0
ou % k € N), on dit que la branche infinie présente une asymptote oblique
y = ax + b. Le DL obtenu permet de préciser en général la position de la
branche infinie par rapport a cette asymptote. Si I’'on a par contre :

lim |v(z) — au(z)| = +o0,

el
on dit que la branche infinie présente une direction parabolique dans la direc-
tion a (dans la direction de 'axe des x si a = 0).

— Si @ = 400, on reprend ’étude précédente avec z +— u(z) a la place de
2+ v(z) —au(z). Si v a une limite finie b lorsque x tend vers g, la branche
infinie présente une asymptote verticale = b. Un DL de x — u(z) au
voisinage de o ou 'infini permet alors de préciser la position de la branche
infinie par rapport a cette asymptote verticale. Si lim,_,,, |u(x)| = 400, on
dit que la branche infinie présente une branche parabolique dans la direction
de 'axe des y.
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FIGURE 2.15. La strophoide droite (& gauche) et la branche d’hy-
perbole (& droite)

EXEMPLE 2.22. La strophoide droite paramétrée par

1— 22 1—2?
f :xeR%u(x}—i—iv(x):Hi;—i—ixT;

présente deux branches infinies, respectivement lorsque x — —oo et z — +oo. Il
s’agit dans les deux cas de branches présentant une direction asymptotique verticale
car on est dans la situation ou lim, 400 v(x)/u(z) = lim,;_, £ o0 © = Foo. Mais un
DL & lordre 2 de z — u(z) au voisinage de 400 ou —oo donne

1— a2 1—1/22

ST T e s LY ell/at),
La droite verticale d’équation z = —1 est pour les deux branches infinies asymptote
verticale et ces branches infinies se présentent a droite de cette droite lorsque x tend
vers +0o. Notons aussi la présence d’un point double car il y a deux passages a
Porigine (lorsque z = —1 et lorsque = 1). Voir la figure de gauche sur la figure
2.15. En revanche, la branche d’hyperbole

z € R+— u(z) +iv(x) = cosh (z) + isinh (z)

présente deux branches infinies (z tend vers —oo ou z tend vers +o00) présentant
des directions asymptotiques de pentes respectives —1 et 1. Comme tanh(xz) =
—1 + 2e%* 4 o(e?*) lorsque  — —oo et tanh(x) = 1 — 2e=2% + o(e~2%) lorsque x
tend vers 400, ces branches infinies ont pour asymptotes obliques respectivement
les droites d’équation y = —x et y = x, la position des branches par rapport a
ces asymptotes étant celle précisée sur la méme figure 2.15 (figure de droite). Les
hyperboles font, avec les ellipses (dont le cercle) et les paraboles, partie de la famille
des coniques, & savoir les courbes obtenues en intersectant un cone de révolution
avec un plan : lorsque ce plan est parallele aux génératrices du cone, on obtient une
parabole; sinon, on obtient une ellipse lorsque le plan intersecte ’axe de révolution
du cone, une hyperbole avec ses deux branches sinon.






CHAPITRE 3

Intégration au sens de Riemann

Ce chapitre est dévolu a I'intégration des fonctions numériques. Les deux sym-
boles ¥ et [, I'un < romain >, 'autre < calligraphique >, désignent tous deux une
méme opération, la somme (qui, une fois divisée par le nombre de termes sommés,
devient une moyenne). Cette opération de somme est le fondement de 'opération de
prise de moyenne ou encore d’intégration en analyse, tandis que celle de différence
(il suffit par exemple de penser & 'expression d’un taux de variations) est au coeur
de l'inverse de cette opération d’intégration, a savoir 'opération de différentiation.
En traitement d’image par exemple, moyenniser une image, c’est en obtenir une
version « floue » (c¢f. par exemple la place de I’Etoile la nuit photographiée pen-
dant un temps d’exposition significatif et les trainées lumineuses observées sur la
pellicule), tandis que la dériver (horizontalement, verticalement, ou suivant une di-
rection oblique), c’est tacher d’extraire de I'image les < lignes de rupture » ou de
contraste (horizontales, verticales, ou obliques, suivant la direction de différentiation
choisie). On présente dans ce chapitre une introduction a I'intégration des fonctions
d’une variable réelle (& valeurs réelles ou complexes) au sens de Riemann, c’est-a-
dire suivant un maillage du domaine de définition (en l'occurrence ici un segment
[a,b] de R non réduit & un point). Ultérieurement, vous rencontrerez une autre
approche, basée cette fois non plus sur un maillage de ’ensemble de départ, mais
sur un maillage de I'ensemble d’arrivée : ce sera le principe de l'intégration des
fonctions numériques (a valeurs réelles ou complexes) au sens de Lebesgue.

3.1. Fonctions en escalier sur un segment

Soit [a, b] un segment de R non réduit & un point ; une subdivision o du segment
[a,b] (on dit aussi maillage de [a,b]) est par définition une suite finie de N + 1
(N > 1) nombres zg, ..., zn, tels que :

a=xg<x1<--<axny =0
Le pas de cette subdivision est le nombre strictement positif :
T(o):= sup (zj41 — ;).
0<j<N-1
Si tous les nombres ;41 —x;, pour j =0, ..., N — 1 sont égaux, on dit que le pas de

la subdivision o est régulier; la subdivision (ou le maillage) sont alors dits réguliers.
Les nombres xg = a, x1, ...,z = b sont, eux, appelés les neuds du maillage.

DEFINITION 3.1 (fonctions en escalier sur un segment). Soit [a,b] un segment
de R non réduit & un point. Une fonction f : [a,b] — R est dite en escalier s’il existe
une subdivision o de [a, ] telle que la fonction soit constante dans tout intervalle
ouvert limité par deux noeuds consécutifs de la subdivision . La subdivision o est
alors dite adaptée & la fonction en escalier f.

89
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EXEMPLE 3.1. Si N est un entier strictement positif, la fonction
f 12 €[0,N]— E(z),

ou E(x) (partie entiere de x) désigne la distance entre le nombre z et 'entier le
plus proche de z & sa gauche, est en escalier sur [0, N]. Une subdivision adaptée est
la subdivision :

O=2xp<z1=1<29=2< - <axny_1=N-1<zy=N.

En effet, on a f(z) = k sur |k, k+ 1] pour £k =0, ..., N — 1. En revanche, la fonction
x € [0, N] — E(z) — x n’est pas en escalier sur [a, b].

REMARQUE 3.1 (discontinuités d’une fonction en escalier réelle). Soit [a,b] un
segment de R non réduit a un point. On remarque qu’une fonction en escalier
f :]a,b] = R ne possede (au plus) qu'un nombre fini de points de discontinuité sur
Ja, b[; ces points de discontinuité sont en effet & prendre parmi les noeuds (éventuels)
d’un maillage adapté o (différents des extrémités zo = a et xny = b). Les extrémités
a =z et b = xy du segment [a,b] peuvent étre aussi des discontinuités (si f(a)
differe de la valeur constante de f sur Ja,z1[ ou si f(b) differe de la valeur constante
de f sur Jxn_1,b]). Ainsi le nombre de points de discontinuité d’une fonction en
escalier f sur [a, b] est-il toujours majoré par le nombre total de neuds d’un maillage
adapté a f.

REMARQUE 3.2 (limites & gauche et & droite d’une fonction en escalier réelle).
Soit [a, b] un segment de R non réduit & un point. Si f : [a,b] — R est une fonction
en escalier et que o est une subdivision de [a,b] adaptée a cette fonction, f est
continue en tout point = de [a,b] qui n’est pas un nceud de o. En chaque nceud
z; de o différent de a et b, f est constante (égale & Aj) sur un intervalle ouvert
|z;,2; + e[ & droite de x5, ainsi que sur un intervalle ouvert Jo; —e_, ;[ & gauche
de z; (ou elle vaut A;). La fonction f admet donc une limite a droite (égale a
Aj) en z; et une limite & gauche (égale & A7) en x;. Aux points a et b, f admet
respectivement une limite & droite (en a) et une limite a gauche (en b). Une fonction
f :[a,b] = R en escalier sur [a,b] admet donc une limite a droite en a, une limite
& gauche en b, et des limites & droite et & gauche en tout point ¢ €]a, b[.

Etant donnée une fonction f :[a,b] — R en escalier, il existe une unique subdivision
g de [a,b], de nceuds zg = a, &1,....Z5 = b, telle que, pour tout j =1,...,N — 1,

@y +25-1)/2) # f((25 + 241)/2).
Cette unique subdivision est dite subdivision adaptée mazimale a la fonction en
escalier f : [a,b] — R. C’est la subdivision adaptée dont le pas est le plus grand
possible.
Etant donnée une fonction en escalier réelle sur un segment [a, b] non réduit & un
point, et une subdivision adaptée o = a < 21 < -+ < xy = b, avec f = A; sur
lzj, zj41] pour j =0,...,N — 1, le nombre :

1 =
(3.1) P > (@i —xi)A; = T
3=0 > (@541 — x)

Jj=0

—

0

N—-1

> (Tjp1 —x5)A;
j:

N—
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s’interprete naturellement comme une valeur moyenne de la fonction f sur [a,b].
Cette valeur moyenne ne dépend pas de la subdivision adaptée choisie pour la calcu-
ler : il suffit, pour voir cela, étant données deux subdivisions o et o9 adaptées a f,
de calculer cette valeur moyenne en utilisant la subdivision de [a, b] dont I’ensemble
des neceuds est 'union de 'ensemble des nocuds de o1 avec celui des noeuds de 0.

DEFINITION 3.2 (intégrale d’une fonction en escalier sur un segment). Soit [a, b]
un segment de R non réduit & un point. Si f : [a,b] — R est une fonction en escalier
sur [a,b], et que g = a < 21 < -+ < xy = b est une subdivision adaptée a cette
fonction, on appelle intégrale de f sur [a,b] le nombre (indépendant du choix de la
subdivision adaptée) :

N—1

(32) F@ydt =" (w01 — ;) Ay,

la,b] 0

<

ou A; désigne, pour j =0,..., N —1, la valeur (constante) prise par f sur l'intervalle
ouvert |z;, zj41]. Autrement dit, Uintégrale de f sur [a,b] est le produit par la
longueur b — a du segment [a,b] de la moyenne de [ sur [a,b] telle qu’elle a été
définie en (3.1).

REMARQUE 3.3 (indifférence vis-a-vis des valeurs de la fonction aux nceuds d’un
maillage adapté). La valeur de l'intégrale (3.2) sur un segment [a,b] de R d’une
fonction f réelle en escalier n’est pas affectée si 'on change de maniére arbitraire
les valeurs de f aux nceuds d’un maillage adapté.

Sif :la,b] > Retg :[a,b] — R sont deux fonctions en escalier sur [a,b] et que
A et p sont deux nombres réels, on constate, en travaillant avec une subdivision
adaptée a la fois a f et g (il suffit de prendre une subdivision dont ’ensemble des
nceuds est 'union de celui des noeuds d’une subdivision o; adaptée a f avec celui
des noeuds d’une subdivision o, adaptée & g) que la fonction Af + pg est encore en
escalier sur [a, ] et que :

(3.3) /[ ) A+ pg)t)dt =X f@)dt+ u/ g(t) dt.

la,b] [a,b]

Autrement dit, l'opération de prise d’intégrale des fonctions réelles en escalier sur
un segment [a,b] de R est une opération R-linéaire.

L’intégrale sur un segment [a,b] de R (a < b) d’une fonction en escalier réelle
positive ou nulle sur ce segment est, d’aprés la définition (3.2), un nombre positif
ou nul. Par conséquent, si f et g sont deux fonctions en escalier de [a, b] dans R, on
a :

(3.4) (Vx € la,b], f(z) < g(x)) — ( Ft)dt < /

[a,b]

g(t) dt) .

[a,b]

Autrement dit, l'opération de prise d’intégrale des fonctions en escalier sur un seg-
ment [a,b] de R est une opération monotone. En particulier, comme |f| > sup(—f, f)
sur [a,b], on a, pour toute fonction en escalier sur [a,b] :

(3.5) FARCLIE /[a,b] £(0)] d.
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3.2. Intégration des fonctions réelles bornées définies sur un segment

Soit [a, b] un segment de R non réduit & un point et f : [a,b] — R une fonction
réelle bornée, ce qui signifie qu’il existe deux constantes réelles m et M telles que :

V€ [a,b], m< f(z) < M.

L’ensemble EL des fonctions réelles u en escalier sur [a, b] et telles que u(z) < f(z)
pour tout = € [a,b] est donc non vide (il contient la fonction constante égale a m
sur [a,b]). De méme, ’ensemble E£ des fonctions réelles v en escalier sur [a,b] et
telles que v(z) > f(x) pour tout = € [a, b] est aussi non vide (il contient la fonction
constante égale & M sur [a,b]). Si u € EL, on a u(z) < f(z) < M pour tout
x € [a,b] et, par conséquent, en utilisant I'inégalité (3.4) :

Vue EL, / u(t) dt < Mdt = M(b—a).
Vb [a,b]
Notons que, parmi les fonctions u € Ei, figure la fonction constante égale a m,

pour laquelle 'intégrale sur [a,b] vaut m(b — a). De la méme maniere, si v € Ei,
on am < f(x) <wv(x) pour tout x € [a, b] et, par conséquent, toujours en utilisant
I'inégalité (3.4) :

VveEi, / v(t)dt > mdt =m(b— a).
[a,b] [a,b]

Notons que, parmi les fonctions v € Ei, figure la fonction constante égale a M,
pour laquelle l'intégrale sur [a,b] vaut M (b — a).
Si 'on prétend donner un sens a un nombre qui correspondrait & I'intégrale de la
fonction f sur [a,b], deux possibilités s’offrent & nous :
— soit tenter d’évaluer ce nombre < par en dessous >, en disant qu’il s’agit de
la borne supérieure de I’ensemble

{/[ab]u(t)dt; ueEé} C [(b—a)ym, (b—a)M] ;

— soit tenter de 1’évaluer < par dessus >, en disant qu’il s’agit de la borne
inférieure de I’ensemble

{/[ab]v(t)dt; veBL} cl(b—aym, (b—a)M];

Pour qu’un tel nombre existe, encore faut-il que ces calculs soient cohérents. Tout
ce que l'on peut assurer, puisque v < f < v sur [a, b] pour toute fonction u € Eé

et toute fonction v dans Ei, est que :

sup{/[mb} u(t)dt; u € Eé} < inf{/[a,b] v(t)dt; v e Eé}

Mais il n’y a pas toujours égalité entre ces deux nombres, comme le montre ’exemple
suivant.

EXEMPLE 3.2 (un exemple posant probléme : on ne peut pas toujours définir
lintégrale sur un segment d’une fonction réelle bornée!). Soit f la fonction définie
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sur [a,b] (a < b) par :

1 sizé€la,bNQ

Vz € [a,b], f(z)= 0 size€lab]\Q.

Toute fonction de u € Eé est nécessairement négative en tous les points qui ne
sont pas des nceuds d’une subdivision adaptée (car tout intervalle ouvert de [a, b],
en particulier tout intervalle ouvert entre deux nceuds d’une subdivision adaptée a
u, contient au moins un nombre irrationnel ot f > u est nulle); on a donc

sup{/ u(t)dt;ueEé}SO.
[a,b]

D’un autre coté, toute fonction v € Ei est nécessairement minorée par 1 en tous
les points qui ne sont pas des nceuds d'une subdivision adaptée (car tout intervalle
ouvert de [a, b], en particulier tout intervalle ouvert entre deux noeuds d’une sub-
division adaptée & w, contient au moins un nombre rationnel ot v > f > 1); on a
donc

inf{/ v(t)dt;vEEi}Zb—a>O.
[a,b] -

On voit sur cet exemple qu’il y a incompatibilité entre les deux approches pro-
posées, a savoir I’évaluation de ce qui serait 'intégrale de f < par en dessous > et
I’évaluation de ce qui devrait étre aussi 'intégrale de f, cette fois < par au dessus >.
Cet exemple (par trop < mathématique ») peut certes paraitre un tant soit peu ar-
tificiel, mais il existe dans la nature nombre de phénomenes matérialisés par des
fonctions numériques pour lesquelles on peut deviner qu'un tel probléeme se pose :
pensez par exemple & une fonction positive f de nature fractale!, dont le graphe
ressemblerait & un cactus hérissé de piquants ou au bord d’un flocon de neige. Le
calcul de l'intégrale < par en dessous » tend intuitivement dans ce cas a donner 0
tandis que le calcul de l'intégrale < par au dessus > semble, lui, tendre a donner un
nombre strictement positif (vu le caractére <« expansionniste > de la fonction : un
flocon de neige tend & occuper un maximum d’espace!).

Ce qui précede nous conduit naturellement & la définition suivante :

DEFINITION 3.3 (fonction réelle intégrable Riemann). Une fonction f : [a,b] —
R est Riemann-intégrable (ou encore intégrable au sens de Riemann?) si et seule-
ment si elle est bornée sur [a,b] et telle que :

(3.6) sup{/ u(t)dt;uEEﬁ}:inf{/ v(t)dt;veEﬁ}.
la,b] - [a,b] -

Si tel est le cas, on définit alors I'intégrale de f sur [a,b] (au sens de Riemann) par :

(3.7) f(t)dt:sup{/ u(t)dt;uEEi}:inf{/ U(t)dt;’UEEi}.
[a,b] [a,b] - [a,b] -

1. En examinant le graphe de pareille fonction avec une loupe, quelque soit le grossissement,
on voit apparaitre le méme graphe.

2. On attribue au géometre allemand Bernhard Riemann (1826-1866) cette approche de
I'intégrale des fonctions numériques, approche qu’il a souvent exploité dans ses travaux dont
la finalité était tout autre. Les contributions majeures de Riemann concernent en effet surtout la
géométrie. Cette approche de la notion d’intégrale est, on le verra, celle qui se préte le mieux au
calcul numérique approché.
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FI1GURE 3.1. Illustration du critere d’intégrabilité Riemann

Le critere suivant (qu’illustre la figure 3.1) permet de caractériser si oui ou non une
fonction bornée f : [a,b] — R est Riemann intégrable.

PROPOSITION 3.1 (critere d’intégrabilité Riemann). Soit f une fonction réelle
bornée définie sur un segment [a,b] de R (a < b). La fonction f est Riemann
intégrable sur [a,b] si et seulement si

(38)  VneN', Ju, € EL, v, €EL, tq lim (Un, — un)(t) dt = 0.

n—-+00 [a,b]

De plus, si tel est le cas, alors, pour toute suite de fonctions en escalier (wy)n>1
telles que u, < w, < v, sur [a,b] pour tout n assez grand, on a

(3.9) f(t)dt = lim wn () dt.

[a,b] n—-+00 [a,b]

DEMONSTRATION. On utilise le fait suivant : si A est un ensemble non vide
borné de R, alors sup A et inf A s’expriment comme limites de suites d’éléments
de A : si n € N*, il existe en effet toujours un élément I, € A tel que 'on ait
Pencadrement sup A — 1/n < I,, < sup A et un élément J,, € A tel que, cette fois,
inf A <w, <inf A+1/n. On prend pour A soit ’ensemble des nombres f[a,b] u(t) dt

(lorsque u € Eé) pour justifier 'existence de u,, (d’intégrale sur [a, b] le nombre I, ),

soit ’ensemble des nombres f[a b v(t) dt (lorsque v € Ei) pour justifier I'existence

de v,, (d’intégrale sur [a, b] le nombre .J,,). La formule (3.9) résulte de la monotonie
de l'opération de prise d’intégrale pour les fonctions en escalier (c¢f. U'inégalité 3.4),
couplée avec l'utilisation du lemme des gendarmes. O
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3.3. Une classe de fonctions réelles intégrables sur un segment

Toute fonction f : [a,b] — R en escalier est intégrable au sens de Riemann.
Voici une classe bien plus large de fonctions encore intégrables au sens de Riemann.

DEFINITION 3.4 (fonction réelle réglée sur un segment de R, premiere définition).
Soit [a,b] un segment de R non réduit & un point. Une fonction f : [a,b] — R est
dite réglée3 si et seulement si 'on peut trouver une suite (uy,),>1 de fonctions en
escalier de [a, b] dans R telle que :

(3.10) lim ( sup |f(x)—wun(z)]) =0.

n—+00 (re[a,b] " )
On dit alors qu’une telle suite (uy,)n>1 approche f uniformément sur [a,b] ou encore
que f est limite uniforme de la suite (un)p>1 sur [a,b].

REMARQUE 3.4. Toute combinaison linéaire & coefficients réels de fonctions
réglées de [a,b] dans R est encore réglée.

Voici une caractérisation équivalente des fonctions réglées qui nous sera utile plus
loin (dans la preuve de la Proposition 3.5).

PROPOSITION 3.2 (fonctions réelles réglées sur un segment de R et oscillation).
Une fonction f :[a,b] — R est réglée si et seulement si, pour tout € > 0, il existe
une subdivision o¢ de [a,b] telle que, si x5 et 25, sont deur neeuds consécutifs
quelconques de la subdivision o€, on ait*

(3.11) V& m €l il [f(€) - fnl <e

DEMONSTRATION. Supposons que, pour tout € > 0, il existe une subdivision
o€ de [a, b] telle que I'on ait (3.11) dés que x5 et x5, sont deux nceuds consécutifs
quelconques de la subdivision €. On définit une fonction en escalier u, : [a,b] — R
(ayant précisément o pour subdivision adaptée) en posant, pour tout x €]z, 25|,
ue(w) = f(&5), ol £§ est un point arbitraire de |5, 25, ;[ (aux noeuds de la subdivi-
sion ¢, on prend ue(z§) = f(x5)). On a clairement ainsi, d’apres (3.11) :

Va € la,b], |f(x) —u(r) <e

La fonction u. approche donc f a € prés de maniere uniforme. La fonction f est
donc réglée sur [a, b].

Supposons maintenant f : [a,b] — R réglée sur [a,b]. On peut construire une
subdivision o¢ (adaptée & une fonction en escalier u. approchant f de maniére

3. La terminologie « réglée > peut se justifier ainsi : pour tracer le graphe d’une fonction
en escalier, on peut s’aider d’une régle disposée parallelement & I’axe des abscisses, puis que 'on
translate ensuite dans la direction de I’axe des ordonnées. Le fait que les fonctions réglées soient les
limites uniformes de fonctions en escalier ou encore les fonctions d’oscillation locale arbitrairement
petite (voir la Proposition 3.2 plus loin) éclaire ainsi le choix du qualificatif < réglée >.

4. La quantité :

sup_ [7(€) — Ol

&melzs, 5[

s’appelle oscillation de la fonction f sur 'intervalle ouvert ]a:;, xj_H[. La condition (3.11) s’énonce
donc encore en disant que l'oscillation de f sur tout intervalle ouvert entre deux nceuds consécutifs
quelconques de la sudivision o€ est majorée par e.
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uniforme & € pres) de maniere a ce que, si x5 et x5, sont deux noeuds consécutifs
de cette subdivision o€, on ait, pour tout &, 7 E]x;, x§+1[,

1£(&) = FmI < 1F(€) — ue(&)] + [uc(&) — f(n)

(3.12) = [f(&) —ue(E)] + |uc(n) — f(n)]
<2 il[lpb] [f(z) — uc(x)| = 2e.

L’oscillation de f sur tout intervalle ouvert entre deux noeuds consécutifs de la sub-
division o€ ainsi construite est majorée par 2e. Comme € peut étre choisi arbitrai-
rement petit, il en est de méme pour 2e. La Proposition 3.2 est ainsi compléetement
démontrée. |

La premiere grande classe de fonctions réelles réglées sur un segment est celle des
fonctions réelles continues sur ce segment. En effet, on a la proposition suivante.

PROPOSITION 3.3. Soit [a,b] un segment de R non réduit a un point. Toute
fonction f :[a,b] = R continue sur [a,b] est réglée.

DEMONSTRATION. Soit f : [a,b] — R une fonction réelle continue sur [a, b].
D’apres le théoreme de Heine (Théoréme 2.3), une telle fonction f est uniformément
continue sur [a, b]. Pour tout n € N*, il existe donc 7, > 0 tel que

1

(3.13) Yoy € lab], |z —yl <= [f(z) - Fy)l <

Soit ,, une subdivision de [a,b] de pas inférieur ou égal & n,, et u, la fonction en
escalier (pour laquelle o, se trouve étre une subdivision adaptée) définie entre deux
neceuds consécutifs x,, ; et zp, j41 (parmiles N,, 4+ 1 nceuds de o,,) par :

Vo E}xn,j’ xn,j-‘rl[v un(x) = f(fn,j)a

ol &, ; est un point arbitraire du segment [z, ;, p_ j+1]. Pour chaque nceud z, ;,
j=0,..,Ny, on pose u,(xn ;) = f(2n,;). On a donc, pour tout & €]z, ;,Tn j+1]
(Pentier j étant ici arbitraire dans {0, ..., N, }), en utilisant (3.13) et le fait que le
pas de la subdivision o, soit inférieur ou égal précisément a 7,

1
(3.14) |f(@) = un(@)| = |f(@) = f(&n)] < —

n
Ceci reste vrai si @ = x,, ; Ou & = Ty, j+1 puisque le membre de gauche de (3.14) est
alors nul. La condition (3.10) est donc satisfaite par la suite (u, )n>1 ainsi construite.
La fonction f : [a,b] — R est ainsi réglée sur [a, b]. O

PROPOSITION 3.4 (toute fonction réelle réglée est Riemann intégrable). Si f
est une fonction réglée de [a,b] dans R, la fonction f vérifie le critére (3.8), et, par
conséquent, est Riemann-intégrable sur [a,b]. De plus, si (un)n>1 est une suite de
fonctions réelles en escalier sur [a,b] qui vérifie la clause (3.10), on a

(3.15) ft)dt = lim un(t) dt.
[a.b] 740 Jla ]
DEMONSTRATION. Pour tout n € N*, on peut, par hypothéses, trouver, pour
tout n € N*, une fonction en escalier u,, : [a,b] — R telle que
1

Vo € la,b], up(z) — % < fz) < up(z) + e
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La fonction en escalier

1
Up T € [a,b] = up(z) — —
n

est donc dans Eé, tandis que la fonction en escalier

1
Up € [a,b b—>un(x)+ﬁ

est dans Ei Or, en utilisant le fait que la prise d’intégrale des fonctions en escalier
est une opération linéaire (cf. (3.3)), on en déduit :

2 b-
og/ (ﬁn—ﬂn)(t)dtg/ Sap=""2
[a.b] [a.b] ™ 2n

On a donc bien

lim (U, — up)(t) dt = 0.

n—+o0o [a,b]

Le critere (3.8) est bien satisfait. La fonction f : [a,b] — R est bien Riemann-
intégrable sur [a, b]. De plus, comme

Uy < up < 0y sur [a,b] Vn € N

on a
ft)dt = lim un (t) dt
0. notoo Jiap
d’apres la derniere assertion de la Proposition 3.4. O

3.4. Calcul approché de l’'intégrale des fonctions réelles continues

Soit [a, b] un segment de R non réduit & un point et f : [a,b] — R une fonction
continue sur [a,b]. La fonction f est réglée sur [a,b] (d’apres la Proposition 3.3),
donc Riemann-intégrable sur [a,b] (d’apres la Proposition 3.4). 11 est important
d’indiquer comment se calcule de manieére approchée dans ce cas l'intégrale :

/ab F(t) dt.

Soit (op)n>1 une suite de subdivisions de [a, b] dont le pas tend vers 0. Soit, pour
chaque intervalle ouvert [z, j, Zy, j+1] entre deux nceuds consécutifs parmi les N, +1
neceuds de la subdivision o,,, un réel arbitraire &, ; appartenant a [z,, ;, Zp j+1]. Alors
(compte tenu de la construction de la suite (u,),>1 donnée dans la preuve de la
Proposition 3.3),

N,—1
(3.16) [ ]f(t) dt = lim l > (@njs1 = Tng) f6ng) |-
a.b n o0 N
s 7=0
Les intégrales de fonctions en escalier :
Nn—1
(3.17) /[ RICEED MCHREEMICHESS
a, =0

qui constituent ainsi des versions < approchées > de l'intégrale de la fonction conti-
nue f, sont dites sommes de Riemann de la fonction continue f.
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3.4.1. Un calcul approché : la méthode des rectangles. La méthode des
rectangles consiste, pour calculer de maniere approchée I'intégrale d’une fonction
continue f :[a,b] — R, & utiliser la suite de subdivisions régulieres (o,)n>1, le pas
de o, étant h,, := (b — a)/n (le nombre de neeuds est ici N, +1=n+1).

Pour chaque n € N*, pour chaque j € {0,...,n}, on choisit, par souci de faire la
part des choses,

Tng + g1 2j +1
g = LI 0 - a),
On a alors, avec ce choix, 'approximation de intégrale de f, dite approximation

par la méthode des rectangles :
1
(b— a))] .

La terminologie utilisée (méthode « des rectangles ») ici vient du fait que si n = 1,
lintégrale approchée figurant a droite de (3.18) :

(b—a)f<a+b)

s’interpréte comme la surface (ou I’aire ®) du rectangle du plan R? dont les sommets
seraient les quatre points (a,0), (b,0), (a, f((a + b)/2)), (b, f((a + b)/2))

REMARQUE 3.5 (ou la formule approchée (3.18) s’avere étre une formule exacte).
S’il existe un entier n = 2P, py € N, tel que la fonction continue f soit de plus
affine sur tout segment joignant deux noeuds consécutifs de la subdivision réguliére
de pas (b — a)/2P0, alors, on observe que :

(3.19) [bﬁ“

autrement dit, dans ce cas partlcuher7 la formule approchée (3.18) devient une
formule exacte (& savoir la formule (3.19)).

j=0,.,n—1.

(3.18) S i [b

( 2j+1

Lo b—a)) ¥p=po,

3.4.2. Un autre calcul approché : la méthode des trapézes. On peut
aussi dans la formule approchée (3.16) remplacer f(&, ;) par

tFED) + -+t f(€™),

ou ty,... tm sont m nombres positifs de somme 1 aritrairement fixés et les nombres
E,(ij), = 1,...,m, sont m nombres réels du segment [z, ;,Zn j+1], ce pour tout
entier j = 0, ooy N

L’exemple le plus important est sans doute celui ou, comme dans la sous-section
précédente 3.4.1, la subdivision o, est réguliere et de pas h,, = (b—a)/n (le nombre
de neeuds étant toujours N, + 1 =n+ 1), et ot U'on prend m = 2, t; = t5 = 1/2,
5(1) = Tp,; et 57(12; = Ty j4+1 pour j =0,...,n — 1. On obtient alors 'approximation
de l’mtégrale de f dite approxzimation par la méthode des trapézes :

(3.20) f(tydt = tim [b ( +Zf( )+f(2b))]

[a,b]

5. Il est important d’observer ici, pour la premieére fois, I'intime relation entre la notion
d’intégrale d’une fonction continue sur un segment et celle de calcul d’aire ou de surface.
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La terminologie utilisée ici (méthode « des trapezes ») vient du fait que si n = 1,
lintégrale approchée figurant a droite de (3.20) :

2 (fa) + S0))

s’interprete comme la surface du trapeze de sommets les points (a, 0), (b, 0), (a, f(a))7
(b, f(b)) du plan R?.

REMARQUE 3.6 (ot la formule approchée (3.20) s’avere étre une formule exacte).
S’il existe un entier n = 2P0 py € N, tel que la fonction continue f soit de plus
affine sur tout segment joignant deux noeuds consécutifs de la subdivision réguliere
de pas (b — a)/2P0, alors, on observe que :

(3.21) ]f(t) dt = l)_—p‘Z(f(a) +2j§f(a+jb2;a) + @) Vp > po,

(s 2 2 2

autrement dit, dans ce cas particulier, la formule approchée (3.20) devient une
formule exacte (& savoir la formule (3.21)).

3.5. Une seconde caractérisation des fonctions réglées réelles

Il existe une définition équivalente (& celle de la Définition 3.4) pour la notion de
fonction réelle réglée sur un segment [a, b]. Cette définition nous conduira & proposer
(toujours suivant la Proposition 3.4) d’autres classes d’exemples de fonctions réelles
Riemann-intégrables sur un segment de R.

PROPOSITION 3.5 (fonction réglée, seconde définition). Soit [a,b] un segment
de R non réduit a un point. Une fonction f : [a,b] — R est réglée sur [a,b] si et
seulement si elle admet une limite a droite en a, une limite a gauche en b et, pour
tout point ¢ €)a,b[, des limites ¢ gauche et d droite au point c.

DEMONSTRATION. Supposons f réglée sur [a,b] (au sens de la Définition 3.4).
Soit (un)n>1 une suite de fonctions en escalier sur [a,b] telle que l'on ait (3.10).
Soit ¢ un point de ]a, b[. En ce point, chaque fonction u,, n > 1, admet une limite
a droite ;! (c) et une limite & gauche u,, (¢) (cf. la Remarque 3.2). Montrons que la
suite (u,}(c))n>1 est de Cauchy. Pour tout € > 0, il existe N(e) € N tel que

Vn > N(e), Vp > N(e),
(322)  qup fun(2) — up(@)| < sup (Jun(@) — F(@)] + |up(x) — f(2)]) < 2¢.

z€la,b] z€la,b]
On a donc
Vn> N(e), Vp> N(e), Vh €]0,b—c], |up(c+ h) —up(c+ h)| < 2e.
En faisant tendre h vers 0 par valeurs supérieures, on en déduit :
¥n > N(e), Vp > N(e), |uf(c)— u;'(c)| < 2¢,

ce qui prouve bien que la suite (u;}(c)),>1 est de Cauchy, donc converge (d’apres
le Théoréme 1.3) vers une limite [T (¢) € R. Le méme raisonnement montre que la
suite (u,, (¢))n>1 est de Cauchy, donc converge vers une limite [~ (¢) € R. Montrons
que f admet [*(c) comme limite & droite au point ¢. Soit € > 0 et N(e) tel que

sup |f(z) —ugy(z)] <€ et |u} () =1t(c)| <
z€Ja,b] ()
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(un tel entier N(€) > N (e) existe par hypothéses). On a
Vhe,b—c, |flc+h)—1T(c) <
<|fle+h) —ug e+ h)| + ug(c+h) - uf(e)(c)|

N
(3.23)
+ ’u;\ff(e)(c) — 1" (0)]
<2+ ’u];,(e)(c—l— h)— u}(e)(cﬂ.
Mais, puisque uE © (¢) est la limite & droite en ¢ de la fonction en escalier u F(e) il

existe n = n(e) > 0 tel que

h €]0,n(e)] = ((um@ (c+h) —uh (0] < e).
On a donc ainsi :
h €]0,n(e)] = (\f(c +h) —1t(c) < 36).

Ceci montre que f admet {7 (c) comme limite & droite en ¢. On montrerait de méme
que f admet {7 (¢) comme limite & gauche en ¢. Au point a, f admet (suivant le
méme raisonnement) pour limite & droite {*(a) (1a limite, lorsque n tend vers I'infini,
de la suite convergente car de Cauchy (u,}(a))n>1). Au point b, f admet (toujours
suivant le méme raisonnement) pour limite & gauche (= (b) (la limite, lorsque n tend
vers I'infini, de la suite convergente car de Cauchy (u;, (b)),>1). On vient donc ainsi
de démontrer que, si f est réglée sur [a, b], elle admet une limite & droite en a, une
limite & gauche en b, des limites & droite et & gauche en tout point ¢ €]a, b|.

Supposons, réciproquement, que la fonction f : [a,b] — R ait une limite & droite en
a, une limite & gauche en b, des limites & droite et & gauche en tout point ¢ €]a, b|. Si
f n’était pas réglée sur [a, b], il existerait (d’apres la Proposition 3.2) § > 0 tel que,
pour toute subdivision ¢° de Iy = [a, b], il existe au moins deux éléments £7° < 770
appartenant tous deux a I'un des intervalles ouverts entre deux nceuds consécutifs
de oy, tels que
[£(€7°) = f(n°°)| = 6.

L’un ou l'autre des deux intervalles [a, (a + b)/2] ou [a, (a +b)/2] (que 'on note I;)
hérite alors de la propriété suivante : pour toute subdivision ¢! de I, il existe deux
éléments £71 < n?' appartenant tous deux a 'un des intervalles ouverts entre deux
nceuds consécutifs de o tels que

1£(€7) = f(n”) = 6.

On reprend ensuite le raisonnement a partir cette fois de I; au lieu de I. On
construit ainsi une suite de segments emboités Iy = [a,b] D I; D I3 D ....D’apresle
fait que R vérifie la propriété des segments emboités (Proposition 1.5), intersection
de tous les segments Iy, k € N (dont la longueur tend vers 0) contient un unique
point ¢ € [a,b]. En ce point ¢, f admet une limite & gauche et une limite & droite (si
¢ €]a, b[), seulement une limite & droite si ¢ = a, ou seulement une limite & gauche
si ¢ = b. Alors, si £9% et 7% sont du méme coté de ¢ dans I, pour k assez grand
(ce qui doit étre la configuration au vu de la construction des Ij), la clause

[£(E7) = f(n”*)| =6
contredit le fait que f ait une limite du coté ou se trouvent les deux points £7% et
1%k par rapport au point ¢. L’hypothese faite sur f (& savoir que f n’est pas réglée
sur [a, b]) conduit donc & une contradiction. Nous avons ainsi prouvé par I’absurde
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que si f a une limite a droite en a, une limite & gauche en b, des limites a droite et
a gauche en tout point ¢ €]a, b[, alors f est réglée sur [a,b]. Ceci achéve la preuve
de la Proposition 3.5. (]

Toute fonction monotone sur un segment [a,b] de R admet une limite & gauche et
a droite en tout point ¢ € [a, b] (seulement & gauche si ¢ = a, & droite si ¢ = b). Elle
est donc réglée d’apres la Proposition 3.5. Nous déduisons ainsi de la Proposition
3.4 la proposition suivante :

PROPOSITION 3.6. Toute fonction monotone f : [a,b] — R est Riemann-
intégrable sur [a,b]. Plus généralement, toute différence f — g de deux fonctions
monotones f :[a,b] = R et g :[a,b] = R est Riemann-intégrable sur [a,b].

3.6. La classe des fonctions Riemann-intégrables

La classe des fonctions réelles Riemann-intégrables est stable par un certain
nombre d’opérations usuelles classiques.

PRrROPOSITION 3.7 (linéarité de la prise d’intégrable au sens de Riemann). Si
fila,b) > R et g :[a,b] = R sont deuz fonctions réelles Riemann-intégrables sur
[a,b], il en est de méme de toute combinaison linéaire Af + ug, ot \ et p sont des
nombres réels, et 'on a de plus la formule :

b b b
(3.24) / (Af + pg)(t)dt = A / @) dt+ p / f(t)dt.

DEMONSTRATION. Comme le sont les fonctions f et g, la fonction \f + pg est
bornée sur [a, b]. Soit n € N*. Soient w,, € Ei, Uy € Ei, U, € EZ, 0, € Ex, telles
que - - B

b 1 b
(3.25) / (0n(t) — wn(®)dt < = et / (But) — () dt <
a n a
SiA>0et u>0,0na
AUp + iy, < Af + pg < Ay, + piop,

1
n

et
b
/ (Ao + i) — (Nt + o)) (1) dt < AZJ
a
La fonction Af + pug obéit donc au critere d’intégrabilité de la Proposition 3.1 et son
intégrale se calcule par la formule (3.24) du fait de la linéarité de la prise d’intégrale
sur les fonctions en escalier. On remarque ensuite que, si f est Riemann-intégrable,
il en est de méme de —f : il suffit en effet dans ce cas d’utiliser I’encadrement
—vp < —f < —uy, ; Uintégrale de — f est 'opposée de 'intégrale de f. Les constantes
A et pu peuvent par conséquent étre choisies de signe quelconque. (I

PROPOSITION 3.8 (stabilité par prise de sup ou d’inf). Si f : [a,b] — R et
g :la,b] = R sont deuz fonctions Riemann-intégrables sur le segment [a,b], il en
est de méme des deux fonctions sup(f, g) et inf(f,g).

DEMONSTRATION. 11 suffit de prouver ce résultat pour la prise de sup (on rem-
place ensuite f et g par leurs opposées et on utilise le fait que l'on a 'égalité
inf(f,g) = —sup(—f,—g)). Soit n € N*. On reprend les fonctions en escalier
Up,, Uny, Uy, Oy, utilisées dans la preuve de la Proposition 3.7. On introduit les deux
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fonctions en escalier U, := sup(un, @y,) et V,, := sup(vn,, ¥,). On dispose ainsi de
Pencadrement U,, < sup(f,g) <V, sur [a,b]. D’autre part :

Vi = Up <V, = U, +inf(vy,, 0p) — inf (Up, @n) = (U + On) — (tn + Uy)

puisque la fonction inf(vy,, 0, ) — inf(u,, @,) est positive et que la somme du sup et
de l'inf de deux fonctions numériques est égale a la somme de ces deux fonctions.
Il vient donc, du fait de la monotonie de la prise d’intégrale pour les fonctions en
escalier (inégalité (3.4)) et de la linéarité de cette méme opération :

/(Vn(t)—Un(t))dtg/ (vn(t)—un(t))dt—i—/ (B (t) — iin (1)) dt <

(on utilise les inégalités (3.25)). La fonction sup(f, g) satisfait donc bien au critére
d’intégrabilité de la Proposition 3.1 et 'on a :
b b

/bsup(f(t),g(t)) dt = lim U,(t)dt = lim V() dt.

n—-+oo a n—-+o0o a

SN

O

Sif :[a,b] = R est Riemann-intégrable sur [a,b], il en est donc de méme (d’apres
la Proposition 3.8) des deux fonctions positives f+ = sup(f,0) et f~ = sup(—f,0)
dont la différence f™ — f~ permet la reconstitution de la fonction f = f* — f~. La
fonction |f| = f* + f~ = sup(f, —f) est donc aussi Riemann-intégrable sur [a, b]
lorsque f l'est.

L’opération de prise d’intégrale de Riemann des fonctions réelles sur un segment
[a,b] de R est, comme dans le cas de la prise d’intégrale des fonctions en escalier,
une opération monotone, ce qui signifie que si f :[a,b] > Ret g :[a,b] — R sont
Riemann-intégrables sur [a, b], on a :

(3.26) (Vaelatl f@) <o) = ([ swyir< / g(t)dt).
[a,b] [a,b]
Il en résulte donc que, si f : [a,b] — R est Riemann-intégrable, on a encore
I'inégalité importante :
(3.27) [ < / F(0)] dt.
la,b] la,b]

REMARQUE 3.7 (Attention!). Si f est une fonction Riemann-intégrable posi-
tive sur [a,b], on a f[a 0/ (t)dt > 0. Par contre, il faut prendre garde au fait que

f[a ] f(t)dt = 0 n’implique pas en général que f = 0 sur [a,b]. Par exemple, la
fonction définie sur [0,1] par :

) 1/gsiz=p/qavec p et g premiers entre eux
fle) = 0sizel0,1]\Q

est réglée sur [0, 1] et sa limite & gauche et a droite en tout point est nulle (puisque

les nombres irrationnels sont denses dans [0, 1]). Ele est donc Riemann-intégrable

sur [0, 1] d’apreés la Proposition 3.4 et I'on a f[o,l} f(t)dt = 0. Mais la fonction f

n’est pourtant pas identiquement nulle sur [0, 1].

Concernant le produit de deux fonctions réelles Riemann-intégrables sur un
segment [a,b], on dispose du résultat suivant :
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PROPOSITION 3.9 (intégrabilité d’un produit). Si f : [a,b] > Retg : [a,b] > R
sont deuz fonctions réelles Riemann-intégrables sur [a,b], il en est de méme de leur
produit fg et l'on a les inégalités

(3.28) ( / ‘U at)” < / " () de x / " 20y a

(dite de Cauchy-Schwarz® ou de Hélder”), et

(3.29) \//b(f+g)2(t) dt < \//bf2(t)dt+ \//bgm)dt

(dite de Minkowski®).

DEMONSTRATION. On montre dans un premier temps que f2 est encore Riemann-
intégrable sur [a, b] lorsque f l'est. Il en sera de méme pour g* lorsque g l’est, donc
aussi pour

fg=1((F+97 ~( ~9)%)

lorsque f et g le sont toutes les deux.

Occupons nous donc de f? et supposons dans un premier temps f > 0 sur [a, b]. On
reprend les fonctions en escalier u.,, v, utilisées dans la preuve de la Proposition 3.7.
On pose w,, = inf(v,, M) € Ei, ou M := supy, ;) f- On remarque que u2 < f2<w?
et que a

w2 —uZ = (wy, — ) (Wy + up) < 2M (wy, — uy) < 2M (v, — uy,).
On a donc, du fait des inégalités (3.25) :

/b (w2(t) —ul(t)) dt < 2M /b (vn(t) — un(t)) dt < s

n

Si f n’est pas positive, on exprime f sous la forme de différence de deux fonctions
positives f = fT — f~ et 'on remarque que f2 = (f7)2 + (f7)? car le produit
fTf~ est identiquement nul sur [a,b] vu que fT = sup(f,0) et f~ = sup(—f,0).
Le carré d’une fonction Riemann-intégrable sur [a, b] est encore Riemann-intégrable
sur [a, b, ce qui achéve la preuve de la premiere assertion de la proposition.

Pour obtenir I'inégalité de Cauchy-Schwarz (3.28), on observe que, pour tout A € R,

/b(f+)\g)2(t)dt—)\2 /bgz(t)dt+2)\/b(fg)(t)dt+/bfz(t)dt>0.

a

Ceci implique que le discriminant réduit du trinéme

b b b
XQ/ g2 (t)dt + 2X/ (fg)(t)dt +/ At at
a a a
doit étre négatif ou nul, ce qui fournit exactement l'inégalité (3.28).

6. Au nom de Cauchy (déja croisé dans cours), se greffe ici celui du mathémacien de Silésie
Hermann Schwarz (1843-1921), batisseur de ponts entre analyse et géométrie.

7. Otto Holder, mathématicien allemand, spécialiste d’Analyse (1859-1937).

8. Hermann Minkowski (1864-1909), mathématicien et physicien lituanien : il s’intéressa a
la géométrie (en particulier en relation avec la notion de convexité), mais aussi a la théorie
(géométrique) des nombres, aux réseaux euclidiens, et a la relativité, ...
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Reste a prouver 'inégalité de Minkowski (3.29). On a, en utilisant 'inégalité (3.28),
b

/ab(f+g)2(t)dt = /abe(t)dtJr/ g2(t)dt+2/ab(fg)(t)dt
/abfz(t)dt—l—/abg2(t)dt—&—2\//abf2(t)dt\//abg2(t)dt
(\//abe(t)dt—i—\//ang(t)dt>2,

d’ou 'inégalité de Minkowski en extrayant les racines carrées des deux membres. [

IN

REMARQUE 3.8 (les inégalités de Cauchy-Schwarz et Minkowski dans le cadre
du calcul vectoriel). Dans le cadre du calcul vectoriel dans RY (correspondant au
cadre des fonctions réelles définies sur un ensemble fini & N éléments), les inégalités
de Cauchy-Schwarz et Minkowski deviennent respectivement :

YV, WeRN, (VW) < |[V] x |[W]|
YV, WeRN, [V +W| <|[V]| + W],
ot (, ) désigne le produit scalaire euclidien et || || la norme euclidienne dans RY.

On étend naturellement la notion de fonction réelle Riemann-intégrable au cadre
des fonctions & valeurs complexes via la définition suivante :

DEFINITION 3.5 (fonctions Riemann-intégrables complexes). Soit [a, b] un seg-
ment de R non réduit & un point. Une fonction f : [a,b] — C est dite Riemann-
intégrable sur [a,b] si et seulement si les deux fonctions réelles Re f et Im f le sont.
L’intégrale de Riemann de la fonction f sur [a,b] est alors définie par :

/abf(t)dt = /abRef(t)dt—H/abImf(t)dt_

On observe alors que si f : [a,b] = Cet g : [a,b] — C sont deux fonctions Riemann-
intégrables sur le segment [a,b] (au sens de la Définition 3.5), alors, quelque soient
les nombres complexes A et u, la fonction Af + g est encore Riemann-intégrable
sur [a,b] et 'on a :

b b b
(3.30) / (Af + ug)(t) dt = A / Ft) dt+p / o(t) dt.
a a a

On a d’autre part la Proposition suivante :

PropoOsSITION 3.10. Si f : [a,b] = C est Riemann-intégrable sur [a,b] et si
If] :]a,b] = R Uest aussi, alors on a linégalité

(3.31) ‘/abf(t) ] < /ab F(0)] dt.

DEMONSTRATION. Sil’on a

/abf(t) dt =0,
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alors I'inégalité (3.31) est vérifiée (le membre de gauche est nul, tandis que le
membre de droite est positif). Sinon, posons :

o Jfwdt
‘f: £(t) dt‘

On a donc

Re (/ab f(t)e " dt) = /ab Re(fe=)(t) dt

]/abf(t) |

< /(Rege—w)ﬁ(t)dts/ |f(t)] dt

en utilisant la monotonie de la prise d’intégrale de Riemann des fonctions réelles
(inégalité (3.26)). O

REMARQUE 3.9 (f Riemann-intégrable = |f| Riemann-intégrable). L’hy-
pothese suivant laquelle |f| est Riemann-intégrable dans la Proposition 3.10 est
en fait redondante : en effet si f : [a,b] — C est Riemann-intégrable sur [a, b], alors

|fl= sup (cos@Ref+sinfIm f)
0€[0,27]
I'est également. Pour voir cela, on procede comme dans les preuves des Propositions
3.7 ou 3.8. Pour tout n € N*, soient u,, € EX*/ v, € E¥*/ 4, e E¥™/ 5, € B/,
telles que B B B B

/ (vn(t) —un(t))dt < R / (D (t) — @i () dt < 1
[a,b] la,b] n

n

Pour chaque 6 € R, on introduit les fonctions en escalier :

Uy, S1 cosf >0 . Uy, Sl sinf >0 ;

U@,n = cosf n . el +sin 0 Nn - = c Ec<059Re f4+sin6Im f
v, sl cosf <0 Up, s1 sinf < 0 =
v, 81 cosf >0 . Uy, 81 sinf >0 , ”

Ve,n — cosf n . = +sind ~n 7 = c E;os@Re f+sin 6 Im f-
Uy S1 cosf <0 Uy, sl sinf < 0 =

On note que les subdivisions adaptées maximales de ces fonctions en escalier Up ,,
et Vp,, ne dépendent que de n (et non de 6). Les fonctions U, := SuPgeo,2x] Uo,n

et V,, := SUPge(o,2+] Vo,n sont respectivement dans E|<f et E‘>f " et I'on vérifie que

lim (Vi(t) = Un(t)) dt = 0.

n—-+4oo [a,b]

Nous laissons ici de coté les détails.

Une propriété importante partagée par la classe des fonctions complexes Riemann-
intégrables sur un segment [a, b] de R est la relation de Chasles®.

9. Michel Chasles (1793-1880), mathématicien francais de XIX-iéme siécle, manipula cette
relation (connue avant lui) surtout dans le contexte du calcul vectoriel (cf. Papprentissage du
calcul vectoriel en Seconde, Premiére et Terminale). La version < calcul intégral > dont il est
question ici, en est une autre version.
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PROPOSITION 3.11 (relation de Chasles). Si f : [a,b] — C est une fonc-
tion Riemann-intégrable sur [a,b] et [a, B8] C [a,b] un segment de [a,b], la fonction
fllaug o, B] = C (restriction de f au segment [a, B]) est Riemann-intégrable sur
le segment < restreint > [a, B]. De plus, si

oca=xp<r<---<zTNy=Db

est un maillage de [a,b] ¢ N + 1 neuds (N € N*), on a alors la formule (dite
relation de Chasles) :

(3.32) F(t)dt = z_: /[

[ab]

F(t)dt.
]

JrTi+1

DEMONSTRATION. 11 suffit de prouver ce résultat lorsque f : [a,b] — R est
Riemann-intégrable sur [a, b], mais réelle. Soit n € N*. Si u,, € Eﬁ et v, € Ei sont
telles que

nglfoo - (05 (t) — un(t)) dt
les restrictions de u, et v, au segment [a, 8] C [a,b] sont des fonctions en escalier
sur [a, 8] et on a

0 < lim sup/[ ; (vn(t) — un(t)) dt < lim (vn(t) — un(t)) dt = 0.

n—-+00 n=+oo [a,b]
Comme
(n)fe.8) < fife8) < (Un)[acs
la fonction fijq,5 : [a, ] — R satisfait au critere 3.1 des que la fonction f
[a,b] = Ry satisfait. Ceci prouve la premiere assertion de la proposition. La seconde
assertion résulte de la formule (3.9) et du fait que la relation de Chasles (3.32) est
vraie pour une fonction u : [a,b] — R en escalier (pour calculer U'intégrale, on

utilise alors une subdivision adaptée dont ’ensemble des noeuds contient, entre
autres, tous les points du maillage o donné). O

3.7. Criteres d’intégrabilité par comparaison

Le critere 3.1 de Riemann-intégrabilité réelle via ’encadrement par les fonctions
en escalier se présente en fait comme un cas particulier du critére moins contraignant
suivant :

PROPOSITION 3.12 (critére de Riemann-intégrabilité < assoupli »). Soit [a, b]
un segment de R non réduit & un point. Une fonction f : [a,b] — R est Riemann-
intégrable sur [a,b] si et seulement si, pour tout n € N* il existe des fonctions
Riemann-intégrables (sur [a,b]) fn1 :[a,b] = R et fro :[a,b] = R telles que :

— d’une part, on ait, pour tout n € N* | ’encadrement :

(3.33) V€ la,b], foi(z) < f(x) < foa(z);

— d’autre part :

(3.34) lim (fr2 = fn1)(t)dt = 0.

n—+oo [a,b]
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Si tel est le cas, on dispose des formules approchées :

(3.35) F(t)dt = lim faa(t)dt = lim Fa(t) dt.
0.t notoo Jig g " notoo Jig g "
DEMONSTRATION. Si f est Riemann-intégrable sur [a,b], on peut, pour tout
n € N*, trouver f,1 = u, € Eé et fno=1vy, € Eé, de maniére a ce que

li — t)dt = 0.
n_l)Ifoo [a7b](fn,2 Jna)(t)
Cela résulte du critere donné a la Proposition 3.1. Comme toute fonction en escalier
sur [a,b] (donc en particulier f,, 1 = u, ou f, 2 = v,) est Riemann-intégrable sur ce
segment, les deux suites (fp,1)nen+ €t (fn,2)nen+ satisfont aux conditions requises.

Réciproquement, supposons qu'il existe deux suites (fp,1)nen €t (fn,2)nen+ de fonc-
tions réelles Riemann-intégrables sur [a, b] telles que les conditions (3.33) et (3.34)
soient remplies. Pour chaque n € N*, on peut trouver une fonction u, ; € Ei”‘l
telle que B

1
0< [ fuadt- [ uadrs
la,b] [a,b] n

cela résulte du critere donné a la Proposition 3.1 (avec la formule (3.9)) appliqué a
la fonction Riemann-intégrable (sur [a,b]) f,.1. De méme, pour chaque n € N*, on

peut trouver cette fois une fonction v, 2 € Ei"’Q telle que

1
0 S / ’Un_rg(t) dt — fn,Z(t) dt S -3
[a,b] [a,0] "
cela résulte encore du critére donné & la Proposition 3.1 (avec la formule (3.9)),
appliqué cette fois & la fonction Riemann-intégrable (sur [a,b]) fn2. On constate

que

0< /[a’b] (Un2 = tn,1)(t) dt < % + /[aﬁb](fn,z — fa)(t) dt + % =o0(1) (n— +00).

Comme u,,; € Ei car up1 < fn1 < fsurla,b] et quev, s € Ei carvp 2 > fno > f
sur [a, b], le critere 3.1 est satisfait pour la fonction f : [a,b] — R, et cette fonction
est par conséquent Riemann-intégrable sur [a,b]. L’assertion réciproque est bien
démontrée. Quant aux formules approchées (3.35), elles résultent de la formule
approchée (3.9) donnée dans la Proposition 3.1, couplée avec la démarche utilisée
pour ramener la preuve de la Proposition 3.12 a 'application du critere donné par
cette méme Proposition 3.1. O

Les fonctions Riemann-intégrables réelles sur un segment [a, b] ne sont en général pas
continues sur ce segment (il existe sur ce segment des fonctions réelles réglées, donc
Riemann intégrables d’apres la Proposition 3.4, mais non continues, par exemple des
fonctions monotones mais non continues). On peut néanmoins énoncer un critere
plus < régularisant > que ne ’est le critere 3.1 (bien que réglées, les fonctions en esca-
lier intervenant dans pareil critere sont irréguliéres, car présentant des points de dis-
continuité aux noeuds des maillages adaptés). Il est important du point de vue pra-
tique de disposer d’un critere < régularisant > car les fonctions régulieres s’averent
plus naturelles & modéliser : d’ailleurs I’écran d’ordinateur affiche des graphes de
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¥= v
y=1x

y=u(x)

FIGURE 3.2. Le critere de Riemann-intégrabilité < régularisant >

fonctions continues affines par morceaux car il opere les < jonctions > aux nceuds
éventuels des maillages (ol pourraient se présenter des irrégularités éventuelles).

PROPOSITION 3.13 (critere de Riemann-intégrabilité <« régularisant »). Soit
[a,b] un segment de R non réduit d un point. Une fonction f : [a,b] — R est
Riemann-intégrable sur [a,b] si et seulement si, pour tout n € N*, il existe des
fonctions continues® ¢, 1 :[a,b] = R et pna :[a,b] — R telles que :

— d’une part, on ait, pour tout n € N*, ’encadrement :

(3.36) Va € a,b], pna(z) < f(z) < ona2(2) ;

— d’autre part :

(3.37) lim (pn2 — pn1)(t)dt =0.
n—-+4o0o la,b]

DEMONSTRATION. Sl existe deux suites de fonctions continues (¢n,1)nen+ €t
(¢n,2)nen+ de [a,b] dans R, de maniere & ce que les clauses (3.36) et (3.37) soient
remplies, les clauses du critere assoupli donné par la Proposition 3.12 sont satisfaites
(on prend fn1 = n1 €t fn2 = ¢n2), et f est donc Riemann-intégrable sur [a, b)].
Prouvons maintenant la réciproque. Si f : [a,b] — R est Riemann-intégrable sur
le segment [a,b], alors, il existe, pour tout n € N* (d’apreés le critére donné a la
Proposition 3.1), des fonctions en escalier w, € Ei et v, € E£ telles que

(3.38) lim (vn, — up)(t) dt = 0.

n—+o0o [a,b]
On remplace u, par une fonction continue affine par morceaux ¢, 1 qui lui est
inférieure et I’< approxime » comme suggéré sur la figure 3.2 ; le procédé (intuitive-
ment tres simple) consiste & < rogner > les angles par < en dessous ». On remplace
de méme v,, par une fonction continue affine par morceaux ¢, » qui lui est supérieure
et '< approxime » comme suggéré sur la figure 3.2; le procédé consiste cette fois

10. On peut aussi préciser si I’on veut : continues affines par morceaux.
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toujours & < rogner > les angles, mais cette fois par au dessus. Il est possible (voir
la figure 3.2) de choisir ¢, 1 et ¢, 2 de maniére & ce que

S|

1
/ (tn — ) ()t < © et / (P2 — o) () dt <
[a,b] n [a,b]

On constate alors, du fait de (3.38), que

nl{f}}oo s (On2 = ©n,1)(t)dt = 0.
Comme ¢p1 < u, < f < v, < @2 sur [a,b], Passertion réciproque est bien
démontrée. [l

Les deux criteres donnés par les Propositions 3.12 et 3.13 permettent de caractériser
les fonctions réelles Riemann-intégrables sur [a, b] parmi les fonctions bornées sur
[a,b]. Auparavant, il nous faut donner la définition suivante :

DEFINITION 3.6 (sous-ensembles négligeables '! de R). Un sous-ensemble A de
R est dit négligeable si, pour tout € > 0, il existe une suite de segments ([ac k, be k]) ken
telle que 'on ait

(3.39) AC U [a€7k, be,k] et Z (be7k — aeyk) <ee.
keN* keN*

Armés de cette définition, nous pouvons énoncer I'important résultat suivant, per-
mettant de mieux comprendre (en la caractérisant) ce qu’est la classe des fonctions
complexes intégrables Riemann sur un segment de R (et surtout comment elle differe
de la classe des fonctions continues de [a, b] dans C).

THEOREME 3.1 (caractérisation de l'intégrabilité au sens de Riemann). Soit
[a,b] un segment de R non réduit a un point. Une fonction f : [a,b] — C est
Riemann-intégrable sur [a,b] si et seulement si f est bornée et le sous-sensemble

A:={x € a,b]; f discontinue en x}
est négligeable.

DEMONSTRATION. Il suffit de prouver ce critére pour les fonctions & valeurs
réelles (compte tenu de la définition 3.5).

Nous nous contenterons ici de montrer que si f est réelle bornée et si son ensemble
de points de discontinuité est fini, alors f satisfait au critere de la Proposition 3.12.
Soit m < f < M une telle fonction et n € N*. Pour chacun des K points zy,
k=1,.., K, de discontinuité de f, on considére un segment I(x,n) de longueur
strictement inférieure & 1/n ne contenant aucun autre point de discontinuité. On
pose

K K
fn,l =m Z XI(zy,n) T fX[a,b]\Uj I(zk,n)> fn,2 =M Z XI(zy,n) T fX[a,b]\Uj I(zy,m):
k=1 k=1

11. Ou encore < de mesure nulle >.
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Ces deux fonctions sont Riemann-intégrables sur [a, b] (comme somme de fonctions
Riemann-intégrables) et I'on a f, 1 < f < f,, 2, ainsi que :

M—-—m
—

K
/[ (s = Fu) (0 = (M )3 lom (1) < K
a, k=1

On a donc

nll)r-&r-loo [aVb](fn,Q - fn,l)(t) dt =0.
Les conditions (3.33) et (3.34) sont donc satisfaites et le critére d’intégrabilité de
la Proposition 3.12 s’applique. Si ’ensemble des points de discontinuité de f n’est
plus fini, mais seulement négligeable, une preuve similaire peut étre conduite. Nous
la présenterons en annexe dans la section 3.10.

L’assertion réciproque repose sur le critere régularisant de la Proprosition 3.13,
mais est plus délicate. Nous 'admettrons ici. Nous démontrerons dans la section
3.8 le Théoreme de Darboux (Théoreme 3.2, dont cette assertion réciproque peut
aussi étre envisagée comme un corollaire). Une preuve de la démonstration de cette
assertion réciproque sera donnée en annexe (dans la section 3.10). (]

ExXEMPLE 3.3 (fonctions Riemann-intégrables non réglées). Le Théoréme 3.1
assure l'existence de fonctions Riemann-intégrables non réglées. Par exemple, la
fonction

_Jsin(1/]z]) size[-1,1]\ {0}
fa) = {Osix:()

de I'exemple 2.3 admet une discontinuité de seconde espéce a ’origine et n’est donc
pas réglée sur [—1, 1]. Par contre, elle est Riemann-intégrable sur [—1, 1] car bornée
et continue en tout point différent de 0.

3.8. Intégration Riemann et sommes de Darboux

Une autre caractérisation importante de l'intégrabilité au sens de Riemann
(pour les fonctions réelles sur un segment [a, b] de R) rejoint les résultats d’approxi-
mation fournis (dans le cas des fonctions continues) par la formule des rectangles
(3.18) (cf. 1a sous-section 3.4.1) ou la formule des trapezes (3.20) (cf. la sous-section
3.4.2). Il nous faut auparavant introduire (pour une fonction réelle bornée sur un
segment [a,b] de R) les notions de sommes de Darbouz (respectivement inférieure
et supérieure) attachées & une subdivision o de [a, b].

DEFINITION 3.7 (sommes de Darboux ' d'une fonction réelle bornée, attachées
a une subdivision). Soit [a,b] un segment de R non réduit & un point, f : [a,b] = R
une fonction réelle bornée, et o une subdivision de [a,b] & N 4+ 1 nceuds xzg = a,
Z1,...,xy = b. On appelle :

12. On doit leur introduction au mathématicien frangais (analyste et géomeétre différentiel)
Gaston Darboux (1842-1917). L’introduction des sommes de Darboux est postérieure & celle (par
B. Riemann) des sommes de Riemann (3.17) que nous avons défini (pour les fonctions continues)
en préambule & la section 3.4 et sur lesquelles nous reviendrons (cf. la Définition 3.8 plus loin).
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— somme de Darbouz inférieure de f sur [a,b] (relativement & la subdivision o)
la quantité :

2

-1

(3.40) slf;o] = (®j41 —xj) inf f;

s j41]

<.
I
=)

— somme de Darboux supérieure de f sur [a,b] (relativement & la subdivision
o) la quantité :

N-1
(3.41) Slf;o] = Z(ijr] —xj) [ sup | I
7=0 Tjr®j+1

REMARQUE 3.10. Nous avons convenu dans les définitions (3.40) et (3.41) de
prendre chaque fois I'inf ou le sup sur les segments fermés [z;, 2j41], j = 0,..., N—1,
entre deux nceuds consécutifs de la subdivision ¢. On aurait pu tout aussi prendre
ces inf ou sup sur les segments ouverts |z;, 41 ; les valeurs de s[f; o] et S[f; o] s’en
trouveraient bien stir modifiées, mais I’énoncé du théoreme de Darboux (Théoreme
3.2 ci-dessous) demeurerait valide.

Armés de la définition des sommes de Darboux (Définition 3.7), nous pouvons
énoncer le théoréme suivant, fournissant une nouvelle caractérisation (en méme
temps que la possibilité d’un calcul approché) de I'intégrabilité au sens de Riemann
des fonctions réelles bornées sur un segment de R.

THEOREME 3.2 (théoréme de Darboux). Soit [a,b] un segment de R non réduit
a un point et f : [a,b] = R une fonction réelle bornée sur [a,b]. Les trois asserions
sutvantes sont équivalentes :

(1) la fonction f est Riemann-intégrable sur [a,b] ;

(2) on a, si X([a,b]) désigne ’ensemble de toutes les subdivisions de [a,b],

3.42 su s|f;ol=inf  S[f;o];

( ) er([IZ,b]) f30] o€%([a,b]) fe]
(3) on a:

(3.43)

Ve>0, 30 =9d(¢) >0 t.q. Vo € X([a, b]), (7’(0) < 5) = (S[f;a] —s[f;0] < e).

De plus, si l'une de ces trois conditions ci-dessus est remplie, alors, pour toute suite
(0n)n>n de subdivisions de [a,b] telle que lim,,_, 1o T(0y,) = 0, on dispose de l'une
ou l'autre des méthodes suivantes pour calculer de maniére approchée lintégrale
(au sens de Riemann) de f sur [a,b] :

(3.44) f@)dt = lim s[f;0,] = lim S[f;on].

[a.b] n—-+4oo n—4oo

DEMONSTRATION. Prouvons tout d’abord (1) = (2). Si f vérifie (1), il existe,
pour tout € > 0, deux fonctions en escalier u € Ei et ve EL telles que

/ (v —w)(t)dt < e
[a,b]

(cela résulte de la Proposition (3.1)). Soit ¢ une subdivision adaptée aux deux
fonctions en escalier u et v, de nceuds zj, j = 0, ..., V. Pour chaque j = 0,...,N —1,
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on introduit des points y; et z; tels que :
€

T <y; <zj <xj et max(y;, —x;,Tjr1 —2j) < —/——m—.
i <Y j J+1 (y; G Lj+1 ])_4Nsup[a,b]|f|

En introduisant les noeuds auxiliaires y1, 21, ..., yn—1, 2v—1 (en plus des noeuds exis-
tants xq,...,xy), on définit une nouvelle subdivision & de [a,b], ayant cette fois
N +1+2N = 3N + 1 nceuds. On calcule les sommes de Darboux s[f; ] et S[f; 7]
en distinguant deux catégories de segments :
— les segments (dits < latéraux >) de la forme soit [x;,y;] ou bien [zj, ;1]
(pour j =0,..., N—1), pour lesquels la somme des contributions aux sommes
de Darboux s[f;d] ou S[f; 7] est au plus égale a

SUP(ap) ||

2Ne X —————
4N SUP[q,p] ‘f|

<e€/2;

— les segments (dits < médians ») de la forme [y;, z;], 7 = 0,..., N — 1, pour
lesquels la somme des contributions aux deux sommes de Darboux (inférieure
ou supérieure) se trouve dans le segment

[/WJ] ult) dt—%, /[a,b]v(t) dt}

puisque (du fait que [y;,z;] Clz;,zj41] et que o est adaptée aux fonctions
en escalier u et v), on a :
u< inf f< sup f<wsurly;,z] Vi=0,..,N—1
[Y,2;] [y5,25]
Il en résulte :

S[f;5]—8[f;6]§</ (U—u)(t)dt—FE)-FESQe.
[a,b] 2 2
On en déduit que lassertion (2) est vraie (puisque € > 0 peut étre choisi arbitrai-

rement).

Prouvons maintenant (2) = (1). Si f est telle que assertion (2) soit vraie, il
existe, pour tout € > 0, une subdivision o € X([a, b]) telle que S[f; o] — s[f;0] < e.
Soient g = a, ..., xny = bles N + 1 nceuds de cette subdivision. On peut interpréter
s[f; o] comme I'intégrale de la fonction v € EL égale sur lzj, wjpa ainfy, o0 f
pour tout j = 0,..., N — 1 (et valant inf|, ) f aux nceuds x;). On peut de méme
interpréter S[f; o] comme Pintégrale de la fonction v € EL égale sur |z, xj41] &
SUP[y, ,,,] ] Pour tout j = 0,..., N —1 (et valant sup, f aux nceuds x;). On a
f[a,b] (v —u)(t) dt < e. La fonction f satisfait au critére de la Proposition 3.1. Elle
est donc Riemann-intégrable sur [a, b].

Il est immédiat de remarquer que (3) = (2). Il reste donc, pour conclure au fait
que les trois assertions (1), (2), (3) sont équivalentes, & prouver que (2) = (3).
Soit € > 0. Si assertion (2) est vraie, il existe une subdivision o, de [a, b] telle que
S[f;oe]—slf;0c] < €/2. Posons d(e) := €/(4N supy, 4 | f]). Soit o une subdivision de
[a,b] de pas (o) < é(€), ayant pour noeuds yo, ..., yar. Pour calculer S[f; o] —s|f; o],
on commence par séparer en deux paquets I’ensemble des segments [y, y;+1] (pour
j=0,..,M—1):

— ceux qui contiennent un des nceuds z; de la subdivision o, (paquet 1);

— ceux qui ne contiennent aucun nceud z; de la subdivision o¢ (paquet 2).
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La contribution & S[f;o] — s[f;o] des segments du premier paquet fournit une
somme de termes majorée par :

2?;11];:])|f| x N x d(e) 2[5;15\f| x N x Vs 171
Comme chaque segment [y;,y;+1] (j = 0,..., M — 1) du second paquet est stricte-
ment compris entre deux nceuds consécutifs de la subdivision o, la contribution
a S[f;o0] — s[f; o] des segments du second paquet fournit une somme de termes
majorée par S[f;oc] — s[f;0e] < €/2. Au final, en additionnant les contributions
des deux paquets, on trouve que S[f;o] — s[f;0] < €/2 + €/2 dés que 7(0) < §(e).
La condition (3) est donc bien remplie.

L’assertion finale du théoréme (concernant le calcul approché de U'intégrale de f sur
[a, b] lorsque 'une des conditions équivalentes (1), (2), ou (3) est remplie) résulte de
la formule (3.9) donnée dans la Proposition 3.1 : on prend pour w,, soit la fonction
en escalier u, € Ei dont 'intégrale est égale & s[f;0,], soit la fonction en escalier

vy € E£ dont 'intégrale est égale & S[f;0,] (cf. la preuve de (2) = (1)). O

Si f est une fonction réelle bornée sur un segment [a,b] (non réduit & un point)
et 0 € 3([a,b]). Choisissons, pour chaque segment [z;,2;41] entre deux nceuds
consécutifs de o, un point &; € [, z;11]. On a :

inf f<f(&)< sup f Vji=0,.,N-1

[#5,%541] [xj,xj41]

Il en résulte :
N-1

(3.45) st(f5(&)5:0) = ) (w1 — ) (&) € [s[f5 0], SIf;0]].
7=0

Cette remarque nous conduit a introduire la définition suivante (déja introduite
dans ce cours lorsque f était une fonction continue, cf. (3.17), section 3.4) :

DEFINITION 3.8 (sommes de Riemann, d’une fonction complexe bornée sur un
segment). Soit [a,b] un segment de R, f : [a,b] — C une fonction complexe bornée,
et o une subdivision de [a,b] & N+1 nceuds o = a, x1,...,xy = b. On appelle somme
de Riemann de f (assujettie & la subdivision o) toute expression

N-1

(3.46) st (&):0) = D (w01 — x5) F(&),

=0

ou, pour chaque j € {0,..,N — 1}, & désigne un point arbitraire du segment
[j,xj41] entre les deux noeuds consécutifs x; et ;41 de la subdivision o.

REMARQUE 3.11 (des sommes dont 1’évaluation s’avere plus < explicite »). Les
sommes de Riemann (3.46) s’averent plus <« explicites » & évaluer que les sommes
de Darboux car, au contraire de ces dernieres, leur évaluation n’implique pas de
calcul préliminaire de sup ou d’inf de la fonction f sur les segments [z;,2;41],
j=0,...,N—1, joignant deux nceuds consécutifs de la subdivision ¢. On note aussi
qu’une expression du type (3.46) garde un sens lorsque f est a valeurs complexes,
ce qui n’est pas le cas pour les expressions (3.40) ou (3.41) définissant les sommes
de Darboux inférieure s[f; o] ou supérieure S[f;o].
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Le théoreme de Darboux (Théoreme 3.2) se décline en termes de sommes de Rie-
mann sous la forme du résultat suivant, valable (c’est 'un de ses avantages, outre
le fait que les sommes de Riemann s’averent d’une évaluation plus aisée que les
sommes de Darboux, ¢f. la remarque 3.11) cette fois pour les fonctions & valeurs
complexes et non plus seulement réelles.

THEOREME 3.3 (calcul approché de I'intégrale via les sommes de Riemann).
Soit [a,b] un segment de R non réduit a un point et f : [a,b] = C une fonction
complexe bornée. Les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(1) la fonction f est Riemann-intégrable sur [a,b] ;
(2) il existe un nombre complexe I tel que :

(3.47)
Ve>0, 36 =0(e) >0 t.q. VYo e X(a,b]) (de noeuds z;, j=0,...,N),

(T(U) < 5) = (ng € [zj,zj41], j=0,..,N—1, |sr If; (&); 0] —I! < 6) ;

autrement dit, toutes les sommes de Riemann de la fonction f peuvent étre
rendues arbitrairement proches du nombre complexe I (et par conséquent
arbitrairement proches les unes des autres) pourvu que le pas de la subdi-
vision a laquelle elles sont assujetties soit choisi suffisamment petit.

Si l'une des deux assertions équivalentes (1) ou (2) est vraie, alors les deux le sont
et lon a :

(3.48) I= f@)dt = lim sr(f;(&n;)s;0nl;
[a,b] n—-4oo

ot (on)nen désigne n’importe quelle suite de subdivisions de [a,b] dont le pas tend
vers 0.

EXEMPLE 3.4. C’est la formule (3.48) qui est en général exploitée aux fins
du calcul explicite de 'intégrale f[a,b] f(t)dt, lorsque f est intégrable au sens de
Riemann sur [a,b]. Dans le cas particulier ou f : [a,b] — C est continue, c’est sur
cette formule que reposent la formule (3.18) des rectangles ou la formule (3.20) des
trapezes. Incidemment, cette méme formule (3.48) permet de calculer des limites.
Par exemple, on a :

k=2n k=2n—1 k=2n—1

1 1 1 1 1 1
Vn e N*, - _ 1 1 o1
ne kz%—i—l kz %+l A+l 2 > 2’;7:1+4n+1

=n =n k=n

Soit [a,b] =[1,2], f :z €[1,2] = 1/, 0, la subdivision réguliere de [1,2] de pas
constant 1/n; pour chaque segment [x,, j, T j+1], on note &, ; le milieu du segment
[j,zj4+1]. On observe que :
k=2n—1
1 1 1 1 1
St [f5 (535 on] = 5(2’521 T Smini1 +"‘+m) =2 ) 1

2n 2n k=n

Il résulte alors de la formule (3.48) que :

2n k=2n—1

1 1 1 In2
n—+oo £ 2k+1 nodoo h 2k+1 2 ) ¢ 2

=n c="n
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(la derniere égalité sera justifiée dans la section suivante). Notons que, puisque
t — 1/t est continue sur [1,2], le résultat utilisé ici (en l'occurrence la formule
(3.48)) est en fait un cas particulier de la formule des rectangles (3.18).

DEMONSTRATION. Il suffit de démontrer le résultat lorsque f est une fonction
réelle bornée (on Papplique ensuite, lorsque f est une fonction complexe bornée,
aux deux fonctions Re f et Im f). On suppose donc ici f réelle bornée.

Le fait que (1) = (2) résulte du théoréeme de Darboux (Théoréme 3.2) et du
fait que 'on ait, pour les sommes de Riemann d’une fonction réelle, I’encadrement
(3.45). Notons que si (1) (et donc (2)) est vraie, alors le fait que I'on ait la formule
d’approximation (3.48) résulte des deux formules d’approximation (3.44), couplées
avec le lemme des gendarmes.

Il reste donc a prouver l'implication (2) = (1). Supposons que f soit une fonction
réelle bornée sur [a, b] et telle que Passertion (2) soit valide (pour un certain nombre
complexe I). Soit € > 0 et ¢ une subdivision de [a,b] de pas inférieur ou égal
a 0(e/4), ayant pour nceuds les points x;, 7 = 0,...,N. D’apres la définition de
inf,, »,,,) f (lorsque j € {0,...,N — 1}), il existe, pour chaque tel indice j, un
nombre &; € [z, xj41] tel que

0< ) — inf
—= f(gj) [fL’j,I]‘Jrﬂ f = 4(b _ a)
On a donc, pour ce choix des &, 7 =0,..., N — 1,

N—

(349)  0<srlfs(€)siol = slfsol < g x D (@ - @) = /4

j=0

,_.

.

De méme, d’apres la définition de supy,, , ) f (lorsque j € {0, ..., N —1}), il existe,
pour chaque tel indice j, un nombre éj € [xj,xj41] tel que

€

0 Th—a
< [QJJS’IIIJI:I] f f(fj) (b — a)

On a donc, pour ce choix des éj, j=0,.,N—-1,

(3.50) 0 < S[f;o] —sr[f;(&)50] < i (Tj41 —x5) = €/4.

Compte-tenu de ce que
st [£; (&5)55 01 =st [£5(&5)5: 01| < [sr[f5 (&5)53 0] =T |+ |T=sr [f; (&) 0]| <
on déduit de (3.49) et (3.50)

|S[f;0] = s[f;0]| <

L’assertion (3) du théoréme de Darboux (Théoréme 3.2) est alors satisfaite par la
fonction f. On déduit donc du Théoreme 3.2 (équivalence entre (3) et (1) dans
I’énoncé du Théoreme 3.2) que f est Riemann-intégrable sur [a,b]. La preuve de
(2) = (1) est ainsi achevée. O
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3.9. Intégration-Riemann et formules de la moyenne

3.9.1. La relation entre la prise d’intégrale au sens de Riemann et la
primitivisation. Soit [a, b] un segment de R non réduit & un point et f : [a,b] — C
une fonction Riemann-intégrable sur [a, b]. Il résulte de la Proposition 3.11 que, si
x et y sont des points distincts quelconques de [a,d], la fonction f est Riemann-
intégrable sur le sous-segment de [a,b] d’extrémités x et y. On convient alors de
poser :

) f[wy]f(t)dt si a<z<y<b
(3.51) Vz,y € [a,b)], / ft)dt = —f[wl f@A)dt si a<y<az<b
! 0 si z=uy.

Il résulte alors de la relation de Chasles (cf. (3.32), Proposition 3.11) qu’avec les
conventions (3.51),

(3.52) Va,y, 2 € [a,b], /Zf(t)dt:/yf(t)dt+/zf(t)dt.

La relation (3.52) correspond ainsi & une formulation algébrique de la relation de
Chasles (3.32).

L’important résultat suivant, vu en Terminale, relie le calcul de I'intégrale au sens
de Riemann & la < primitivisation > des fonctions continues.

PROPOSITION 3.14 (intégration au sens de Riemann et primitivisation). Soit
[a, b] un segment de R non réduit a un point, f : [a,b] — C une fonction Riemann-
intégrable sur [a,b]. La fonction

x
F :z€a,b |—>/ f(t)dt
a
est continue sur [a,b]. De plus, si f est continue en un point xo € [a,b], F est
dérivable'® au point x¢ et on a F'(x¢) = f(x0).

DEMONSTRATION. On observe, si x € [a,b], en utilisant la relation de Chasles
sous forme algébrique (3.52)) que

z+h
F(m—i—h)—F(x):/ f(t)dt

pour tout h tel que x + h € [a,b]. On a donc
z+h
P )~ F@I <] [ 10l < s

(en utilisant I'inégalité (3.31)). On en déduit la continuité de F' au point z, donc
en tout point de [a, b]. Si maintenant z = ¢ est un point de continuité de f et si h
est tel que zg + h € [a,b] et h # 0, on a aussi

F(xo+ h) — F(xo) 1 /w“h

0 — f(wo) = + (f(t) = f(x0)) dt.

h

0

13. Seulement a droite si g = a, & gauche si zg = b.
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On en déduit, du fait de I'inégalité (3.31) (c¢f. la Proposition 3.10) :

(3.53)

F({,CO +h) —F(CL'())

~fao)| < ox Al x s [f@ = s [f@)
I o —ao] <[] oo/ <A

h

Si f est continue en xg, on a

lim sup |f(z)]) =0.
Ho(w—xo\swh\' @0

En reportant dans (3.53), il vient

,llig; (F(xo + h})L — F(zo) f(x0)> _o.
h=0

La fonction F est donc bien dérivable au point xg (seulement & droite si ¢ = a,
seulement & gauche si zy = b), de nombre dérivé F'(zg) = f(zo) (¢f. la Définition

2.10).

O

Ce résultat a deux corollaires tres importants.

(3.54)

(3.55)

Le premier est le Théoréeme Fondamental de I’Analyse, déja mentionné dans
ce cours (Théoreme 2.9), qui stipule que si g est une fonction de classe C*
sur un segment [a,b] (non réduit & un point), alors :

9(b) — gla) = /[ R

Le membre de gauche de cette formule peut étre considéré comme I’< intégrale
de g sur le bord orienté de [a,b] », ce bord orienté étant assimilé & un
< dipdle >, ou l'origine a serait comptée négativement (—), et extrémité
b positivement (+). C’est sous cette forme qu’il conviendra de repenser le
théoreme fondamental de l'analyse (formulé ici en dimension 1) lorsqu’il
s’agira de passer aux dimensions supérieures (ou il deviendra une formule
clef autant en physique qu’en mathématiques, a savoir la formule de Stokes).
Le second est de fait un cas particulier de la formule (3.54), qui mérite qu’on
le formule sous forme d’une proposition, tant il s’avere un outil pratique
essentiel :

PROPOSITION 3.15 (formule d’intégration par parties). Soit [a,b] un seg-
ment de R non réduit ¢ un point et g1, gs deux fonctions de classe C' sur
[a,b]. On a alors la formule :

[, #0806 = 0000 - g@n@ - [ gonod
DEMONSTRATION. On applique la formule (3.54) & la fonction g = g1 go,
elle aussi de classe C! sur [a, b)]. O

REMARQUE 3.12 (un formidable outil pratique). Les applications de la
formule d’intégration par parties sont légion. C’est la seule formule dont
on dispose permettant de calculer explicitement des primitives sous forme
d’expressions impliquant des fonctions connues (fractions rationnelles, lo-
garithme, exponentielle, fonctions trigonométriques circulaires ou hyperbo-
liques et leurs inverses). C’est sur elle que repose par exemple le calcul de
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primitive en termes de telles fonctions < simples'* > tel qu'il est mis en
ceuvre dans les logiciels de calcul symbolique comme MAPLE. Il faut cepen-
dant avoir conscience que les fonctions pour lesquelles on dispose de telles
primitives exprimables & partir de fonctions < simples > constituent un infime
vivier dans la famille de toutes les fonctions numériques °. Le seul moyen de
calculer des primitives dans la plupart des cas reste I’approche numérique
(approchée) suivant les méthodes basées sur 'utilisation du Théoréme de
Darboux (Théoreme 3.2, formule (3.44)) ou le calcul approché via les sommes
de Riemann (Théoréme 3.3, formule (3.48)), dont les formules des rectangles
(3.18) et des trapezes (3.20) sont des cas particuliers. La < pratique » de la
formule d’intégration par parties sera développée dans les séances de TD.

Une conséquence du Théoréeme Fondamental de 1’Analyse (Théoréme 2.9) est le
résultat suivant :

PROPOSITION 3.16 (changement de variables dans le calcul de primitives). Soit
[, B] et [a,b] deux intervalles de R, ¢ : [, 8] — [a,b] une fonction de classe Ct.
Alors, pour toute fonction continue de [a,b] dans C, on a :

w(u

) u
(3.56) u e [0, 6], / f(6)de = / F(o(r)) @' (r) dr.

(@)

DEMONSTRATION. Soit F' une primitive de f sur [a, b], par exemple la fonction
selatl [ e
e(a)

(¢f. la Proposition 3.14). On observe (en invoquant la reégle de Leibniz sur la
dérivation des fonctions composées, voir par exemple [Ymis|, chapitre 3) que la
fonction

t € la, B = F(p(t))

est une primitive de (f o ¢) x ¢’ sur [a, 8]. On a donc

F(p(u) - Fp(a)) = / (f o 0)(r) ¢'(r) dr

d’apres le Théoreme fondamental de I’Analyse (formule (3.54)). C’est bien la for-
mule (3.56) attendue. O

Comme le suggere la Proposition 3.14, les opérations de prise de primitive et d’inté-
gration au sens de Riemann sont intimement liées. A ne pas confondre avec la
formule de changement de variables (3.56) dans 'opération de prise de primitive,
on dispose aussi d'une formule de changement de variables dans I'opération de prise
d’intégrale au sens de Riemann.

14. On dit aussi, < de la classe de Liouville >, car c’est le mathématicien francais Joseph
Liouville (1809-1882) qui a formalisé une telle classe de fonctions.

15. Une fonction si importante que la fonction de Gaul € R +— (1/\/%)6’12/2, densité de la
loi normale centrée réduite, fonction essentielle tant en mathématiques (probabilités et statistique)
qu’en physique (physique quantique, par exemple) ou qu’en informatique (traitement d’images,
théorie de I'information), entre justement dans la catégorie des fonctions sans primitive exprimable
a partir de fonctions < simples >.
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PROPOSITION 3.17 (changement de variables dans le calcul d’intégrales au sens
de Riemann). Soit ¢ : [a, 8] — [a,b] une application de classe C' réalisant une
bijection entre les deux segments [a, 8] et [a,b], telle que ¢’ ne s’annule pas sur
[, B] 6. Une fonction f : [a,b] — C est Riemann-intégrable sur [a,b] si et seule-
ment si la fonction

t € [a, B] — f((t) [ (2)]
est Riemann-intégrable sur [, B]. Si tel est le cas, on dispose d’autre part de la
formule de changement de variables suivante :

(3.57) f(§)de = ]f(w(T)) ' (7)| dr.

[a,b] o3

DEMONSTRATION. Il suffit de prouver cette proposition lorsque f est une fonc-
tion de [a, b] dans R (on raisonne sinon avec les deux fonctions réelles Re f et Im f).
On suppose pour fixer les idées que ¢’ > 0 sur [a, (], ce qui implique que la fonction
© est strictement croissante (c¢f. la Proposition 2.12) et que ¢(a) = a et ©(8) = b.
Supposons f Riemann-intégrable sur [a, b] et soient, pour n € N* (¢f. la Proposi-
tion 3.1) deux fonctions u, € EL et v, € EL telles que [, (v, — u,)(€) dé < 1/n.
Les fonctions u, o ¢ et v, o ¢ sont deux fonctions réelles en escalier sur [a, O],
donc Riemann-intégrables sur ce segment. Comme ¢’ est une fonction continue
(donc Riemann-intégrable) sur [a, 8], il résulte de la Proposition 3.9 que les deux
fonctions ¢ € [a, 8] — un(p(t)) ¢'(t) et t € [a, B] — v, (0(t)) ¢'(t) sont également
Riemann-intégrables sur [a, 8]. Or, on observe en utilisant la relation de Chasles
((3.32), Proposition 3.11, pour une subdivision adaptée & u,, et v,,) et la Proposition
3.16 que

(3.58)
B b
un(@(T) @' () dr = | un(p(m) @' () dr = | un(©)de = |  un(€)d
[ meEn e = [Cuem) o= [ e de (€) de

[ab]
b

B
[, wieenemir= [Cueeema= [Cu@i= [ e

a a [a,b]
Comme
Vi€ o, B, unlp(t) ¢'(t) < f(@(t)) (1) < vnlp(t) ¢'(t)
et que (d’apres les formules (3.58))

1
[ =)o@ ar= [ @n-u)©de<
[, 8] [a,b] n
nous sommes en situation d’appliquer le critére < assoupli > de la Proposition 3.12
pour conclure que la fonction

(3.59) t € [a, B] = fp(t) ¢'(t) dt
est Riemann-intégrable sur [a, §]. On a ainsi prouvé que, si f est Riemann-intégrable

sur [a, b], la fonction (3.59) est Riemann-intégrable sur [«, 3]. La derniére assertion
de la Proposition 3.12 (formules approchées (3.35)) assure aussi d’ailleurs dans ce

16. Ceci équivaut (d’apres la Proposition 2.12, combinée avec la Proposition 2.3) & dire que ¢
réalise une bijection de classe C entre les segments [, (] et [a, b], telle que I’application réciproque
@1 ¢ [a,b] — [a, B] soit encore de classe C''. Une telle application ¢ : [a, 8] — [a,b] est dite
réaliser un difféomorphisme de classe C1 (ou encore O difféomorphisme) entre les deux segments
[, B] et [a,b].
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cas la validité de la formule (3.57). Comme ¢ réalise un difféomorphisme de classe
C* entre [, 8] et [a,b] et que (9 () = 1/¢'(p~(€) pour tout € € [a,b] (cf.
la Proposition 2.12), on observe que si la fonction (3.59) est Riemann-intégrable
sur [a, ], la fonction f est bien Riemann-intégrable sur [a, b] (et la formule (3.57)
valide). La Proposition 3.17 est ainsi compléetement démontrée. ([

REMARQUE 3.13 (Attention & ne pas confondre les formules (3.56) et (3.57)!).
Les formules (3.56) et (3.57) sont de nature tres différente : la premiere est une
formule concernant le calcul de primitives, tandis que la seconde concerne le cal-
cul d’intégrales au sens de Riemann. S’il est possible dans la Proposition 3.17 de
s’affranchir de I'hypotheése < ¢’ # 0 sur [, 5] >, il est en revanche impossible de
s’affranchir de I'hypotheése < ¢ bijective entre [, 5] et [a,b] > : par exemple, si
p:xe[-1,1] »22€0,1]et f :x€[0,1]+—1,0ona

/ d¢ =1+# / | (7)) dT = / 2|7|dr = 2.
[0,1] [-1,1] [—1,1]

3.9.2. Les formules de la moyenne. Les deux formules de la moyenne (3.61)
et (3.62) ou (3.63) (sous des hypotheses adéquates a préciser, cf. les énoncés com-
plets des Propositions 3.18 et 3.19), que lon attribue & 'analyste et géometre
frangais Pierre Bonnet (1819-1892), fournissent des informations importantes per-
mettant non d’évaluer (ce qui n’est bien souvent possible que numériquement) mais
simplement d’encadrer (ce qui s’avere souvent bien utile si on ne sait pas la calculer)
I'intégrale (au sens de Riemann) du produit de deux fonctions réelles (dont 1'une
au moins est positive ou nulle). C’est avec ces deux formules de la moyenne que se
concluera ce tour d’horizon de la théorie de I'intégration des fonctions numériques
au sens de Riemann. On renvoie aux TD et aux cours d’Analyse ultérieurs (L2 et
L3) pour des applications ce ces deux formules.

PROPOSITION 3.18 (premiere formule de la moyenne). Soit [a,b] un segment
de R non réduit a un point et f : [a,b] = R, g : [a,b] = R deux fonctions
Riemann-intégrables sur [a,b], telles que :

— 1l existe deux constantes réelles m < M telles que

Vte[a,b], m<fit)<M,;

- on a g(t) > 0 pour tout t € [a,b].
La fonction fg : [a,b] — R est Riemann-intégrable sur [a,b] et l'on a Uencadre-
ment :

(3.60) m g(t)dt < f@)glt)ydt <M g(t) dt.

[a,b] la,b] [a,b]
Si de plus la fonction f : [a,b] = R est continue, on dispose de la formule plus
précise :

(3.61) Jee [a,b] F(0) g(t) dt = f(c) / o(t) dt.
[a,b] [a,b]

DEMONSTRATION. Le fait que la fonction fg soit Riemann-intégrable sur [a, D]
lorsque f et g le sont résulte de la Proposition 3.9. Le fait que la prise d’intégrale
au sens de Riemann des fonctions réelles (sur un segment de R) soit une opération
monotone (se pliant donc & l'inégalité (3.26)) implique, puisque mg < fg < Mg
sur [a, b], que l'on a l'inégalité (3.60). Si f : [a,b] — R est une fonction continue, il
resulte du Théoreme 2.2 que, pour tout § € [inf(, p) f,sup(, 4 f], il existe c € [a, b] tel
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que f(c) = £. Distinguons alors deux cas (lorsque f est de plus supposée continue
sur [a,b]) :
— si f[a 0] g(t)dt > 0, il résulte de 'encadrement (3.60) que

fW,]f(t)g(t)dt6 ,
Jiap 9(t) dt (@] [a,b]

d’aprés ce qui précede, on peut donc affirmer, si f est continue sur [a,b],
Iexistence de ¢ € [a, ] tel que

fan SO
Japoyde "
dott (3.61);
— si f[a’b} g(t)dt = 0, il résulte de 'encadrement (3.60) que 'on a également
f[a’b] f(®)g(t) dt = 0; alors I'assertion (3.61) est vraie (on peut en effet prendre

dans ce cas pour ¢ n’importe quel point de [a, b]).
La seconde assertion de la Proposition 3.18 (dans le cas particulier ou f : [a,b] = R

est continue) est donc bien valide. O
REMARQUE 3.14. Lorsque g : [a,b] — R est Riemann-intégrable positive
(d’intégrale strictement positive) et f : [a,b] — R continue, on peut écrire la

formule (3.61) sous la forme

o g(t)
1@ /[a,b] 1) f[a,b] g(r)dr di

et interpréter alors le nombre f(c¢) comme une valeur moyenne de la fonction f sur
le segment [a,b], le calcul de moyenne étant pondéré par les valeurs de la < den-
sité » g sur [a, b]. Cette remarque justifie la terminologie < premiére formule de la
moyenne > utilisée ici.

PRrROPOSITION 3.19 (seconde formule de la moyenne). Soit [a,b] un segment
de R non réduit a un point et f : [a,b] = R, g : [a,b] = R deux fonctions
Riemann-intégrables sur [a,b]. La fonction fg est Riemann-intégrable sur |a,b] et,
si la fonction f :[a,b] — R est monotone, alors :

(3.62) 3Jc€a,b] tq. f®)g(t)dt = f(a)/ g(t)dt+ f(b)/ g(t) dt.
[a,b] la,c] [e,b]
De plus, si f est positive décroissante sur [a,b], on a :
(3.63) de € a,b] t.q. f@)g(t)dt = f(a)/ g(t)dt.
[a,b] la,c]

DEMONSTRATION. Le fait que fg soit Riemann-intégrable sur [a, b] résulte en-
core de la Proposition 3.9. On peut se contenter de prouver la formule (3.62) si f
est décroissante (sinon, on remplace f par —f), ce que l'on supposera. Quitte &
remplacer f par z € [a,b] — f(x)— f(b), on peut aussi supposer f > 0 sur [a,b] : en
effet, les formules (3.62) (ou (3.63), ce qui revient au méme dans ce cas particulier)
pour la fonction f — f(b) (nulle en b) s’écrivent :

Seefwb] ta. [ (F) — FO)alt)dt = (f(a) - (b)) / o(t) dt,
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ce qui se lit encore sous la forme (3.62) si 'on invoque la relation de Chasles (3.32)
(¢f. la Proposition 3.11). On supposera donc f et g Riemann-intégrables sur [a, b],
et f > 0 décroissante sur [a, b], et I'on se contentera de prouver 'assertion (3.63).

Introduisons pour cela les deux fonctions auxiliaires :

G :z€lab]— glt)ydt et K :x€lab]— lg(t)] dt.

la,z] la,z]

Comme ¢ est une fonction bornée (car Riemann—intégrable) et que 'on a
max |Gz + h) — G(&)], |K (2 + h) — \/ o8] dt] < h] supg
[a,b]

du fait de I'inégalité (3.27), les fonctions G et K sont continues (donc uniformément
continues d’apres le théoreme de Heine, Théoréme 2.3) sur [a, b]. D’apres le Théoreme
2.2, la fonction continue G : [a,b] — R est bornée sur [a, b] et atteint ses bornes
mg = inf, 3 G et Mg := supy, ;) G sur ce segment [a, b].

Soit (¢ )n>0 une suite de subdivisions de [a,b] dont le pas tend vers 0 et z, ;,
7 =0,..., N, les N,, + 1 noeuds de la subdivision ¢,,. Notons

b 3 [ o0 = ) s Gl

= Z (f(@nj) = f(@nj41)) G(@nj41) + f(D) G(b)
j=0
(pour passer ici de la seconde égalité & la troisieme, on utilise & la fois le fait que
G(zn,0) = G(a) = 0 et une rééeriture de la somme que l'on pourrait qualifier de
< formule d’intégration par parties discréte >, ou encore de procédé sommatoire
d’Abel). Comme mg < G < Mg sur [a,b] et que f est décroissante (donc que
tous les nombres f(x, ;) — f(znj+1), j =0, ..., N, — 1, sont positifs ou nuls), on a
I’encadrement :
N,—1

VneN, mefa)=me (Y (flany) = F@agen) +10)) <1
(3.64) - =0
< Mg ( Z (f(@ng) = f(@nj41)) + f(b)) = Mg f(a).
j=0
Or
No—l ez, i1
b ff0s0a] = |2 / T U - s0) g0 @
< "Z / T Fng) — £ o) de
< (f®) - f(@)  sup / T g0 e
0<j<Nn—-1Jz, ;
< (B - f@)  sup  (K(wnyer) — K(@ny))-

0<j<Nn—1
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Du fait que la fonction K est uniformément continue sur [a,b] et que le pas de la
subdivision o, tend vers 0 lorsque n tend vers l'infini, on a

lim ( sup (K (nys1) — K(z ‘):o,
n—+o0o ogjgla,,—l ( ( n,]-f—l) ( nd))
d’ou 'on déduit, compte-tenu des inégalités précédentes,

lim I, = | f(t)g(t)dt.

n—-4o0o [a,b]

En passant & la limite lorsque n tend vers +o0o dans ’encadrement (3.64), il vient
donc ’encadrement < limite > :

mg f(a) < i f(t)g(t)dt < Mg f(a).

Si f(a) # 0, on déduit du Théoreme 2.2 qu’il existe ¢ € [a, b] tel que

fun fO9@
e = Gl = /H o(t) dt.

On a donc dans ce cas :
(3.65) Jeelad ta F(#) g(t) dt = f(a) / o(t) dt,
[a,b] la,c]

ce qui est bien la formule (3.63) souhaitée. Si f(a) = 0, la fonction positive
décroissante f est identiquement nulle sur [a,b] et on a a

[Mf®ﬂﬂﬁ=ﬂ@=0

dans ce cas, auquel cas Passertion (3.63) est toujours valable car 'on peut prendre
alors ¢ arbitraire dans [a, b]. L’assertion (3.63) (lorsque f est positive décroissante)
est donc bien prouvée dans tous les cas de figure. La seconde formule de la moyenne
est ainsi démontrée. (]

3.10. Annexe : une preuve du critéere d’intégrabilité (Théoréme 3.1)
Afin d’unifier le contenu des cours dispensés dans les deux séries, nous présentons
dans cette section une preuve du Théoreme 3.1.
Rappelons ici ’énoncé de ce résultat majeur (qu'il suffit, comme on 'a déja vu, de
savoir démontrer lorsque f est une fonction réelle) :
< Soit [a,b] un segment de R non réduit a un point. Une fonction f : [a,b] — C est
Riemann-intégrable sur [a,b] si et seulement si f est bornée et le sous-sensemble

A:={z €la,b]; f discontinue en z}
est négligeable >.

Nous aurons besoin pour cela d’introduire la notion d’oscillation d’une fonction
en un point, complétant ainsi celle d’oscillation d’une fonction réelle bornée sur un
intervalle ouvert introduite dans I’énoncé de la Proposition 3.2. On doit cette notion
au mathématicien (analyste) allemand Paul-Gustav du Bois-Reymond (1831-1889).
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DEFINITION 3.9 (oscillation d’une fonction (bornée) en un point). Soit I un
intervalle de R non réduit a un point et g € I. Soit f : I — R une fonction réelle
bornée. On définit Ioscillation de f au point xy par
(3.66) osc(f,xo) ;== lim sup f— inf I

n——+oco (Iﬂ[a:g 1/n,20+1/n] IN[zg—1/n,xz0+1/n] )
(la suite concernée au membre de droite étant une suite positive décroissante, donc
convergente vers une limite positive ou nulle).

REMARQUE 3.15 (oscillation ponctuelle et points de discontinuité d’une fonction
réelle bornée sur un intervalle de R). Il résulte de la Définition 3.9 que l’ensemble
des points de discontinuité d’une fonction f réelle bornée de I dans R s’exprime
aussi :

(3.67) discont [f; I] = U {zel;osc(f z)>
pEN*

b

THEOREME 3.1, PREUVE DE L'IMPLICATION RECIPROQUE. Soit f : [a,b] — R
une fonction réelle Riemann-intégrable sur [a, b]. Notre objectif est ici de montrer
que l'ensemble des points de discontinuité de f sur [a,b] est négligeable au sens de
la Définition 3.6. Pour cela, nous allons prouver que, pour tout p € N*, ’ensemble

D=

(3.68) = {x € I;osc(f,x) }

est négligeable. Il en résultera que 'union de tous les ensembles Ap, p € N* (Clest-
a~dire, d’apres (3.67), ensemble des points de discontinuité de f) sera également
négligeable : en effet, supposons qu’il existe, pour chaque tel p € N*| pour tout
€ strictement positif, une suite de segments ([aé/prk,be/Qp’k])keN*, dont 'union
contient A, et dont la somme des longueurs est au plus égale a €/2P (ce qui signifie
que A, est négligeable) ; I'union de tous les segments [ac/op ., be/2r 1] (POUr k et p
parcourant N*) contient donc 'union de tous les ensembles A, pour p € N*, tandis
que la somme des longueurs de tous ces segments est au plus égale a la somme
e(1/2+1/44---) =e.

Soit donc p € N*. Pour n € N*, soit o, la subdivision de [a, b] de pas régulier égal &
(b—a)/n. Désignons par M,, le nombre de segments [z, j, T j+1] entre deux noeuds
consécutifs de cette subdivision oy, tels que [, j, Tn j+1] N A, # 0. Pour chaque tel
segment I,, ;, il existe un point &, ; € I, ; N A, et 'on a donc :

1
sup f — inf [ > ose(f, &) 2 .
In,j p
On a donc, en introduisant les sommes de Darboux :
1 b—al
(369) S[fa Un] - S[f; Un] > Z(-Tn,jJrl - xn,j) ]; =M, " ;

Soit € > 0 arbitraire. Pour n > n(p, €) assez grand, on sait, d’apres le Théoréeme de
Darboux (Théoreme 3.2, voir (3.43)), que

S[f;o'n] - [fvgn] <

Pour n > n(e,p), on a donc, compte tenu de (3.69) :

€ > Slfiou] - slfion] > M, 201
n . p

%\m

S
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d’ou :
Mnb —a

<e.

L’union de tous les segments [z, ;, Zn j+1] qui rencontrent A, est donc de longueur
au plus égale & e dés que n > n(e,p). Il en résulte bien, puisque € est arbitraire,
que A, est négligeable. Il en est de méme de l'ensemble |J,cy- Ap. L'ensemble des
points de discontinuité de f est donc négligeable lorsque la fonction réelle f est
supposée Riemann-intégrable sur le segment [a, b]. ([

THEOREME 3.1, PREUVE DE L'IMPLICATION DIRECTE. Soit f : [a,b] — R une
fonction réelle bornée sur [a,b] (m < f < M), telle que ’ensemble des points de
discontinuité de f soit négligeable. Nous nous proposons de prouver ici qu’alors f
est Riemann-intégrable sur [a, b]. Puisque ’ensemble des points de discontinuité de
f est union des ensembles A,, p € N*, définis en (3.68), chaque tel ensemble A,,
p € N* est par conséquent négligeable. Pour chaque € > 0, il est donc possible
de construire une suite de segments (I, e x)ken+, que l'on peut méme supposer
disjoints, dont I'union contient A,, et dont la somme des longueurs ne dépasse pas
€/(2(M —m) (cf. la Définition 3.6). Mieux : en examinant la suite (UkK:1 Ipek)Ken+,
suite croissante de sous-ensembles fermés de [a, b] dont la suite des bornes inférieures
converge en décroissant vers une limite o > a et la suite des bornes supérieures
converge en croissant vers une limite 8 < b, on observe méme qu’il est possible de
construire, lorsque € < 2(M — m)(b — a), une union finie de M, > 2 segments
[@p,e i, Dpe k], consécutifs et disjoints, le premier d’origine a, le dernier d’extrémité
b, tels que :

— d’une part I’ensemble A, soit inclus dans 'union des segments [ap e ks bp e ks

k=0,.,M,—1;

— d’autre part, on ait :

My e—1

€
(bp,e,k: - ap,e,k) S m
k=0
Tous les segments [bp c k, Gp e k+1], pour k variant de k = 0 & k = M, . — 2, sont
donc inclus dans le complémentaire de A,. En tout point « d’un tel segment, on
a par conséquent osc (f,z) < 1/p, ce qui implique (du fait de la définition (3.66)
de Toscillation locale en un point x) qu’il existe un segment [x — 1,z + 1,] (avec
Ny > O) contenant ce point = et tel que :

sup f— inf f< g
[z—ng,x4+ng] [#—ne,2+1Ms] p
On en déduit qu’il existe, pour chaque k¥ = 0,..., M, — 2, une subdivision du
segment [bp,e,k, Qp.e, k+1], telle que sur chaque segment entre deux noeuds consécutifs
de cette subdivision, l'oscillation de f sur ce segment soit majorée par 2/p. On note
maintenant o, . la subdivision de [a,b] dont les nocuds sont les points ap . et
bp.e,k, pour k variant de 0 a M, . — 1. La contribution a la différence des sommes
de Darboux S[f;op.c] — s[f; op.c] des segments [ap e k,bp e ), & =0,...,Mp . —1, est
majorée par
M, —1

(M - m) . (bp,e,k - ap,e,k) < (M - m) X m = 5

=
Il
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La contribution & la méme différence des sommes de Darboux S[f; o, ] — s[f; 0p.e]
des segments cette fois [by e i, Gp e kt1], K =0,..., Mp — 2, est, elle, majorée par
o Moe=2

2
» Z (ap,eht1 = bpek) < = x (b—a).
P o p

Si I'on choisit p suffisamment grand (tel que 2(b — a)/p < €/2), on voit donc que
S[f;o—p,e] _S[f;ap,e] < 6/2—'—6/2 =e€

Puisque tout ceci est possible avec un choix de € > 0 arbitraire, il résulte de 'impli-
cation (2) = (1) dans le théoréme de Darboux (Théoréme 3.2) que f est Riemann-
intégrable sur [a, ], ce que 'on voulait ici démontrer. (]

Ceci achéve la preuve compléte du Théoreme 3.1, admis jusque la, et clot ce chapitre
dédié a une présentation de I'intégration au sens de Riemann.

Il s’averera utile ultérieurement, a ceux qui envisagent de continuer dans un cursus
<« Mathématiques >, de confronter cette approche avec celle développée par Henri
Lebesgue et Emile Borel au début du XX-ieme siecle, fondée, elle, non plus sur le
maillage de ’ensemble de départ [a, b], mais cette fois sur un maillage de I’ensemble
d’arrivée R (penser par exemple aux cartes en relief et aux lignes de niveau). Cette
approche < moderne > a la théorie de 'intégration sera présentée en L3. L’approche
de Riemann reste cependant la plus < en phase > avec le calcul scientifique. Les
théorémes de Darboux et de Riemann (Théorémes 3.2 et 3.3) demeurent en effet
les seuls outils efficaces pour effectuer des calculs approchés d’intégrales dans la
plupart des situations concretes.

FIN DU COURS



ANNEXE A

Une liste d’exercices de TD
(2011-2012, 2012-2013)

1. Exercices en relation avec le chapitre 1 des notes de cours'

EXERCICE A.l (suites arithmétiques, suites géométriques).

(1) Soit (un)n>0 une suite arithmétique de raison 2, telle que us = 7. Calculer
U100-

(2) Quelle est la somme des n premiers termes d’une suite arithmétique ?

(3) Soit (un)n>0 une suite géométrique de raison ¢ strictement positive, telle
que uz = 2 et uy = 18. Calculer uqgg.

(4) Quelle est la somme des n premiers termes d’une suite géométrique ?

EXERCICE A.2 (suites réelles, extrait du DM 1, 2011-2012). Montrer & I’aide de
la définition que la suite de terme général u,, = 3n/(4n + 2) (pour n > 0) converge
et calculer sa limite. Les réponses doivent étre justifiées.

EXERCICE A.3 (opérations sur les limites de suites réelles, extrait du DM 1,
2011-2012). La suite de terme général u,, (pour n suffisamment grand), dans chaque
cas suivant, est-elle divergente ? convergente ? Calculer sa limite le cas échéant :

4nb (n+1)3—(n—-1)3
) Unp = ;
6n7 —b5m3+n2—4"’ n?2+1
1 (—1)"si (mr)
Upy = —————————— Up = (—1)"sin [ — ) ;
n(\/n2+2—n) 2

_2n—\/n2—1

Uy = ——— ; U =n"'";  u, =sin(n).

Vn2+3—-n’

Les réponses doivent étre justifiées.

Up =

EXERCICE A.4 (opérations sur les limites de suites réelles, extrait du DM 1
2012-2013). Déterminer la limite, si celle-ci existe, des suites suivantes (données

1. On rappelle que les notations log et In désignent la méme fonction, a savoir le logarithme
népérien ; la notation In (plutot que log) sera privilégiée dans cette liste, conformément a ce qui a
été fait dans les notes de cours.



128 A. UNE LISTE D’EXERCICES DE TD (2011-2012, 2012-2013)

par Uexpression de leur terme général) :

ap=-———— n>0 ; by=vni+n+l—+vn2-n+1, n>0
3+ (=2) - \/ \/ -
—vn2+1 1 &
cnzw, n>1 dn:—ZZk, n>0
n+vn2—1 ns =
1\" sinn
n — 1 - 9 >1 ; n = T o1 Z]-
= (143)  m2t e
n—(—=1)" e
T":nJrE—lin’ n>2 ; Sn = o n>1
1 o~ s 1 < cosk
un:ﬁZek, n>1 Unzﬁ o n>1
k=1 k=1
1 & 1\*
Wy, = — (1—&—7), n>1
k
k=1

EXERCICE A.5 (suites réelles, extrait du DM 1, 2011-2012).

(1) Etudier la suite (u,)n>o définie par ug = 0 et upy1 = (up — 3)2/4 pour
tout n > 0.

(2) Méme question lorsque ug > 0.

Les réponses doivent étre justifiées.

EXERCICE A.6 (suites réelles, extrait du DM 1, 2012-2013). En utilisant la
on +3

3n+5

définition de la limite d’une suite, montrer que la suite u, = converge et

calculer sa limite.

EXERCICE A.7 (suites réelles, extrait du DM 1, 2012-2013). Pour tout n € N,

on pose
"k
S, = .
" kZ:Ok2+1

Montrer que pour tout n > 1 on a

S2n _Sn Z

| =

En déduire que lim S,, = +o0.
n—oo

EXERCICE A.8 (suites réelles, extrait du DM 1, 2012-2013). Soit (uy)n>0 la
suite de nombres réels définie par les relations suivantes : ug €0, 1] et

2
u u
o =+ L8

(1) Montrer que pour tout n € Non a 0 < u, < 1.

Vn > 1.

(2) Montrer que la suite (uy,),>0 est monotone. En déduire qu’elle est conver-
gente.

(3) Déterminer la limite de la suite (up)n>0 -
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EXERCICE A.9 (suites réelles). On consideére les suites de terme général respec-
tivement
2—’—%, (2+cosn)n, (=1)"(2+4cosn)n, Vn+1—+n
pour n > 1.
(1) Les suites ci-dessus sont-elles bornées ?

(2) Sont-elles convergentes ?

EXERCICE A.10 (suites réelles). Pour tout entier n > 1, on pose u, = %—i—e‘".
(1) Déterminer le sens de variation de la suite (un)n>1-
(2) Montrer que la suite (uy,),>1 est bornée.

EXERCICE A.11 (suites réelles). Pour tout entier positif n, on pose u,, = ;’Zié

Montrer, en revenant & la définition, que la suite (uy,),>0 converge vers 3/2.

EXERCICE A.12 (suites réelles). On consideére la suite (uy,),>o définie par :

Uug = 2
Upt+1 = V6 +u, Vn>0.
Montrer que la suite (uy,),>0 converge.

EXERCICE A.13 (suites réelles). Etudier la convergence de la suite (uy)n>0
définie par

Un1 = /35U +Tu,) —1 Vn>0.

{Uo €)1, 00|

On distinguera les cas ug < 2, ug = 2 et ug > 2.

EXERCICE A.14 (suites réelles). On pose, pour n € N*, u, =nm+ L.

(1) La suite (uy),>1 est-elle bornée ?

(2) La suite (uy),>1 est-elle convergente ?

(3) Montrer que la suite (vy,)n>1 définie par v, = sin(u,) converge vers 0.
EXERCICE A.15 (suites réelles). Soit (un)n>1 la suite de nombres réels définie

par la condition initiale u; = 1 et la relation de récurrence

Vn e N* upiq :1+u?n.

(1) Montrer que Vn € N*, u,, < 2.
(2) Montrer que (uy)n>1 €st croissante.

(3) En déduire que (up)n>1 converge et déterminer sa limite.

EXERCICE A.16 (lemme des gendarmes). Soit (H,)n>1 la suite définie par

"1 1 1
o — 144
n=) p=lhg ot
k=1
(1) En utilisant une intégrale, montrer, pour tout n > 1, 'inégalité double
1

n+1

S

<In(n+1)—1In(n) <
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(2) En déduire que In(n + 1) < H, <lIn(n) + 1.
(3) Déterminer la limite de H,.

(4) Montrer que la suite de terme général u,, := H,, — In(n) converge (indica-
tion : on montrera que (uy)n>1 est décroissante).

EXERCICE A.17 (suites réelles adjacentes).

(1) Démontrer qu’une suite réelle (u,,)n>o converge si et seulement si (u2y,)n>0
et (U2n+1)n>0 convergent vers une méme limite.

(2) Pour n > 1, on pose

n k+1
(=D
T S
k=1
Montrer que la suite (uy),>o converge (indication : on pourra montrer
que les suites (ugn)n>0 €t (Uz2n+1)n>0 sont adjacentes).
EXERCICE A.18 (suites réelles adjacentes). Soient 0 < a < b, soient (uy),,~ et
(Un), >0 les deux suites définies par
Up + U
up = a, Vo = b7 Un4+1 = \/UnUn, Un+1 = %
Montrer que ces suites sont adjacentes.

EXERCICE A.19 (suites réelles adjacentes). On considere les deux suites de
terme général

"1 1
Un:];)H, Un:un+m (n>1).

(1) Montrer que les suites (uy, )n>1 €t (vp)n>1 sont adjacentes. Elles convergent
donc vers une méme limite, notée e.

(2) Montrer que e est irrationnel.

EXERCICE A.20 (suites complexes, définition de la limite d’une suite).

(1) Montrer que si la suite de nombres complexes (uy,),>o converge alors la
limite est unique.

(2) Montrer qu'une suite (uy),,~, de nombres complexes est convergente si et
seulement si les deux sous-suites (u2n),,>¢ €t (U2n41),,>( sont convergentes
vers la méme limite (voir aussi l’exercice A.17, question 1).

(3) Etudier la convergence des suites (un),, de terme général

(_1)1€+1
1<k<n

(4) Montrer que (1/4/n)p>1 converge vers 0 en utilisant la définition de la
limite.
EXERCICE A.21 (suites complexes). Etudier la convergence des suites de terme
général z, ci-dessous.

. 2,n
n ni n ,
zn=44+ni, z,= - — y Zn=———y zZp=(=1)"emT
" " n+3i n+1 "3l n= (=)
;T 1 )" n imw
Zn =™ zn:M (n>0) z,=eV"% (n>1).

QTL
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EXERCICE A.22 (suites complexes, moyenne de Cesaro). Soit (uy,),>1 une suite
de nombres complexes. Pour tout n € N*, on pose
w1 +ug + ... + Uy
p .

=
On dit que (uy)n>1 converge au sens de Cesaro si la suite (¢, ),>1 converge.

(1) Montrer que la suite (up)n>1 = ((—1)")n>1 converge au sens de Cesaro
vers une limite que 'on déterminera.

(2) Montrer que si (u,),>1 convergente vers [ alors (c,),>1 est également
convergente de limite (.

EXERCICE A.23 (suites de Cauchy).
(1) Montrer que la suite (un),>0 de terme général u, = (—1)" ;%5 n'est pas
une suite de Cauchy.
(2) Montrer que la suite (uy,),>1 de terme général u,, = w est de Cau-
chy.
(3) Montrer que la suite (un)n>1 de terme général u, = 37,5, 1 n'est pas
une suite de Cauchy. Que peut-on dire de cette suite (uy,),>1 lorsque
n — 4007
(4) Montrer qu’une suite (uy,),,~, vérifiant |u,11 — u,| < 27" pour tout n > 0
est de Cauchy.
EXERCICE A.24 (suites de Cauchy). Pour n € N*, on note

~ 1
= L
=245k
Montrer que la suite (uy,)n>1 est une suite de Cauchy. En déduire qu’elle converge.
EXERCICE A.25 (suites de Cauchy). Soit f une application de [0,1] dans lui-
méme telle qu’il existe un nombre réel positif 0 < k < 1 tel que
Va,y € [0,1], [f(z) = f(y)| < klz —yl.
Soit a € [0,1]. On considere la suite (z,,),», définie par zy = a, et z, = f (z5—1)
pour tout n > 1. B
(1) Montrer que, pour tout n € N, |x,11 — x| < k™ |21 — 20| et conclure que
la suite (z5),>o est une suite de Cauchy.
(2) Montrer que | = lim,_, o @, est I'unique point fixe de la fonction f.
EXERCICE A.26 (suites de Cauchy). Soit (un)n>0 une suite de nombres com-
plexes telle que
VpeN, VgeN, |uprq —up —uy| < 1.
(1) Montrer que
VgeN, Vk e N*, Jup, — kug| <k —1.
(2) Montrer que, pour tout entier r > 0, on a |Uggtr — Ukq| < |ur| + 1.

(3) En déduire que si k et r désignent respectivement le quotient et le reste
de la division euclidienne de n par 'entier ¢ > 0, on a

n r
un_guq < §|uq|—|—|uT|—|—k.
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(4) En déduire que la suite (u,/n),>1 est convergente.

EXERCICE A.27 (borne supérieure, borne inférieure). Calculer sup {u,, p > n},

inf {u,, p > n}, lim, yo up et lim,_, u, pour les suites (uy,), suivantes :

(1) up = (=1)" (pour n > 0);
(2) un = (1" (14 S2) (pour n > 1);

(3) up = (2 + #) sin (Z) (pour n > 1);
(4) u, =n=Y" (pour n > 1).

EXERCICE A.28 (borne supérieure, borne inférieure). Soit p un nombre réel
strictement positif. On pose :

1 1
A= {2 Vil <p) B= {2 lal > ).
)l <oh B { gkl

(1) Déterminer max A et sup A.

(2) Déterminer sup B. L’ensemble B admet-il un maximum ?
I1. Exercices en relation avec le chapitre 2 des notes de cours

EXERCICE A.29 (limites d’une fonction réelle). Soit la fonction f : R — R
définie par f(xz) = Va2 + 2 + 1. Calculer les limites :

lim f(z), lim @7 lim (f(z)+ x).

T——00 r——00 I r——00

EXERCICE A.30 (limites d’une fonction réelle). En revenant a la définition,

démontrer : .
lim (1 + —) — 2.
r—1 xX

EXERCICE A.31 (continuité des fonctions réelles). Soit f une fonction définie
sur un intervalle ouvert I de R et zg € I. Montrer que f est continue au point zq si
et seulement si pour toute suite (z,),>0 de points de I qui converge vers xg, on a

i f(n) = (o).

EXERCICE A.32 (continuité des fonctions réelles). Etudier la continuité au
point zg de R de la fonction f : R — R définie par :

2z —xIn(|z|) six #0

flay = 4 20— ointled
Osiz=0

(on discutera suivant la valeur de xg).

EXERCICE A.33 (continuité des fonctions réelles).
(1) Montrer que la fonction indicatrice xg définie sur R par
lsizeQ
xol@) =14,
sinon

est discontinue en tout point de R.
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(2) Déterminer la nature des points de discontinuité de la fonction f définie
sur R par f(z) =z xq(x).
EXERCICE A.34 (continuité des fonctions réelles). Montrer que deux fonctions
réelles continues sur R qui coincident sur Q coincident en fait sur R tout entier.

EXERCICE A.35 (continuité des fonctions réelles). Soit f une fonction définie
sur R et a valeurs réelles telle que

Vo eR, VyeR, flz+y)=f(z)+ f(y).
(1) Calculer f(0).

(2) Pour p € N* et pour r € Q, calculer f(p), f(1/p), f(r) en fonction de
f().
(3) On suppose de plus que f est continue sur R. Montrer qu’il existe alors
a € R tel que
Vz eR, f(x)=ax.

(4) En utilisant ce qui précede, déterminer toutes les fonctions f :]0, co[— R,
continues sur ]0, +oo] et telles que

Vz eR, Vy eR, f(zy) = f(z) + f(y)
(on pourra considérer pour ce faire la fonction z € R — f(e%)).
(5) Soit g : R — R une fonction continue sur R telle que
Vz eR, Vy eR, g(zy) =29(y) + yg(x).

(a) Calculer g(1), puis g(—1), et en déduire que g est impaire (c’est-a-dire
que g(z) = —g(—x) pour tout = € R).

(b) Pour z > 0, on pose h(z) = g(z)/x.
— Exprimer h(zy) en fonction de h(x) et de h(y);
— en déduire ’expression de la fonction g.

EXERCICE A.36 (continuité des fonctions réelles). Soit f : R — R une fonction
continue sur R et telle que

Ve eR, f(2x) = f(x).
Montrer que f est constante sur R.
EXERCICE A.37 (continuité des fonctions réelles). Pour z € R, on pose
f(z) =inf {|z —t]; t €]0,1]}.
(1) Montrer que f est bien définie en tout point de R.
(2) Montrer
VeeR, VyeR, |f(z) - fy)| <lz -yl

(3) En déduire que f est continue sur R.
(4) Déterminer 'expression de f sur chacun des intervalles : | — o0, 0], ]0, 1],

]1, 4-o00[.

EXERCICE A.38 (continuité des fonctions réelles). Soit f & valeurs réelles définie
sur le segment [a,b] (non réduit & un singleton) et J = [¢,d] avec a < ¢ < d < b.
Les deux assertions suivantes sont elles équivalentes 7
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— (@) : la restriction f|; de f au segment J est continue (en tant que fonction
de J dans R);
— (i7) : lafonction f : I — R est continue sur le segment J
si ce n’est pas le cas, donner un contre-exemple).
i ‘est 1 d t 1

EXERCICE A.39 (continuité des fonctions réelles). On considere la fonction
f :]0,00[— R définie par
>+
2+ 1
(1) Montrer que f(]0,1]) C]0,1[ et que f(]1,+o0[) C]J1,+o0].
(2) Montrer que l'on peut bien définir une suite (z,),>0 de points de ]0,1]

par la condition initiale zy €]0, 1] et la relation de récurrence

Tny1 = f(xn) Vn>0.

Ve >0, f(z)=

(3) Montrer que la suite (x,),>0 ainsi définie est une suite croissante. En
déduire qu’elle est convergente et trouver sa limite.

EXERCICE A.40 (continuité des fonctions réelles, extrait du DM 2, 2012-2013).

(1) Soit f une fonction réelle définie sur un intervalle ouvert I, et soit o € I.
On suppose que f est continue en zq et que f(x() est strictement positif.
Montrer qu’il existe un intervalle ouvert J contenant xg tel que

VeelInd, f(z)>0.

(2) En déduire que si g et h sont deux fonctions réelles sur I, continues en xg,
telles que g(xg) # h(xo), alors il existe un voisinage V de xq tel que

VeeV, glx) # hi).

EXERCICE A.41 (continuité des fonctions réelles, uniforme continuité, extrait
du DM 1, 2011-2012).

(1) Soit f(z) = /z pour z € Ry = [0,+oc[. En utilisant la définition,
démontrer la continuité de la fonction f sur le segment [0,a], a > 0.
Indication : étudier la continuité de f au voisinage de chaque point x( de
I, (considérer les deux cas zg = 0 et zy > 0).

(2) La fonction f est-elle uniformément continue sur le segment I, ? Enoncer
le résultat du cours correspondant.

(3) La fonction f est-elle uniformément continue sur R, ?

(4) Donner un exemple d’une fonction g, continue sur Ry, uniformément
continue sur tout segment I,, a > 0, mais qui ne soit pas uniformément
continue sur R4 tout entier.

Les réponses doivent étre justifiées.

EXERCICE A.42 (théoréme des valeurs intermédiaires (T'VI)). Soit f une fonc-
tion continue sur R et & valeurs réelles. Montrer que si lim,_, o f(z) = —oco et
limg 1o f(z) = 400, alors il existe au moins un point zo € R tel que f(z¢) = 0.
Soit P un polynome a coefficients réels de degré impair; le polynome P admet-il
au moins une racine réelle 7



A. UNE LISTE D’EXERCICES DE TD (2011-2012, 2012-2013) 135

EXERCICE A.43 (théoréme des valeurs intermédiaires (TVI)). Soient p et ¢
deux réels strictement positifs et f une fonction a valeurs réelles définie et continue
sur un segment [a,b] de R. En considérant la fonction réelle g définie sur [a, b] par

V€ la,b], g(x) =pfla) +qf(b) = (p+aq) f(z),

montrer qu’il existe au moins un point ¢ € [a, b] tel que

pfla)+qf(b)=(+q) f(c)

EXERCICE A.44 (théoréme des valeurs intermédiaires (TVI)). Soit f :[0,1] —
R une fonction continue sur [0, 1] telle que f(0) = f(1) et soit p € N* un entier non
nul fixé. Montrer qu'il existe au moins un point z, € [0, 1] tel que

1
f(zp + };) = f(zp)
(on pourra considérer pour ce faire la fonction g : z € [0,1] — f(z + %) — f(x)).

EXERCICE A.45 (théoréme des valeurs intermédiaires (TVI)). Soit a > 0 et
f R — R une fonction continue sur R telle que

Ve eR, VyeR, |f(z) - f)| = alz —yl.
(1) Montrer que f est injective.

(2) Soit yo € R. En utilisant le théoréme des valeurs intermédiaires, vérifier
qu’il est impossible que f(R) évite yo. En déduire que f réalise une appli-
cation bijective continue et d’inverse continue de R dans lui-méme.

EXERCICE A.46 (théoréme des valeurs intermédiaires, extréma de fonctions
continues). Soit f : R — R une fonction continue sur R. Les quatre assertions
suivantes sont-elles fraies ou fausses ?

— (i) : 'image par f d’un intervalle ouvert de R est encore un intervalle ouvert

de R;
— (i) : 'image par f d’un segment de R est encore un segment de R;
— (4i7) : Vimage par f d’un sous-ensemble borné de R est encore un sous-
ensemble borné de R;
— (i) : 'image réciproque par f d’un intervalle de R est encore un intervalle
de R.
Si une assertion s’avere fausse, justifier le chaque fois par un contre-exemple.

EXERCICE A.47 (extréma de fonctions continues). Montrer qu'une fonction
f : [0, 00[— [0, 00], continue sur [0, +o00[ et tendant vers 0 lorsque x tend vers I'infini,
est toujours bornée sur son intervalle de définition [0, 4o00[ et atteint toujours sa
borne supérieure SUP[0,00] f- Atteint-elle par contre toujours sa borne inférieure sur
[0,00[? Si ce n’est pas le cas, exhiber un contre-exemple.

EXERCICE A.48 (extréma de fonctions continues). Montrer qu'une fonction
f :R = R, continue sur R et périodique (c’est-a-dire telle qu’il existe T' > 0 avec
f(z+T) = f(z) pour tout = € R), est bornée sur R et atteint ses bornes.

EXERCICE A.49 (extréma de fonctions continues). Soit f : [0, 00[— [0, +00]
une fonction continue sur ]0, +o00[ telle que

vV €]0,4+o00], f(z) < x.
(1) Montrer que f(0) = 0.
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(2) Montrer que, quelque soient les réels a et b tels que 0 < a < b, il existe
M, € [0,1] tel que f(z) < Mg pour tout = € [a, b).

EXERCICE A.50 (extréma de fonctions continues réelles). Soit f : R — R la

fonction définie par
cos T

Tt
(1) Montrer que f est une fonction continue majorée et minorée.

Ve eR, f(x)

(2) Déterminer sup,cp f(x) et infyer f(z). Ces bornes sont-elles atteintes ?

EXERCICE A.51 (extréma de fonctions continues réelles). Soient f et g deux
fonctions continues de [0, 1] dans R. On pose, pour tout ¢ € R,

h(t) = sup] (f(x) + tg(x)).

ze|0,

(1) Montrer que pour tout t € R, h(t) € R (auquel cas la fonction h est bien
définie comme fonction de R dans R) et qu’il existe toujours au moins un
x¢ € 10,1] tel que

h(@e) = f(xe) + tg(a).
(2) Soit M = sup,¢o 17 [9(2)|- Ce sup est-il un max?
(3) Montrer que
VteR, VseR, f(ar) +sg(ze) < f(zs) + sg(xs)
et en déduire :
VteR, Vs eR, |h(t) — h(s)| < M |t — s,
c’est-a-dire que la fonction h est M-lipschitzienne sur R.

EXERCICE A.52 (continuité, injectivité et monotonie). On considere la fonction

g : R — R définie par
rsizeQ
9(w) = {1—xsix¢@.

(1) Montrer que g([0,1]) C [0,1].

(2) Montrer que g : [0,1] — [0,1) est une application bijective.

(3) Montrer que g n’est pas monotone sur [0,1] et que g n’est pas non plus

continue sur [0, 1] (se référer aussi a ’exercice A.33 ci-dessus).
EXERCICE A.53 (continuité, injectivité et monotonie).

(1) Quel est le domaine de définition maximal de la fonction
z i+ (In(x +1))? ?

(2) La fonction f est-elle monotone sur ce domaine de définition maximal ?

(3) Montrer que le domaine de définition maximal de f contient [0, 0] et
déterminer f([0, +oc[). La restriction fijo,+o0[ de f & [0, +-00( réalise-t-elle
une bijection entre [0, 400 et son image ? Si oui, déterminer I’application
réciproque f\[_ol, ool
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(4) Montrer que le domaine de définition maximal de f contient aussi | — 1, 0]
et déterminer f(]—1,0]). La restriction fjj_1 0 de f & [0, +-oo[ réalise-t-elle
une bijection entre | — 1, 0] et son image ? Si oui, déterminer ’application
réciproque f\]_—ll,o}'

EXERCICE A.54 (continuité, injectivité, fonction réciproque).
(1) Existe-t-il une bijection continue entre [0,1] et R?
(2) Soit la fonction f : [—1,+0co[— R définie par
1
Va2 2z +2
Déterminer 'image de f. Montre que f réalise une bijection entre [—1, +00|
et cette image Im f et expliciter ensuite la fonction réciproque f~! :
Im f — [-1, 400l
(3) Trouver le plus grand intervalle ouvert I de R contenant 0 sur lequel la
fonction

Vo> -1, f(z)=

gr :x €1 tan(z®)
soit injective et réalise donc une bijection entre I et g(I). Donner alors
le domaine de définition de la fonction réciproque g;l et I'image de cette
fonction g;l.

EXERCICE A.55 (monotonie, stricte monotonie). Montrer que
1
vVt el —1,+00[\{0}, Tt <In(1+1t)<t.

En déduire que les fonctions

1
z
sont strictement monotones sur leurs domaines de définition respectifs.

z €] —o0,—1] = f(z) = (1 + )m z €]0, +o0f— g(x) = (1 + é)m

EXERCICE A.56 (dérivabilité en un point d’une fonction réelle). Prolonger par
continuité en 0, puis étudier la dérivabilité en ce méme point, des fonctions sui-
vantes :

fi cxeR* = a? cos(1/z), fo :a€R* > sin(x) sin(1/z).

EXERCICE A.57 (nombre dérivé, fonction dérivée). Soit f : R — R la fonction
définie par

0 siz =0.

(1) Montrer que f est continue sur R.

f(z) = {x sin(1/x) sixz#0

(2) Montrer que f est dérivable en 0.
(3) La fonction f’ est-elle continue en 07

EXERCICE A.58 (dérivabilité des fonctions réelles). Etudier la dérivabilité sur
R des fonctions suivantes :

(1) f(z) = |,
(2) g(z) = zlz],
(3) h(x) = lz(z = 2)|.
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EXERCICE A.59 (régles de calcul pour les fonctions dérivées). Calculer les
dérivées des fonctions suivantes sur les intervalles ouverts dans lequels elles sont
définies (apres avoir précisé ces intervalles) :

(1) f(z) = In|tan(z/2)[;

(2) g(z) = ln(tanl—&—\/m)
(3) h(x) = z)w—m,

(4) i(z) =

EXERCICE A.60 (régles de calcul pour les fonctions dérivées). En dérivant n
fois la fonction z € R — e3¥, montrer que, pour tout n € N,

= n
2k = 3"
> () =3
k=0
EXERCICE A.61 (régles pour le calcul pour les fonctions dérivées). Calculer les

fonctions dérivées des fonctions suivantes (chacune & lintérieur de son domaine de
définition respectif) :

)
)
)
)

exp(l/z) +1
exp(l/x) —1

falz) = (Jc(x — 2))1/3.

fil@) = V14 a2(sin(x))?  fo(z) =

sin(x

fs(@) Zhl(

EXERCICE A.62 (nombre dérivé, fonction dérivée, extrait du DM 2, 2012-2013).
Soient a et b deux réels strictement positifs tels que a+b = 1. Le but de cet exercice
est de démontrer que :

(A1) aln (i) +bln (2) < In(2).

Pour cela, on considére la fonction f : [0,1] — R définie par :
fl@)=—2anz— (1 —2)In(l —x) si0<z<1
f0)=f(1)=0

(1) Montrer que f est continue sur [0, 1], dérivable sur |0, 1][.
(2) Montrer que
Ve e[0,1], f(z)=f(1-2x)
Quelle propriété du graphe de f peut-on en déduire?
(3) Calculer la dérivée de f sur ]0, 1] et préciser son signe.

(4) Exploiter les résultats précédents pour démontrer I'inégalité (A.1).

EXERCICE A.63 (nombre dérivé, fonction dérivée, extrait du DM 2, 2012-2013).

(1) Montrer que pour tout couple (a,b) de réels vérifiant a < b et toute
fonction ¢ dérivable sur [a,b] vérifiant ¢(b) > ¢(a), il existe au moins un
réel £ € [a,b] vérifiant p(£) = ¢(a) et ¢'(¢) > 0. Indication : on pourra
considérer un élément particulier de l’ensemble A des x € [a,b] tels que

o) < ¢(a).
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(2) En déduire que si f est une fonction dérivable sur R et non constante, alors
sa dérivée prend des valeurs non nulles. Indication : on pourra considérer
a < b tels que f(a) # f(b), et la fonction ¢ définie sur [a,b] par

ola) =~ + = f(x)

ot m = 7)0(17;:5'1),

(3) Montrer que si f est une fonction dérivable sur R de dérivé positive ou

nulle, alors f est croissante. Indication : on pourra utiliser une fonction ¢
définie comme a la question 2, avec a et b convenablement choisis.

EXERCICE A.64 (dérivabilité et uniforme continuité). Montrer qu'une fonction
définie et dérivable sur un intervalle I de R, et telle que la fonction dérivée f’ soit
bornée sur cet intervalle I, est uniformément continue sur 1.

EXERCICE A.65 (fonction dérivée et TVI).

(1) Donner un exemple de fonction réelle dérivable sur R dont la dérivée n’est
pas continue.

(2) Soit f une fonction réelle dérivable dans un intervalle ouvert I de R.
Montrer que f’ vérifie sur I le théoréeme des valeurs intermédiaires, méme
si elle n’est pas continue (théoréme de Darboux).

EXERCICE A.66 (théoreme de Rolle). Soit f : R — R une fonction dérivable
sur R, admettant deux limites égales (finies ou infinies, mais égales) en —oo et +o0.
Montrer que la fonction f’ s’annule sur R en au moins un point.

EXERCICE A.67 (théoreme de Rolle). Soient n € N* et a, b deux nombres réels.
Montrer que le polynéme X"+ aX +b admet au plus trois racines réelles distinctes.

EXERCICE A.68 (théoréme de Rolle). Montrer, & I'aide du théoreme de Rolle,
que, si n € N*| le polynome
— d" 1 X2 n
- dXxn {( ) }
est un polynome de degré n dont les n racines sont toutes réelles, simples, et ap-
partiennent & [—1,1].

Po(X)

EXERCICE A.69. Montrer que si une fonction réelle définie et dérivable sur R
s’annule en k£ > 2 nombres réels distincts, alors sa fonction dérivée s’annule en au
moins k—1 nombres réels distincts. En déduire que si p est une fonction polynomiale
d’une variable a coefficients réels, de degré supérieur ou égal a 2, et dont toutes les
racines sont réelles, il en va de méme de la fonction polynomiale dérivée p'.

EXERCICE A.70 (théoreme de Rolle). Soit f une fonction dérivable de R dans
R, telle que

li = i RU{- .
Jim ()= lim f(z) € RU{—oc0,+o0}
Montrer que la dérivée de f s’annule nécessairement en au moins un point de R.

EXERCICE A.71 (théoreme de Rolle et accroissements finis).

(1) Donner une version explicite du théoreme de Rolle sur les segments [1, 2]
puis [2, 3] pour la fonction f 2 € R— (z —1)(x — 2)(z — 3).
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(2) On considere la fonction f : 2z € R +— 1 — (22)/3. Montrer que f’ ne
s’annule pas sur [—1,1]; pourquoi cela ne contredit pas le théoréme de
Rolle.

(3) Donner une version explicite du théoreéme des accroissements finis pour la
fonction f :x € R+ 22 sur le segment [—1, 2].

EXERCICE A.72 (accroissements finis). Soit f la fonction de [0, 2] dans R définie
par

3—z?
six €[0,1]
fl@)=1,7 .

1/x siz €]1,2].
Montrer que f est dérivable ]0,2[, & droite en 0 et & gauche en 2, et donner sur le
segment [0, 2] une version explicite du théoréme des accroissements finis.

EXERCICE A.73 (accroissements finis). Soit f une fonction & valeurs complexes
définie et dérivable sur ]0,1]. On suppose qu'’il existe un réel strictement positif a
tel que, pour tout x €]0,1], |f'(x)| < a. Montrer, en utilisant le critére de Cauchy,
que la suite (f(1/n)),>1 converge vers une limite finie.

EXERCICE A.74 (accroissements finis). Soit I =]a, b[ un intervalle ouvert borné
non vide de R et f : I — R une fonction dérivable non bornée sur cet intervalle.
Montrer qu'il est impossible que f’ soit bornée sur I. Réciproquement, si f’ est une
fonction de I dans R, dérivable sur I et de dérivée non bornée sur cet intervalle
ouvert, peut on affirmer que f est aussi une fonction non bornée ? Donner un contre-
exemple si ce n’est pas le cas.

EXERCICE A.75 (accroissements finis). Soit @ < b deux nombres réels et f une
fonction réelle dérivable sur [a,b[. On suppose lilil f(z) = 4o0.
T—0_

(1) Montrer que f’ n’est pas bornée sur [a, b[.
(2) Peut-on dire que lim,_,;_ f/(z) = 400 ? On étudiera pour cela la fonction
x € [-1,0[ sin(1/z) — 1/x.
EXERCICE A.76 (accroissements finis).

(1) En étudiant la fonction x — +/x, estimer inférieurement et supérieurement
la différence 4/100.1 — 10.
(2) En étudiant la fonction z — exp(—a?), estimer inférieurement et supérieu-

rement la différence 1 — exp(—0.024).

EXERCICE A.77 (accroissements finis). Appliquer soit la formule ou l'inégalité
des accroissements finis, soit 'une de ses variantes, pour démontrer les quatre
inégalités suivantes :

(1) |sin(z) —sin(y)| < |z — y| pour z et y réels quelconques;
(2) In(1+ z) <z pour tout z > 0;

(3) €” > 14 x pour tout x réel;

(4) /(1 + 2?) < arctan (x) < z pour tout z > 0.

EXERCICE A.78 (accroissements finis). Soient x et y deux nombres réels tels
que 0 < z < y. Montrer que l'on a
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EXERCICE A.79 (accroissements finis). Montrer que
zggloo (\/In(x +1)— \/ln(x)> =0.
EXERCICE A.80 (accroissements finis). Soit f : [-1,1] — R une fonction
dérivable sur [—1, 1], telle que f(—1) = f(1) = 0. On note f'(—1) et f'(1) respecti-
vement les dérivées a droite en —1 et a gauche en 1. On pose

)
Vel —1,1], = .
v el - L1, (o) = L
(1) Montrer que la fonction g est prolongeable par continuité sur [—1,1]. On
note § : [—1,1] — R le prolongement continu de g & [—1,1). Expliciter

g(1) et g(—1) en fonction des données de 1’énoncé.
(2) Montrer qu’il existe au moins un point ¢ €] — 1, 1] tel que
1
g€ =~ (F'() + f/(-1).

(3) La fonction
1
F:zel-11—» ——
v - L1 g
est-elle bornée sur | — 1,1[?
(4) Méme question pour f.

(5) Méme question pour g.

EXERCICE A.81 (accroissements finis).

(1) Soit a € R%. En appliquant le théoreme des accroissements finis a la
fonction 2 € RY + 1/2%, montrer que pour k£ € N, k£ > 2, on a I'inégalité

#f(ﬁ‘%)-

(2) On consideére la suite (up)n>2 de terme général

"1
k=2

Montrer que la suite (uy,),>2 converge vers une limite finie.

(3) En appliquant maintenant le théoréeme des accroissements finis a la fonc-
tion € R% ~ In(x), montrer que pout tout k£ dans N*, on a I'inégalité
In(k+1) —In(k) < 1/k.

(4) Soit (vy,)n>0 la suite de terme général

n
Vy, = Z:I/k7 n > 1.
k=1
Montrer que lim,, s v, = +00.
EXERCICE A.82 (régle de Bernoulli-'Hopital). Appliquer la régle de Bernoulli-
I’Hopital pour calculer les cing limites suivantes :

e MG me)  m(e-me)

lim (ac sin (%)), lim ((tan(x))ta“(%)).

T—r400 z—m/4
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EXERCICE A.83 (formule de Taylor-Young & lordre 1). Soit f une fonction
définie dans un voisinage ouvert de xg et dérivable en xq. Calculer

(f($0+h )}L—f(330+h)).

EXERCICE A.84 (formule de Taylor-Young & lordre 1, théoréme de Rolle).
Soit f une fonction & valeurs réelles définie et dérivable sur [0, 1]. On suppose que

f(z) # 0 pour tout x € [0,1] et que f(0) = f(1) =0.
(1) Montrer que f reste de signe constant sur ]0, 1.
(2) En déduire que f/(0)f'(1) < 0.

lim
h—0

EXERCICE A.85 (formules de Taylor-Young et de Taylor-Lagrange). Soient [
un intervalle ouvert de R et f : I — R une fonction n fois dérivable sur I.

(1) Donner l'expression du polynéome de Taylor de f & lordre n en un point
xg € 1.

(2) Rappeler ’énoncé des formules de Taylor-Young et de Taylor-Lagrange
pour la fonction f au point xg, en indiquant soigneusement les hypotheses.
EXERCICE A.86 (formules de Taylor-Young et de Taylor-Lagrange).
(1) Montrer que Vo € Ry, x — 23/6 < sin(z) < x — 23/6 + 2°/120.
(2) Montrer que Vo € Ry, x — 22/2 <In(1 +x) < z.

(3) Montrer que

2

Ve € Ry, Oge”’—l—aﬁg%ex.

EXERCICE A.87 (formules de Taylor-Young et de Taylor-Lagrange).

(1) Soit n un entier strictement positif. Ecrire la formule de Taylor avec reste
intégral au voisinage de 0 & l'ordre n pour la fonction cos(x).
(2) En déduire que la suite de terme général u,, = > ;_(—1)¥/(2k)! a une
limite quand n tend vers l'infini, et calculer cette limite.
EXERCICE A.88 (développements limités (DL)). Calculer les développements
limités en 0 a 'ordre n des fonctions définies comme suit au voisinage de O :

(1) f(z) = cos(x?) + sin(x) avec n = 6.

(2) f(z) = cos(2x)y/1+ x avec n = 3.
(3) fl@)=(1+z+2?)/(1 —x—2?), avec n = 4.
(4) f(z) = (sin(a?))3, avec n = 13.
(5) f(z) =1 +z)'%/((1—22)*°(1 + 22)%), avec n = 2.
(6) f(x) =In(1+ zsin(z)), avec n = 4.
(7) f(x) = e«@) avec n = 4.
(8) f(x) = (1+ cos(z))/?, avec n = 4.
(9) f(z)==z/(e” — 1), avec n = 4.
(10) f(z) = (1+a)7, avec n = 3 (on aura posé f(0) = e).
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EXERCICE A.89 (développements limités (DL)). Soit la fonction polynomiale
f 2 € R 22+ 3z + 1. Donner le développement limité de f & 1’ordre 4 au point
0 ainsi qu’au point 2.
EXERCICE A.90 (développements limités (DL)).
(1) Calculer le développement limité a’ordre 4 en 0 de z — /1 + sin(x)sh(z).
(2) Calculer le développement limité & l'ordre 3 en 1 de
x> arcsin(In(z)).
EXERCICE A.91 (développements limités (DL), extrait du DM 2, 2011-2012).

Montrer que la partie réguliere d’un développement limité en 0 d’une fonction paire
ne contient que des termes de degré pair.

EXERCICE A.92 (développements limités (DL), extrait du DM 2, 2011-2012).
On considere la fonction f : R — R donnée par
argsh (z)
Vita?
(1) Montrer que f satisfait I’équation différentielle :

(@ + 1)y (2) + o y(z) = 1.

Ve eR, flz)=

(2) En déduire le développement limité de f & l'ordre 7 en 0.

EXERCICE A.93 (développements limités (DL), tangente géométrique & un
graphe). Soit la fonction f : z + In(2? + 2z + 2).
(1) Calculer le développement limité de f & l'ordre 3 en 0.

(2) Donner la tangente & la courbe représentative de f au voisinage du point
x = 0. Donner la position de la courbe par rapport a cette tangente et
représenter sommairement le graphe de f au voisinage du point 0.

EXERCICE A.94 (développements limités (DL), tangente géométrique & un
graphe, extrait du DM 2, 2011-2012).

(1) Etudier la parité de la fonction z — tan(z) sur | — /2, 7/2[. Que peut-on
dire du DL de z + tan(z) en 0 (voir l'exercice A.91 ci-dessus) ?

(2) Calculer le DL de z — tan(x) en 0 a 'ordre 5.

(3) On pose
1 1
f) = z  tan(z)
pour z €] —m/2,0[U]0, 7/2[. Montrer que f admet une limite en 0 que l'on
calculera.

(4) D’apres la question précédente, f est prolongeable par continuité en 0.
Montrer que la courbe représentative de f admet une tangente au point
d’abscisse 0, et préciser la position de la courbe par rapport a cette tan-
gente.

EXERCICE A.95 (intégration de développements limités). Montrer que :

3z z?
lim/ 5) 1 — m(3), lim/ ),

x—0 t r—1 hl(t)
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EXERCICE A.96 (développements limités (DL), tangente géométrique & un
graphe, fonction réciproque). On considere la fonction f sur R définie par : f(z) =
(e —1)/xsiz#0et f(0)=1.

(1)
(2) Montrer que f est en fait deux fois dérivable sur R, et donner f”(0).
®3)

Démontrer que f est dérivable sur R, et calculer f/(z) pour tout z.

Ecrire la formule de Taylor-Young en 0 & l'ordre 2 pour f. Préciser la
position de la courbe représentative de f par rapport a sa tangente en 0.

(4) Déterminer les variations de la fonction ¢ : © — ze® — e” + 1. En déduire
que f est strictement croissante sur R.

(5) Déterminer l'intervalle image J de la fonction f, et montrer que la fonction
réciproque g : J — R de f est deux fois dérivable sur J.

EXERCICE A.97 (calculs de limites via les DL). Calculer les limites suivantes :

iy (3 = ooto)) )
I (xcos(x) - sin(x)>

z—0 \  zln(l+ z22)
lim (arc.tan(x) - :E)
z—0 \ sin(x) —x

: 1 1

hm( — - )

=0 \sin”(z)  sinh*(x)

. e 4 eb 1)y

i ("), ebem

EXERCICE A.98 (calculs de limites via les DL, extrait du DM 2, 2011-2012).
Calculer les limites suivantes :

2 s /7_ —932
lim m lim (z—2”In(1+1/z)) lim M
=0 x — sin(x) z—+o00 z—+o0 (Sin(x))
lim 2 cosh(z) (;os(:r) -2 lim ( e - 1 l)
z—0 x z—0 (bln(x)) 3 x

EXERCICE A.99 (asymptotes & un graphe). Rechercher les asymptotes aux
graphes des fonctions suivantes (on en précisera d’abord les domaines de définition) :

1) f e 5hs

(2) g x> [(22 —2)(z + 3)]V/5.

ITI. Exercices en relation avec le chapitre 3 des notes de cours

EXERCICE A.100 (sommes de Riemann).
(1) Soit z > 0. Calculer Eiig_l eP?/™ en fonction de .

(2) Montrer que la limite suivante existe :

n—1
lim (E Ze”/”>.
n—+oco \n

p=0
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(3) En déduire que
/ eldt=e*—1, Yz>0.
[0,]

EXERCICE A.101 (sommes de Riemann).

(1) Soit z € R et n € N*. Etablir les deux égalités suivantes :

S () () = (o () oo (5 ))

> () (%) = 3 (5) v (52 4))

(2) Utiliser ces résultats pour établir les formules
/ sin(t) dt = 1 — cos(z), / cos(t) dt = —sin(z), Va > 0.
[0,z] [0,2]

EXERCICE A.102 (sommes de Riemann). Soit a € R.
(1) Soit n € N*. Scinder en facteurs irréductibles le polynome X?" — 1 dans
C[X].
(2) En déduire, pour n € N* :

n 1 (@) TT (e — km
a®™ —1=(a® l)kljl(a2 2acos( )+1>.

n

(3) On suppose a? # 1. A Taide des sommes de Riemann, montrer que :

0 silal <1

I(a) = In (a* —2 t)+1)dt =
(@) /[o,w] (o @ cos(t) +1) {QW In|a| sila| > 1.

EXERCICE A.103 (sommes de Riemann, sommes de Darboux). Déterminer les
limites suivantes :

n n n
) k . K3 ) 1 . km
lim E — lim E — lim E —sin(—) ;
n—-+oo n2 n—-+oo ’I’L4 n—-+oo n n
k=1 k=1 k=1
n n n
. 1 . n . kt2n
lim g ; lim E —_— lim —e .
n——+00 pt n+k n—+00 st n2 + k2 n—4-00 Pt n

EXERCICE A.104 (sommes de Riemann, sommes de Darboux). Montrer que

n 2n
1 1 1
. o1 L . b1
nhféo]; K 2’ n12%22k+1 502
EXERCICE A.105 (monotonie de la prise d’intégrale de Riemann). On pose :
I :/ e dr, J :/ e dr, K= e sin(x) dz.
0,1] 0,2] [0,1]

Montrer que :
(1) 0<T<1;
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(2) 1< J;
@) 1Kl <(1-1).

EXERCICE A.106 (monotonie de la prise d’intégrale de Riemann). Pour tout

entier n € N*, on pose
I, = / (tan(z))" dz.
(0,7/4]

(1) Etudier le sens de variation de la suite (I,,),>1.

(2) Montrer que la suite (I,,)p>1 est minorée. Que peut-on en déduire ?

EXERCICE A.107 (monotonie de la prise d’intégrale de Riemann). Pour tout

entier n € N*, on pose
n
1
Up = Z ﬁ
k=1

(1) Déterminer le sens de variation de la suite (up)n>1-
(2) Montrer que

1 d 1
vneN*,irzg/ =<
(TL—|—1) [nn+1] n

" "
\mz2,/ —fSungu/ <.
1 T 1 T

(4) En déduire que la suite (uy,),>1 converge, lorsque n tend vers U'infini, vers
un nombre L appartenant au segment [1, 2].

(3) Montrer

EXERCICE A.108 (sommes de Riemann, théoreme fondamental de l’analyse).
Soit f € C*([a,b],C). On pose 2, = a + k(2=2) pour k = 0,...,n. Déterminer

n

Tim PN ) f ).
k=1

EXERCICE A.109 (théoreme fondamental de l'analyse). Soit f une fonction

sinx
continue de [—1, 1] dans C. Démontrer que la fonction F' définie par F'(z) = / f(t)dt
0
est dérivable sur | — 1, 1] (ainsi qu’a droite en —1 et & gauche en 1) et calculer sa
dérivée.

EXERCICE A.110 (théoréme fondamental de Panalyse). Pour tout z > 0 on

pose :
£
F(x) ::/ nt dt.
1

1+1t2
(1) Quel est le signe de I’ sur R% ?
(2) Etudier la continuité et la dérivabilité de F sur R . Calculer F'(x).
(3) Donner le DL de F' au voisinage de x = 1 a 'ordre 3.

EXERCICE A.111 (changement de variables dans les intégrales).
Soit f : R — C une fonction continue périodique, de période T' > 0. Montrer que la

a+T
quantité / f(x) dz ne dépend pas de a.
«
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EXERCICE A.112 (intégration par parties, changement de variables dans les
primitives). Soit a €]0,4+oco[. Pour tout entier n € N* et pour tout réel x positif,

on pose :
* dt
1, = —_—
(z) /0 (te 4+ 1)»

(1) Déterminer une relation de récurrence entre I,(z) et Ip41(x).

(2) On suppose a = 2. Montrer que :
. arctan(z) 2(n—1)
VneN, I,(z)= (cos(t)) dt.
0

EXERCICE A.113 (intégration par parties, changement de variables dans les

calculs de primitives).
/2 dx
/0 1+ cos(x)’

(1) Calculer
(2) Soit f une fonction continue sur un segment [a, b] (avec a < b) telle que
Vo€ ob], flo+b—1) = f(2)
Exprimer f: x f(x) dx en fonction de f; f(z) da.

(3) En déduire la valeur de l'intégrale

/7T xdx
o 1+sin(x)’

EXERCICE A.114 (changement de variables dans les calculs de primitives). Cal-
culer les intégrales suivantes (on pourra effectuer des changements de variables).

2 1 3
1 1
D1:/ Eda;; DQZ/ e’ cos(e”) dx ; D3=/ ——dzx ;
1 T 0 o z(lnz)?
D—/E21dx- D—-/l\/l—:ﬁdx' D—/2mdx
4 — . J}(lﬂﬂ?—'—l) ) 5 — 0 ) 6 — 1/21+$2 .

(poser t = Inx dans Dy, D3 et Dy; poser x = sinu dans Dy ; poser y = 1/ dans
Dg).

EXERCICE A.115 (changement de variables dans les calculs de primitives). Cal-
culer les intégrales suivantes.
/2 w/2 w/2
I :/ sinfzcosxzdr; Iy :/ sin*zcos®zdr; I :/ sin® z cos? x dz.
0 0 0
Pour le calcul de I, on posera t = sinx. Deviner la suite. Que peut-on dire en
général ?

EXERCICE A.116 (intégration par parties, changement de variables dans les
calculs de primitives). Calculer les intégrales suivantes :

1 2 /2

t 1

K1:/ Mdm; K2:/ 1+ — |arctanxz dx ; ng/ rsinzdr ;
o 1+a? 1/2 2 0

1 ) 1 1 V32
Ky = arccosz)“dx ; Ks= ———dx ; K¢ = —dx.
1= [ forecosa | wror =
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EXERCICE A.117 (intégration par parties). Calculer les intégrales suivantes (on
pourra intégrer par parties).

1 1
C = / (x—1e “dx; Cy = / arctan x dz ;
0 0

1 2
Cs:/ (z* + 1) cosw dz ; C4=/ (32% + 2+ 1) Inz dz.
0 1

EXERCICE A.118 (intégration par parties, fonctions réglées).
(1) Pour f € C'([a,b],C), démontrer que lim,, oo ff f(t)sin(nt)dt = 0.
(2) Démontrer le méme résultat pour une fonction f en escalier sur [a, b].
(3) Démontrer le méme résultat pour une fonction f continue par morceaux
sur [a, b].

EXERCICE A.119 (intégration de polyndmes trigonométriques par linéarisation
(rappels de S1)). Calculer par linéarisation (formules d’Euler, voir le cours de se-
mestre 1, [Ymis], section 2.3.4) la valeur des intégrales

w/2 /2
J1 :/ sin*xdr et Ja :/ cos? xsin? z dz.
0 0

EXERCICE A.120 (changement de variables dans les intégrales, intégrales de
fractions rationnelles). Calculer les intégrales suivantes :

1 3 doe
I:/ V1—a22dzx, J:/
0 1

prt—z+1

w/4 /2 1
K= / _tanl) o 2 / Lt cos(@)
o 1+tan(z) /3 (sin(z))

EXERCICE A.121 (premiére formule de la moyenne). Soit f une fonction conti-
nue sur le segment I = [a,b] avec a < b. On considére une fonction g positive et
Riemann-intégrable sur I, telle que f[a b g(z) dx > 0. Montrer qu'il existe ¢ € I tel
que

f(@) g(x) de = £(c) /[ o)

[a,b]



ANNEXE B

Annales 2011-2012, texte et corrigé du DS 1, 1h30

Exercice I.

Soit a un nombre réel. Calculer la somme >, _, a* de la suite géométrique de raison
a.

On rappelle I'identité remarquable
I-X""=1-X)1+ X+ +X").
En spécifiant X = a, on a
n
l—a"t=(1-a)1+a+---+a")=(1—a) xZak.
k=0
Sia # 1, on a donc, en divisant par 1 —a # 0,
n 1 — gntl
ek 170
1—-a
k=0
Sia=1,0ona

anlk:n—l-l.
k=0

(1) En déduire le calcul de la somme Y ;- a* pour m > n.

Sim > n, on a, en mettant a™ en facteur dans la somme,

m—n

m
g ab = a” E a®.
k=0

k=n

En utilisant le résultat établi a la question précédente, on a donc

m 1_am—n+1 an_am—i-l

a”x( ): sia#1
Zakz 1—a 1—a 7
k=n m-—-n+1lsia=1.

(2) (Question de cours) Donner la définition d’une suite de Cauchy.

Une suite de nombres complexes (uy,),>0 est dite de Cauchy si et seule-
ment si elle obéit au critére de Cauchy :

Ve>0, dN(e) e Ntel que : Vm >n> N(e), |um — un| <e.

(3) Montrer que la suite de terme général u, = Y ._, m est une suite
de Cauchy.

149
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Pour m > n, on a, puisque e~ ¥ > 0 pour tout k € N :

0< Uy, —u, = i 3+e

M

(B+eF)k
S o
k:n-‘,—l k=

_ nt1 o 1= (1/3)’" !
_ (1/3) +1 1_71/3

_ g X (1/3)"1 % (1 — (1/3)™")

g x (1/3)"* = % x (1/3)™.

IN

Ceci résulte du résultat établi au (2), que 'on utilise ici en prenant a =
1/3, en conservant m, et en remplacant n par n + 1. Il a fallu utiliser
aussi (pour établir la derniére inégalité) le fait que 0 < (1/3)"™ < 1/3
(puisque m —n € N*), donc que 1 — (1/3)"~™ < 1.

Pour rendre |ty — Un| = Um — u, < € lorsque m > n, il suffit donc de
faire en sorte que (1/3)™ < 2e. Si 'on prend

m >n > N(e)
avec N(e) € N tel que

N(e) > Llh{l (326)),

on aura bien, pour m > n > N(e),

x (2¢) =

La suite (un)n>o vérifie donc le critere de Cauchy.

1
m n§73in<7
|u Up| 5 5

Exercice 11

(1) (Question de cours)
Donner la définition de imsup,, , | o wn (limy, 400 Uy ) et liminf, o up
(im,, ,  un) d’une suite (uy), de nombres réels.

Si la suite (uy), est une suite de nombres réels majorée, on appelle
limsup,, ,, ., Un oulim, o U, lalimite de la suite décroissante minorée :

(sup uk)
k>n
C’est aussi la plus grande valeur d’adhérence de la suite (uy), lorsque
lensemble des valeurs d’adhérence de la suite (u), est non vide (par
exemple lorsque la suite (uy,), est aussi minorée). Si la suite (uy), n’est
pas majorée, on convient que

limsupu, = lim wu, = +oo.
n——+oo n—-+00
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Si la suite (uy), est une suite de nombres réels minorée, on appelle

liminf,  { o up ou lim,_, . u, la limite de la suite croissante majorée :

inf .
(jnf w),
C’est aussi la plus petite valeur d’adhérence de la suite (u,), lorsque
lensemble des valeurs d’adhérence de la suite (uy), est non vide (par
exemple lorsque la suite (uy,), est aussi majorée). Si la suite (uy), n’est
pas minorée, on convient que

liminfu, = lim wu, = —o0.

n—4o0o n—-+oo
Soit up, = sinf (1 + ﬁsin %), n > 1. Déterminer lim, oo U, et
himn—>+oo Unp -

Comme |sin(1/n)| < 1 pour tout n > 1 et que lim +/n = +oo, on a
n—-+o0o

. 1 .1
lim (— sin 7) =0,
n——4oo \/ﬁ n

et, par conséquent :

1 1
ngrfw (1 + % sin ﬁ) =1.
Comme |sin(nm/4)| <1 pour tout n > 1, la suite (up)n>1 est le produit
d’une suite bornée par une suite convergente (vers 1); la suite (up)n>1
est donc une suite bornée en valeur absolue, admettant donc une limite
supérieure et une limite inférieure, toutes deux dans R (¢f. la question de
cours (1) ci-dessus). Si (uy(n))n>1 €st une suite extraite de la suite (uy, )n>1
et convergeant vers un nombre réel [, on a nécessairement ! € [—1,1] (car
cette suite extraite se présente comme le produit d’une suite bornée en
valeur absolue par 1, en 'occurrence la suite (sin(e(n)m/4)),>1, par une
suite convergeant vers 1). L’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite
(Un)n>1 est donc inclus dans [—1,1].

Pour n =8k+2 (k€ N), on a

sin% :Sin@ = sin (2k7r+ g) :sing =1.
La suite extraite (usgi2)r>0 a donc précisémént pour limite 1 (qui est
justement la plus grande valeur d’adhérence que 'on pouvait espérer
pour la suite (u,)n>1). Le nombre 1 est donc bien la plus grande valeur
d’adhérence de la suite (up)n>1, et Pon a

limsupu, = lim u, =1.
n—+oo n—+0oo

Pour n =8k +6 (k€ N),on a
. onmw 8k +6)r . 3Ty . B
51nIfsmffsm(2k7r+7>fsm7f71.

La suite extraite (usk+6)k>0 a donc précisément pour limite —1 (qui
est justement la plus petite valeur d’adhérence que ’on pouvait espérer

3
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pour la suite (un)n>1). Le nombre —1 est donc bien la plus petite valeur
d’adhérence de la suite (uy)n>1 €t 'on a

liminfu, = lim wu, = —1.
n—+00 n—-+oo

Exercice 111

On rappelle que, pour tout © >0 on a 1+ z < e”.

(1) Soient z1, 22, ... des nombres complezes. En écrivant

p+1 p
H (1—}—,219) —1= (H (1+Zk) — 1) (1+Zp+1) + Zp+1,

k=1 k=1

montrer, par récurrence sur p, que

P p
Hl""zk )—1 H1—|—|Zk|

et en déduire que

< eXhalal 1,

P
H T+2,)—1
k=1

Notons, pour p € N*, («7,) 'assertion :

P
H 142 —1

P
H (1+)z]) =1 Vz1,..,2, € C.

L’assertion &7 est vraie car
|+ 2z)—1=|z|=14|zx]—|x] Vz eC.

On suppose que pour p donné dans N*, 'assertion &7, est vraie et 'on
montre qu’alors 7,;1 l'est aussi. Cette assertion .27, sera alors héréditaire.
Elle sera ainsi prouvée pour tout p € N* (c’est 1a le principe du raisonne-
ment par récurrence).

Montrons donc ©7,,1 en supposant .27, vraie. Soient 21, ..., zp41, une liste
de p+ 1 nombres complexes. On a, en utilisant l'indication, puis deux fois
I'inégalité triangulaire, enfin, au second membre de la seconde ligne, le fait
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que 27, soit supposée vraie pour passer a la ligne suivante :

ptl P
H(lJFZk)*l = |<H(1+Zk)1> (1+ zp41) + 2p1
k=1 k=1
P
< (T +20) = 1] X (14 201 ] + 211
k=1
<

P
(H (L4 |z]) — 1) (1 + [2p41]) + [2p41]
k=1

p+1
= H (T4 2]) = 1 = [2p41] + |zp4a
k=1

p+1

= H(1+\zk|)—1.

k=1
L’assertion &%, est bien démontrée modulo le fait que <7, est vraie, ce
qui valide la preuve de 2, pour tout entier p € N* (par récurrence).

On a, en utilisant le résultat rappelé en préambule de I’exercice :
P P
[T+ fal) < T e = 1l x - x elsl = glaabtrtlinl = Thoslo
k=1 k=1

puisque et? = e x e’ pour a,b € R (méme en fait lorsque a et b sont
complexes). En retranchant 1 aux deux membres, on a donc :

p
II +—Zk —-1

< ezk 1|Zk:|

(2) (Question de cours) Enoncer le critére de Cauchy pour une suite de
nombres complezes (ur);~-

Une suite de nombres complexes (uy),~, converge vers une limite [ € C si
et seulement si elle est de Cauchy, c’est-a-dire vérifie le critere de Cauchy :

Ve>0, AN(e) e Ntel que : Vm >n> N(e€), |[um — un| <e.

(8) Soit (uk)y>q une suite de nombres complexes vrifiant

sup <Z |uk> <M < +oo0.

neN k—0

(a) Montrer que la suite n — sup,cy (ZIZ e |uk|) est décroissante et

converge vers 0.

On a, pour tout n € N, pour tout p € N|
n+1+p n+p+1

STl < D fwl < M.

k=n-+1
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En prenant la borne supérieure sur p € N, on en déduit

n+1+p n+p n+p
sup ( Z |uk|> < sul\fl) (Z uk|> < Sug (Z uk|> < M.
pEN™ €

k=n+1 k=n p k=n

La suite
k=n+p
n — sup E |ug]
PEN k=n

est donc bien décroissante et minorée par 0. Elle converge donc vers
une limite A positive ou nulle. Si 'on avait A > 0, la suite croissante
majorée

(X ml),_, = zo
k=0 -

ne vérifierait pas le critere de Cauchy car on aurait :

n+p n—1

> fuil = 3 Junl| = sup (SR funl) = A > 0
k=0 k=0 peEN

peEN

Pour tout n € N*, il existerait en effet m(n) = n + p(n) > n (dans
N) tel que

[Unm(n) = Un| > A/2
(ce qui exprime bien que la suite (U,)n>0 n’est pas de Cauchy) : si
en effet ce n’était pas le cas, il y aurait au moins un entier n € N*

tel que
n+p

n—1
sup | S funl = 3 Jul| < A/2,
PENT k=0 k=0
ce qui serait en contradiction avec (B.1). Mais la suite (U,, ), >0 converge
(car croissante et majorée). Elle vérifie donc le critere de Cauchy.

Avoir supposé A > 0 conduit ainsi a une contradiction. Donc A = 0.

En utilisant le résultat obtenu la question 1., montrer que

n+p n
H (1+ug) — H (I4ug)| < eM (eEZ;Z“’\ukl _ 1) )
k=0 k=0

Pour p = 0, l'inégalité est vraie car le membre de gauche est nul.
Pour p € N*, on observe que

n+p n n+p
[Ta+w) =] +uw) x J] Q+w).
k=0 k=0 k=n+1

On a donc, en utilisant la mise en facteur, puis I'inégalité établie au
a fin de la question (1) pour passer de la ligne 1 a la ligne 2, enfin,



(B.2)

B. ANNALES 2011-2012, TEXTE ET CORRIGE DU DS 1, 1H30 155

une fois encore, I'inégalité rappelée en préambule de ’exercice pour
passer cette fois de la ligne 2 a la ligne 3 :

n+p n n ntp
H1+Uk 1—[1+u;c = H|1+Uk|><‘ H(1+“k)_1‘
h=0 k=0 k=0 k=n+1
n
< T+ fuxl) x (i lunl _ 1)
k=0
< 622:0 |ug| % (eZZiﬁH lug| 1)
S €M X (ez;:;rz+1 |Uk,\ _ 1)
< eM X (621’::5 luk| _ 1).

(¢) En dduire que la suite (TT_o (1 + ug)), > €st une suite de Cauchy et
conclure que cette suite converge vers une limite [ telle que || < eM

n
On pose IT,, :== [] (14 wug). On a établi a la question précédente que
k=0

VneN, VpeN, [y, —1II,] < eM « (QEZ:Z\“M _ 1)

< eM « (esuPpEN (EEIZ |u;€\) — 1)

Comme
n+p

i ( )=
i (sup (2 fu)

(¢f. la question (3a)) et que

lim w,=0= lim (e"" —1)=0
n—-+4o0o n—4oo

pour une suite (wp)n>0 quelconque de nombres réels (la fonction
exponentielle est continue en 0 et vaut 1 en ce point), on a

(@ (S22 ) 1) g

n—-+oo

Pour tout € > 0, il existe donc N(¢) tel que, pour tout
(n > N(e)) = (O < ¢™MPren (SZitenl) 4 < eeiM).
En reportant dans (B.2), on en déduit

Vn> N(e), VpeN', |1, —I0,| <e.

La suite de nombres complexes (IL,),>o vérifie donc le critere de
Cauchy, donc converge vers une limite finie [ € C. Comme

n n
VneN, [ < [T+ |uxl) < J] el = eXiolurl < M
k=0 k=0

on a aussi, en passant a la limite lorsque n tend vers +oo, |I| < eM
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Exercice I.

Questions de cours. Enoncer le théoréme des accroissements finis et linégalité

des accroissements finis.

Le théoreme (ou < formule ») des accroissements finis concerne les fonctions &

valeurs réelles et s’énonce ainsi : si [a, b] est un segment de R non réduit & un point

et f :[a,b] — R une fonction continue sur [a,b] et dérivable sur |a, b[, alors :
de€la,b[ taq. f(b) = fla)=(b—a)f(c)

(¢f. le Corollaire 2.6 du polycopié de cours).

L’inégalité des accroissements finis concerne, elle, le cadre plus général des fonctions

a valeurs complexes et s’énonce ainsi : si [a, b] est un segment de R non réduit & un

point et f : [a,b] — C une fonction continue sur [a, ] et dérivable sur |a, b, alors

on a l'inégalité :

[f(0) = f@)] < (b—a) sup |f'(z)]

z€]a,b|
(¢f. le Théoreme 2.8 du polycopié de cours).

Soit f une fonction complexe continue sur un intervalle ouvert la,b| telle que f’
soit borne.

(1) Montrer que f est uniformément continue sur ]a,bl.
(2) Montrer que f est bornée sur |a,b|.

(8) La fonction f se prolonge-t-elle par continuité auzx bornes a, b ?

(1) Pour tout z et y dans ]a,b], on a, d’apres I'inégalité des accroissements
finis,

(C.1) [f(@) = fW)l < |z =yl x sup [f'()] <z —ylx sup [f'(¢)].

t€lz,yl t€la,b]
Comme [’ est ici supposée bornée sur |a, b, on a
sup |f'(t)| = M € [0, +o0].

t€la,b]

Si M = 0, la fonction f est, d’apres (C.1), constante sur |a,b], et par
conséquent uniformément continue sur cet intervalle ouvert. Si M > 0,
alors, pour tout € > 0, on a, toujours d’apres (C.1),

Va,y €la, b,
(le vl <n@ =57) = (f@ - Wl < 57 x M =),

ce qui prouve encore que f est uniformément continue sur |a,b[ (cf. la
Définition 2.9 du polycopié de cours).

157
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Soit x¢ un point arbitraire de |a, b[ (on suppose que |a, b[ est non vide, sinon
il n’y a rien & démontrer). Pour tout x €]a, b[, on a, d’apres l'inégalité des
accroissements finis :

[f () = f(wo)| < |z — o] X sup /()] = Mla — x| < M(b— a),
tela,

ot M = sup,cjq pr | f/(t)]. Comme ||f(2)| = |f(wo)l| < [f(x) — f(x0)| pour
tout = €]a, b[, on déduit de (C.2) que

Va €la,bl, |f(x)] < |f(zo)| + M(b— a),
donc que f est bornée sur |a, b[.

Si (2n)n>0 est une suite d’éléments de Ja, b[ convergeant vers a, la suite
(n)n>0 est une suite de Cauchy dans R (donc vérifie le critére de Cauchy).
On en déduit, puisque

Vi,p € N, [f(zn) - Flap)| < Moo — )
(ot M := sup,¢qp |f/(t)]) d’apres (C.1), que :

Ve>0, IN(e) €N, (n > N(e) et p> N(e)

= (low =20l < 57) = (@) = Fla)l < ).

La suite (f(zy))n>0 est donc une suite de nombres complexes vérifiant
aussi le critere de Cauchy, donc convergeant (d’apres le théoréme de Cau-
chy) vers une limite {[( f(zn))n>0]- Si (Zn)n>0 est une autre suite de points
de Ja, b[ convergeant aussi vers a, la suite (2, — Z,,)n>0 converge vers 0;
il en est alors de méme, toujours d’apres le fait que

VneN, |f(zn) = f(Zn)] < M|z, — In|
(cf. (C.1)), pour la suite (f(zn) — f(&n))n>0. Ceci montre que
(f (@n))nz0] = U[(f(Zn)),,50):

et, par conséquent, que le nombre complexe {([(f(2r))n>0]) ne dépend pas
de la suite (2,)n>0. Si 'on pose donc

f(@) = U[(f(xn))n>0l),

ol (xn)n>0 est une suite quelconque de points de |a,b] convergeant vers
a, on définit bien un prolongement par continuité de f sur l'intervalle
[a,b] : en effet, la fonction ainsi prolongée est bien continue en a (si 'on
invoque le critére séquentiel de la Définition 2.3 du polycopié de cours).
Le méme raisonnement s’applique concernant le moyen de prolonger f en
une fonction continue sur ]a, b].

Exercice 11.

Dans cet exercice, on se propose d’étudier la nature de la suite (u,), de terme
général u, =sin (Inn).

(1)

Soit nj, = [e2*™] + 1, o [u] désigne la partie entiére de u c’est-d-dire
le plus grand entier p tel que p < u. En remarquant tout d’abord que
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sin (1n (62’”)) =0, puis en appliquant l’inégalité des accroissements finis
a la fonction x — sinx et ensuite a la fonction x — Inx, montrer que

tn, | < [In(ng) —In (62’”)| < e 2T,
et conclure que 0 est valeur d’adhérence de la suite (u,),,.

L’inégalité des accroissements finis, que 'on applique ici a la fonction
sin : R — [—1, 1], couplée avec le fait que la fonction sin’ = cos est bornée
sur R en valeur absolue par 1, implique :

Va,y €R, |sinz —siny| < |x — y| x sup|cost| < |z —y|.
teR

En particulier, si k € N et 2 = Inny, y = In(e?*™) = 2k7 (on observe que

ng = [62’”] +1 > e?*7 donc que x > y du fait de la stricte croissance de
la fonction In sur |0, +o0]), on a :
|sin(Inng) — sin(2k7)| = |sin(Inng)| = [un, | < [Inng, — In(e2*™)|.

Sur l'intervalle |e2¥™ ny[, la fonction In est dérivable, de dérivée la fonction

strictement décroissante t — 1/t et I'on a :

1
62kw

Vit ele® ™ nil, |In'(t)| = [1/t] < = g 2T,
L’inégalité des accroissements finis, appliquée cette fois a la fonction In
sur [e2*™ ny], implique :

g — (7)) < g — 7| x sup | In'(H)
tele2k™ ny|

< e—2k7r |nk _ €2k7r| < e—Qkﬂ-
puisque
|nk _ 62k7r| =ny — e2k7r _ [€2kﬂ'} +1— e?kﬂ 6]07 1]

(du fait de la définition de [e?*"]). En reportant I'inégalité (C.5) au second
membre de I'inégalité (C.4), on obtient bien I'inégalité demandée. Comme
la suite (e 257,50 tend vers 0, la suite (un, )x>0 (qui est une suite extraite
de la suite (uy)n>0) tend vers 0. Ainsi 0 est limite d’une suite extraite de
la suite (uy)n>0, €t est donc bien valeur d’adhérence de cette suite (cf. la
Définition 1.14 du polycopié de cours).

Refaire le raisonnement précédent avec la suite my = [62k”+”/2] +1 et
en déduire que 1 est valeur d’adhérence de la suite (uy),,. Conclure.

On applique comme dans la question précédente 'inégalité des accrois-
sements finis pour la fonction sin (inégalité (C.3)), mais cette fois avec
= Inmy et y = In(e**+7/2) = 2km + 7/2 (on observe ici encore que
y < x du fait de la définition de my = [e2k”+”/2]] + 1 et de la stricte
croissance de la fonction In sur ]0, +o00[). On en déduit :

|sin(lnmy) — sin(2km 4+ 7/2)| = |sin(lnmy) — 1| = |tm, — 1]
< |Inmy — In(e$7+7/2)).,

Sur I'intervalle ouvert ]62’”"’”/ 2 my[, la fonction In est dérivable, de dérivée
t — 1/t, strictement décroissante sur cet intervalle. On a donc, en appli-
quant 'inégalité des accroissements finis & la fonction In sur le segment
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[62k7r+7r/2’ mk] .
|Inmy — In(e2F™+7/2)| < |my, — e2F7H7/2| x sup [In'(t)]
te]e2km /2 |

< e—2k7‘r—7r/2

|mk _ e2k7r+7r/2‘ < e—2k7r—7r/2

puisque

|mk . e2k7r+7r/2| = my — 62k7r+7r/2 _ [e2k7r+7r/2} +1-— e2k7r+7r/2 G}O, 1]

(du fait de la définition de [e2*™+7/2]). En reportant l'inégalité (C.7) au
second membre de 'inégalité (C.6), on obtient

V€ N, |y, — 1] < e 2km=m/2,

Comme la suite (e‘zk”_”ﬂ)kzo tend vers 0, la suite (U, k>0 (qui est

encore une suite extraite de la suite (up)n>0) tend vers 1. Ainsi 1 est
limite d’une suite extraite de la suite (uy,),>0, et est donc bien valeur
d’adhérence de cette suite. La suite (uy,)n>0 possede au moins deux valeurs
d’adhérence distinctes (0 et 1) et ne peut donc converger. La suite (un)n>0
est donc une suite divergente.

Quel est 'ensemble des valeurs d’adhrence de la suite (uy), ¢ Indication :
pour ¥ € [0,27], considrer la suite d’entiers nj = [e**™ V] 41,

En répétant mot pour mot le raisonnement fait dans la question précé-
dente (mais avec cette fois 6 au lieu de /2 et donc nf = [e**™ 0] 41 &
la place de my, = [62’”"‘”/2} +11), on montre que

V>0, [u,s —sin(In(e**™))] = Ju,o —sing| < e 270,

On en déduit que siné est valeur d’adhérence de la suite (up)n>0 (car il
existe une suite extraite de cette suite, en l'occurrence la suite (unz) k>0
convergeant vers sin @, du fait que la suite (e=2*"=%), - converge vers 0
quelque soit 0 dans [0, 27]). L’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite
(tn)n>0 contient donc tout le segment [—1, 1], image de R par application
sin. Comme |u,| < 1 pour tout n (puisque w, est un sinus), 'ensemble
des valeurs d’adhérence de la suite (uy,),>0 est exactement égal & [—1, 1].

Exercice III.

1. Question de cours. Enoncer le théoréme de Rolle.

Soit [a,b] un segment de R non réduit & un point et f : [a,b] — R une fonction
telle que f(a) = f(b) et que f soit dérivable sur ]a, b[. Alors :

Je€la,b] t.q. f(c)=0

(¢f. le Théoreme 2.5 du polycopié de cours).

Soit f

a,b] = R, a < b, une fonction de classe sur le segment |a, b] telle que
b R b f jon de cl C? l b] tell

1" soit drivable sur ]a,b[. Soient xy < x1 < x2, 3 points distincts du segment [a, b].

2. Montrer qu’il existe un polynéme P de degr 2 tel que

P((EJ) = f(xj)7 ] = 071,2.

/2

1. Notons ainsi que n% =ng et que nZ =my.
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Indication : chercher P sous la forme

Plz)=a(x—zp)(x—x1)+b(x—x) (x —22) + c(z —x1) (x — x2) .

Si 'on pose

B f(z2) b f(z1) B f(xo)
a = ? - ) - )
(w2 — @o) (w2 — 21) (21 — @o) (21 — 22) (zo — @1) (w0 — @2)
on observe immédiatement que le polynome P ainsi construit satisfait les conditions
exigées. Ces valeurs de a, b, ¢ s’obtiennent en substistant respectivement xs, 1, g

a l'inconnue z dans :
fl@)=P)=a(zx—x)(x —x1) +b(x —z) (xr — 22) + c(x — 21) (x — z2)

(on observe chaque fois que deux des trois produits figurant dans 'expression de P
telle qu’elle est proposée induisent 0 apres cette substitution).

Dans toute la suite, P est fizé comme ci-dessus et, de plus, on fize un point x € [a, b],
distinct des trois nombres xg, x1, xso.

3. Comment faut-il choisir le paramétre o € R pour que la fonction :
g :t€la,b]— f(t) = P(t) —a(t—zo) (t—z1)( —x2)
s’annule en x ?
Il faut choisir « tel que
f(z) = P(x) — oz — o) (z — z1)(x — 22) = 0,
soit
f(z) — P(z)

(x —mo)(z — 1) (T — 22)

(C.8) a=

On choisit partir de maintenant o« comme a la question ci-dessus, de sorte que g
s’annule en quatre points distincts.

4. Vérifier que g est de classe C? sur [a,b] et que g" est dérivable sur |a,b|.

La fonction polynomiale
QSt€Rl—>P(t)‘i’()é(t*l‘o)(t*ﬁtl)(t*l'g)

est de classe C*° sur R. La fonction g, qui s’écrit comme différence de la fonction
f (de classe C? sur [a, b] et telle que f” est dérivable sur ]a, b]) et de cette fonction
polynomiale @, est donc (comme f) de classe C? sur [a, b], avec de plus ¢g” dérivable
sur |a, b|.
— Montrer que ¢’ s’annule en trois points distincts de ]a, bl.
La fonction ¢ s’annule aux trois points xg, 1,22 (puisque f(z;) = P(xz;)
pour j = 0,1,2, par construction méme du polyndéme P wvia le choix des
trois coefficients a, b, ¢ & la question 2) et s’annule aussi au point x (supposé
distinct de ces trois points) de par le choix du parametre a a la question
3. Cette fonction g s’annule donc en (au moins) quatre points distincts de
[a,b], en Voccurrence xg, x1, T2, x. D’apreés le théoréme de Rolle, entre deux
quelconques (mais consécutifs) de ces quatre points, la fonction ¢’ admet au
moins un zéro. Comme quatre points (dans R) délimitent trois intervalles
ouverts contigus (deux-a-deux disjoints) I11, I12, I13 (chacun ayant pour
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extrémités deux de ces quatre points), la fonction ¢’ s’annule en au moins
trois points distincts de ]a, b[. On applique pour justifier cela le théoréme de
Rolle & chacun des trois intervalles ouverts contigus I, j = 1,2, 3, délimités
par les quatre points g, x1,x2,2; la fonction ¢’ admet ainsi au moins un
zéro dans chacun de ces trois intervalles ouverts contigus (donc deux-a-deux
disjoints) 111, 112, 113.

— Montrer que g s’annule en deuz points distincts de ]a, b|.

La fonction ¢’ (continue sur [a,b]) s’annule en trois points distincts de ]a, b|
(établi au point précédent). Ces trois points distincts délimitent deux inter-
valles contigus disjoints Ip; et Ioo (inclus dans ]a,b[). D’apres le théoreme
de Rolle, appliqué cette fois a la fonction ¢’ continue sur [a,b] (donc sur les
segments Io et E), dérivable sur chacun des deux intervalles ouverts conti-
gus o1, Iz, et nulle aux bornes de chacun d’eux. La fonction ¢’ s’annule au
moins une fois dans chacun de ces deux intervalles ouverts, ce qui implique,
puisque Io; et oo sont disjoints (car contigus), que ¢g” s’annule en au moins
deux points de Ja, b[ (un dans I, un dans o).
5. En déduire qu’il existe ¢, €la,b| tel que
1

@) = Pa) = ¢ (v = w0) (# = 1) (= 22) [P(ca).

Si x est I'un des trois points xg, x1, T2, les deux fonctions
ts f(t) - P(t)
et 1
t g(t—xo)(t—ml)(t—xg)

s’annulent en z et 'on peut prendre pour ¢, n’importe quel point de ]a, b[ pour ob-
tenir la relation demandée. On peut donc supposer que x est différent de xg, x1, T2,
ce qui nous met dans les conditions des questions 3 et 4. Si g est précisément la
fonction construite & la question 3, on a établi & la question 4 que g était (comme
f) de classe C? sur [a, b], avec g” dérivable sur ]a, b] et s’annulant en au moins deux
points distincts de ]a, b[, que nous noterons « et 3. Le théoréme de Rolle est encore
applicable (& ¢” : [a, 8] = R cette fois) et assure que ¢ s’annule en au moins un
point de Ja, 8], donc de |a, b[. Mais on observe que

Vi G]av b[v 9(3) (t) = f(3) (t) —6a

(car la dérivée troisieme d’une fonction polynomiale de degré 2 est identiquement
nulle tandis que la dérivée troisieme de ¢t — 3 vaut la fonction constante partout
égale a 6). On peut donc affirmer :

(3)
Je=c; €la, b, tq. a= fT(Cm)
En reportant ’expression de o donnée en (C.8), on obtient bien encore la relation :
1
[@) = Pla) = ¢ (o = 20) (& = 1) (& = 72) Oes).

exigée.
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Exercice I
Calculer les limites sutvantes :

Jim (M), i (1+7)"

Les calculs devront étre dans chaque cas justifiés.

Dans le premier cas, on a, pour n € N* :

! In(n) 1 ! In(n) 1
n+ln(n)+1 n( + n +ﬁ) _ + n +ﬁ
2 5 \2 - 5 \2
(vVn+5) n(1+—-) (1+ =)
Vn Vn

(on met ici en facteur au numérateur et au dénominateur le terme que 1’on pense
étre prépondérant dans chacune de ces deux expressions lorsque n tend vers U'infini).
En utilisant le fait que les suites (In(n)/n)n>1, (1/n)n>1 et (5/4/n)n>1 convergent
toutes les trois vers 0 et le résultat concernant les opérations sur les limites (Pro-
position 1.4 du polycopié), on trouve

lim (n{:/%lz%; 1) =

n—-+o0o
On a, pour tout n € N*,

ln(1+1/n)).

(1+%)n:exp(nln(1+1/n)) :exp( n

Comme

on a

1\
lim (1—1-7) =el=¢
n

n—-+o0o

puisque la fonction exponentielle est continue en 1.
Exercice 11

On rappelle que l'on a, pour tout nombre réel a différent de 1, pour tout entier
n >0,
a"tl —1

l+a+---+a" =
a—1

163
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Soit (up)n>0 une suite de nombres réels. On définit la suite (v,)n>0 de terme

général

(1)

ug + 2uy + - - - + 2"u,,

Un = on+1 Vn e N.
Vérifiez que, pour tout n € N,
ug | up—uy | Uz — Uy Unt1 — Up
Unt1 = Un = on+-2 + on-+1 on t+-t #

En déduire que si la suite (un)n>0 est une suite croissante de nombres
positifs ou nuls, il en est de méme pour la suite (v,)n>0. On a, pour tout
neN:

up + 2ug + -+ 2"y, Ug 1 « &
Unt1 = on iz = gns2 T gnrl Z Uk412
k=0
1 n
_ k
Un = on+1 Zqu :
k=0

En soustrayant ces deux égalités, on trouve bien la formule demandée.
Si la suite (up)n>0 est croissante et constituée de nombres positifs, on a
ug > 0 et ug4+1 —ur > 0 pour tout £ € N. D’apres la formule que 'on vient
d’établir (en tenant compte de la forme du second membre) on voit que
Un4+1 — Up, > 0 pour tout n > 0, donc que la suite (v, )n>0 est croissante.
Comme vy = up/2, on a aussi v, > vy = ug/2 > 0 pour tout n € N.

Montrer que si la suite (un)n>0 est majorée par une constante M > 0, il
en est de méme pour la suite (Vp)n>0-

Si ur < M pour tout k € N, on a, pour tout n € N,

1+2+4-- 42" rti -1 1
UHSMXT:MX 91 X2n+1§M.

Déduire des résultats établis aux questions 1 et 2 que si la suite (un)n>0 est
une suite croissante et majorée de nombres positifs ou nuls, les deuzx suites
(Un)n>0 €t (Vn)n>0 sont toutes deux convergentes vers des limites réelles
positives ou nulles. Si (uy,),>0 est croissante et majorée (et constituée de
nombres positifs ou nuls), il en est de méme de la suite (v,,)n>0 d’apres
les deux items précédents. Or toute suite de nombres réels croissante et
majorée est convergente (cf. la Proposition 1.2 du polycopié). Les deux
suites (Un)n>0 €t (vn)n>0, toutes les deux croissantes et majorées, sont
donc toutes les deux convergentes vers des limites réelles. Comme ces
deux suites sont toutes les deux des suites de nombres positifs ou nuls, les
limites respectives de ces suites sont toutes les deux positives ou nulles.

Ezpliciter avec des quantificateurs logiques le fait qu’une suite (un)n>0 de
nombres réels converge vers 0. On a :

lim wu, =0
n—-+oo

— (ve> 0, IN = N(e) € N t.q. (nz N(e)) — (\un| < e))
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Exercice 111

Soit (un)n>0 une suite de nombres réels telle que

(1)

sup{lun|;n e N} =M <400 et lim (un—i—@):LER. (%)

n—-+oo 3

Enoncer le théoreme de Bolzano-Weierstrass pour les suites réelles bornées.
Pourquoi existe-t-il au moins une suite extraite (Uyn))n>o0 (de la suite
donnée (un)n>0) qui converge vers une limite réelle finie ¢ On note dans
la suitel = lim (u .

7L—>+oo( @(n))

Théoreme de Bolzano-Weiertrass pour les suites réelles bornées (Théo-
reme 1.1 du polycopié) : < ’ensemble des valeurs d’adhérence (dans R)
d’une suite (un)n>0 de nombres réels bornée en valeur absolue est non
vide (c’est le segment [liminf,_, . u,,limsup,, , , uy]). > Ici la suite
(un)n>0 est une suite de nombres réels bornée en valeur absolue (par
M, c’est la premiere des hypotheses dans 'en téte de l'exercice). Cette
suite admet donc, d’apres ce théoréme, au moins une valeur d’adhérence
l € R, ce qui signifie (Définition 1.9 des valeurs d’adhérence d’une suite de
nombres réels dans le polycopié) qu’il existe au moins une suite extraite
(Up(n))n>0 (de la suite donnée (u,)n>0) qui converge vers cette valeur
d’adhérence I.

En utilisant la seconde hypothése figurant dans (x), vérifier que

lim (u3<p(n)) =3 (L - l) .

n——+00

Comme nll)l:r_loo Up(n) = | et que

U3 o(n
lim (uw(n) + L()) =L

n—-4o0o 3

(comme suite extraite de la suite (un +usy/ 3)n>0 qui est censée converger
vers L), la suite (u3,(n))n>0 converge vers 3 (L —1) d’apres la Proposition
relative aux opérations sur les limites de suites de nombres réels (Propo-
sition 1.4 du polycopié).

Montrer par récurrence sur Uentier k que, pour tout k € N, la suite
(Ugku(n))n>0 converge vers limite finie I € R lorsque n tend vers l'in-
fini et que la suite (I)gen de nombres réels ainsi obtenue vérifie

lo=1 et VkeN, lk+1:3(L—lk).

En utilisant la premiére hypothése figurant dans (x), vérifier que l'on a
ausst |lx| < M pour tout k € N. Le résultat que I'on demande de montrer
par récurrence est vrai pour £k = 0 avec lg = [. Supposons qu’il soit
vrai & un ordre k € N, c’est-a-dire que, pour cette valeur de k, la suite
(U3k o(n))n>0 converge vers une limite réelle . On a

Ukt w(n)) _r
3

(toujours comme suite extraite de la suite (un + uzn/ 3)n>0 qui est censée

lim (’LLgk o(n) +

n—-+o0o

converger vers L), d’ott 'on déduit, toujours d’apres la Proposition relative
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aux opérations sur les limites de suites de nombres réels (Proposition
1.4 du polycopié), que la suite (ugk+1 ,(n))n>0 converge vers 3 (L — ) =
lg+1 € R. La propriété (P) que 'on demandait de prouver par récurrence
est donc bien héréditaire et (Py) est ainsi vraie pour tout k& € N. Pour
tout k € N, la suite (usk ,(n))n>0 est une sous-suite de la suite (un)n>0;
comme cette derniere suite, elle est bornée en valeur absolue par M et,
par conséquent, sa limite [; aussi.

Déduire de la relation entre ly, et lgy1 €tablie a la question 3 que
VkeN, lpp1 —3L/4 = (-3) x (I — 3L/4).

En déduire I, = (—=3)%(l — 3L/4) + 3L/4 pour tout k € N. La suite
((=3)%)r>0 est-elle une suite bornée ? Montrer que le fait que l'on ait
[lk] < M pour tout k € N implique I = 3L/4. La relation demandée

le1 = 3L/4A = (=3) (L —3L/4)
équivaut a
k1 =3(L — lk),
comme on le vérifie immédiatement. On a donc, pour tout k € N*,
I —3L/4 = (=3)(h-1—3L/4) = (~3)2(h—s — 3L/4) = =
= (=3)"(1-3L/4),
d’out
I, = (=3)*(1 —3L/4) +3L/4 VkeEN

(la suite (Ix)x>0 est ce que I'on appelle une suite arithmético-géométrique,
cf. votre cours de S1). La suite ((—3)*)x>0 n'est pas une suite bornée
en valeur absolue (ou en module, c’est pareil, puisque les suites sont ici
réelles) car c’est une suite géométrique de raison —3 et que | —3| > 1. Pour
que la suite (Ix)r>0 reste donc bornée en valeur absolue (comme c’est le
cas en fait ici d’apres ce qui a été établi a la question précédente), il faut
que I —3L/4 = 0, soit | = 3L/4 (auquel cas la suite (Iy)k>0 est de fait
stationnaire & cette valeur 3L/4).

Déduire de ce qui précéde que l’ensemble des valeurs d’adhérence de la
suite (un)n>0 est égal a {3L/4}. Que peut-on dire du comportement du
terme général u, lorsque n tend vers +00 ¢ Si I est une valeur d’adhérence
réelle de la suite (un)n>o0 (il en existe d’apres le théoreme de Bolzano-
Weierstrass), on a nécessairement | = 3L/4 (d’apres ce qui a été établi a
la question précédente). L’ensemble des valeurs d’adhérence réelles de la
suite (un)n>o se réduit donc au singleton {3L/4}. D’apres la proposition
1.10 du cours (ni —oo, ni +00 ne sont valeurs d’adhérence car la suite
(un)n>0 est supposée bornée en valeur absolue par M), la suite (u,)n>0
qui n’a que 3L/4 comme seule valeur d’adhérence dans R U {—o0, +00}
est convergente vers cette valeur 3L/4.
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Exercice 1

(1)

Enoncer le théoréme de Rolle.

1l s’agit du Théoreme 2.5 du polycopié : < si f : [a,b] = R est une
fonction continue sur le segment [a,b] (non réduit a un point) et dérivable
sur ]a, b[, avec de plus f(a) = f(b), il existe au moins un point ¢ de |a,b|
ot f'(e) =0.>>

Soit f : [a,b] = R une fonction continue sur [a,b] et dérivable sur ]a,b],
telle que f'(x) # 0 pour tout x €]a,b]. Montrer que f(x) # f(a) pour tout
x €a, b].

On va raisonner par absurde. Si x €]a,b[ était tel que f(x) = f(a), le
théoreme de Rolle, appliqué a la fonction f sur le segment [a, ], impli-
querait qu’il existe au moins un ¢, €la,z[ tel que f’(c;) = 0. Ceci serait
contradictoire avec I'hypothese selon laquelle f' ne s’annule pas sur ]a, b|.
Le résultat est donc démontré par ’absurde '.

Soit p € N* et f : [a,b] — R une fonction continue sur [a,b], p fois
dérivable sur |a, b, s’annulant en p+ 1 points distincts de [a,b]. Montrer
qu’il existe au moins un c €la,b| tel que fP)(c) =0 (on commencera par
traiter le cas oup=1).

On raisonne par récurrence (ou hérédité), comme d’habitude en trois
étapes.

1. On valide ’assertion au cran initial (assertion (1) VRAIE).

On raisonne pour commencer avec p = 1 et ’on suppose donc f dérivable
sur ]a,b| et telle que f s’annule en deux points distincts de [a, b], & et
&» (on pourrait avoir a priori & = a et & = b); le théoreme de Rolle
s’applique & f sur [£1,&2] C [a,b] et il existe donc ¢ €]&7, £3[Cla, b] tel que
f'(c) = 0; le résultat est acquis dans ce cas.

2. On formule (et admet) 'assertion (Z(p) VRAIE) pour p € N* fixé.
Forts du fait que le résultat est vrai pour p = 1 (assertion #(1) VRAIE),
nous allons raisonner par récurrence et supposer le résultat vrai pour p
fixé dans N*, pour tout segment [, 3], pour toute fonction réelle continue

1. On pouvait aussi raisonner différemment, méme si ce n’était pas tout a fait dans esprit
de l’exercice : en invoquant cette fois non plus le théoreme de Rolle, mais la Proposition 2.12

du polycopié (qui en découle en fait via la formule des accroissements finis), on sait que si f’ ne
s’annule pas sur ]a,b[, f est strictement monotone sur cet intervalle (strictement croissante ou

strictement décroissante suivant que l'on ait toujours f/ > 0 dans ]a, b ou f/ < 0 dans ]a,b[); il
est donc impossible que f(z) = f(a) puisque f(a) = limge_,4,e>q) f(§) par continuité de f en a.

Cet argument était aussi accepté.
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sur [«, 8], p fois dérivable sur |a, B[, s’annulant en p + 1 points distincts
de [, ] (ce sera lassertion (Z?(p) VRAIE)).

3. On prouve (Z(p) VRAIE) = (L(p+ 1) VRAIE). Soit f une fonc-
tion réelle continue sur [a, b], p + 1 fois dérivable sur ]a, b[ et telle que f
s’annule en p + 2 points distincts de [a, b], notés a < & < -+ < &ppa < b
D’apres le théoréme de Rolle, f/ s’annule en un point &1 2 de |&1, &2, ainsi
qu'en un point &,11 p12 de |§p11,Epra[. Comme la fonction f' s’annule
aussi en un point &; j1+1 €]¢;,&;+1[Cla, b] pour tout j dans {2,...,p}, elle
s’annule en p — 1+ 2 = p + 1 points distincts de [£1.2, &pr1,p+2] Cla,b]
et est continue sur ce segment [£1 2, &pt1,p+2] (car f’ est encore dérivable
sur Ja, b[, puisque f est au moins 2 > 1 fois dérivable sur |a, b[). On peut
appliquer ’hypotheése de récurrence (assertion (Z?(p) VRAIE)) a f’ sur
(61,2, €p+1,pro] ; comme f’ s’annule p+ 1 fois sur ce segment et y est conti-
nue et dérivable & I'ordre p en son intérieur, (f/)® = f®+1) doit s’annuler
au moins une fois dans ]&; 2, {p+1,p+2[, donc dans ]a, b, ce que 'on voulait.
On vient donc de vérifier :

assertion (Z(p) VRAIE) = assertion (£ (p + 1) VRAIE).

Comme Dassertion (Z(1) VRAIE) a été validée & 1’étape 1, le résultat est
prouvé par récurrence.

Exercice 11

(1) Montrer que la fonction f :x €] —1,4+oo[— In (1 + x) est indéfiniment
dérivable sur | — 1,4o00[ et que, pour tout k € N*, sa fonction dérivée
d’ordre k est la fonction

k1 (B —1)!

x— (—1) Lk

La fonction z €] — 1,4o00[— In(l + z) est C* sur | — 1,+00[ comme
composée de la fonction affine z €] — 1, +oo[— 1 + = €]0,+o0] et de la
fonction In : X €]0, +-oo[— In(X), toutes les deux C'*° sur leurs domaines
de définition, de dérivées respectives z — 1 et X +— 1/X. La premiere
dérivée de la fonction x — In(1 + x) sur | — 1,4o00[ est, d’apres la regle
de Leibniz (cf. le cours de MISMI de semestre 1 ([Ymis], section 3.5),
la fonction = €] — 1, +oo[— (1 + x)~!. Les dérivées successives de cette
derniére fonction sur | — 1, +oco[ sont les fonctions

z €] =1, 400[ = (=1)(=2)-- (k)1 +2)7 !
= (—D*KR 1+ k=123, ..

La dérivée d’ordre k de la fonction x €] —1, +oo[— In(1+x) sur | — 1, +o0[
est donc bien la fonction

g1 (b —1)!
(14 )k

(car il faut remonter d’un cran I'ordre de dérivation utilisé pour sa premieére
dérivée, a savoir la fonction z €] — 1, +o0[— (1 + )~ 1).

x €] —1,+oo[— (—1)
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Soient I un intervalle ouvert de R, a,b € I avec a < b et p € N. Ecrire,
pour une fonction f : I — R de classe C*> sur I, la formule de Taylor-
Lagrange entre a et b a l’ordre p + 1.

11 s’agit d’énoncer ici la formule (2.49) du Théoréme 2.10 du cours :

< st f 1 — R est une fonction C*° sur un untervalle ouvert I de R, et
si a < b sont deuz points de I et p un entier positif, il existe au moins un
nombre ¢ €la, b| tel que

p k) (p+1)
_Zf( (a) ey 7000 P
f(b) = 2 x (b—a)® + T (b—a)’™. >
En prenant I =] —1,400[, a=0, b=1 et pour f : I — R une fonction

convenable, déduire des deux questions précédentes que

pEToo(zp:lek_l) =n2.

En faisant comme indiqué et en appliquant la formule rappelée a la ques-
tion 2, on voit que :

e €]0,1[, In(2)

P (=) (k—1)! 1 (—1)Pp!
2 k! (p+1)! (14 c)pt!

_ N~ (EDF (=1)”
= 2 k +(p+1)(1+c)p+1'

On en déduit, puisque ¢ > 0,

(@) - ij HVH‘ <!

“p+1

Comme lim,_ 1o, 1/(p+ 1) =0, le lemme des gendarmes implique que l’on a

i (3 ) =

b
Il
—

ce qu’il fallait démontrer.

Exercice 111

(1)

Enoncer le théoreme des valeurs intermédiaires pour une fonction F' conti-
nue sur un intervalle de R et a valeurs réelles.

C’est le Théoreéme 2.1 du cours (reposant sur la méthode algorithmique
dite de dichotomie qu'il fallait citer ici : < si I est un intervalle de R,
a < b deuz points de I et f une fonction continue de I dans R, alors f
prend au moins une fois entre a et b toute valeur ¢ appartenant au segment
d’extrémités f(a) et f(b). >.

Soit P : R — R une fonction polynomiale de degré impair. Montrer qu’il
existe a € R tel que P(a) = 0.
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On peut supposer, quitte a remplacer P par —P, que le coefficient du
terme dominant t?**1 de P est strictement positif. Alors
lim P(z) =400, lim P(z)=-o0
r—+00 r——00

(car le degré de P est impair et que (—o0)?**! = —co tandis que 'on a
(+00)%k*+1 = 400, et que l'on sait d’autre part qu'une fonction polyno-
miale réelle est équivalente & sa fonction monomiale de plus haut degré
au voisinage de +00). D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, P
doit prendre au moins une fois toute valeur entre —R et R lorsque R > 0
est arbitraire, donc en particulier la valeur 0.

Soit f : R +— R une fonction de classe C*° telle que
VkeN, [f® () < |P(x)],

ou P désigne, comme a la question précédente, une fonction polynomiale
a coefficients réels de degré impair. Déduire de la question 2 qu’il existe
a € R tel que f*)(a) = 0 pour tout k € N. C’est cette fonction f et ce
nombre réel a que l'on conserve jusqu’a la fin de l’exercice.

Comme P s’annule en un point a (d’apres le résultat établi question 2)
et que | f*)(a)| < |P(a)| = 0 pour tout k € N, on a f*)(a) = 0 pour tout
ke N.

Soit b > a. Ecrire, lorsque p € N, Uinégalité de Taylor-Lagrange a l’ordre
p+ 1 pour la fonction f entre a et b. En déduire l'inégalité :

b— aq)Ptl
(b—a) sup |P(z)] VpeN

f(D)] < W z€[a,b]

On demandait ici d’énoncer, pour une fonction C* sur I = R (& valeurs
ici réelles, mais elle pourrait tout aussi bien étre a valeurs complexes),
I'inégalité (2.54) du Théoreéme 2.11 du cours : < si a,b, avec a < b sont
deux points de I et p € N,

= f¥)(a) W o (0—a)t! (p+1)
’f(b)kz_% po O- @t < T s 10 @) >

Comme ici f*)(a) = 0 pour k = 0,...,p, et ce pour tout p € N, et que
|f®P*+D) (z)] < |P(x)| pour tout = € R par hypotheses, on en déduit, pour
ce qui est de notre contexte :

(b—a)r! (p+1) (b—a)r*!
—— sup |[fP"(zr)| < —— sup |P(x)] VpeN.
(p+ 1! me[a,b]| (@)l (p+1)! we[a,b]| @)l

Soit, pour b > a, pour tout p € N, u, = (b —a)?™/(p + 1)!. Montrer
qu’il existe un entier positif K tel que pour p > K, 0 < upy1 < u,/2. En
déduire limy,_, 4 oo up, = 0.

On a
VpeN um—l:bia.
" w, p+1
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Sip > sup(0,2(b —a) — 1) = K, on a donc upy1 < u,/2 (ou encore
up < up_1/2). Par récurrence, on en déduit, pour tout p > K,
0 <up, < (1/2)P Kug.

Comme lim,,_, ;oo (1/2)P"Fug = 0, le lemme des gendarmes implique, du
fait de 'encadrement ci-dessus, que la suite (u,),>0 converge vers 0.
Déduire des résultats établis aur questions 4 et 5 que pour tout b > a,
f(b) = 0.
En prenant la limite dans I'inégalité

70 < Lo aup P = u, s |P@)] VpeN.
(P+D! aclay P velay)
lorsque p tend vers l'infini, on trouve f(b) = 0 pour b > a.

Soit b < a. En écrivant comme aux questions précédentes l’inégalité de
Taylor-Lagrange d un ordre arbitraire pour la fonction x — f(2a — x)
entre a et 2a — b > a et en raisonnant comme a la question 6, montrer
que l’on a encore f(b) = 0.

Les nombres dérivés successifs en a de la fonction composée z — f(2a— 1)
sont nuls car, pour tout k£ € N,

dk

e =) = (1) ¥ (20 - 2)

d’aprés la régle de Leibniz et que [f*)(2a — z)],=q = f*)(a) = 0. On a
donc

_ pyptl
12 — 2)amsas| = ()] < <(p+>1), sup 10 20— )
* ze€|a,2a—
(a — )P+t
7@ 1)1 mzl[lbl,)a] |P(z)] VpeN.

(8)

En prenant cette fois u, := (b — a)?™!/(p + 1)!, on raisonne comme aux
questions 5 et 6 et I’on montre que f(b) =05si b < a.

Déduire des deux questions précédentes que f est identiquement nulle sur
R.

On a établi f(b) = 0si b > a (ala question 6) et f(b) =0sib<a (ala
question 7). On sait aussi que f(a) = 0 par hypothéses, donc f = 0 sur
R.
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EXERCICE 1
Soit (un)n>1 la suite définie par récurrence pour n > 1 par
up =1et upp1 = n+2un Vn>1.
n

(1) Calculer us et uz. On a en appliquant la formule reliant w, 1 & w, que
Uy = (1—|—1)/1:2€t Uz = (2+2)/4: 1.

(2) Montrer, en raisonnant par récurrence sur n, que (Up)p>1 est une suite
a termes positifs. On a u; = 1 > 0. L’hypothese de récurrence & (n) (a
savoir < u, > 0>) est donc vérifiée au cran initial (n = 1). Supposons
Z(n) vraie pour un cran fixé n € N*, ce qui signifie u,, > 0. Alors u, 1 =
(n +up)/n? = 1/n + u,/n? > 1/n > 0, ce qui montre que &£ (n + 1)
est vraie. L assertion <« (n) est vraie pour tout n € N* » est bien ainsi
prouvée par récurrence.

(3) Montrer que u, > 1/(n —1) pour tout n > 2, puis en déduire que tn11 —
Uy < 0 pour tout n > 2. D’apres la formule exprimant u,; a partir de
Up, ON a

n—1+u,_1 1 Up—1
Uy = = =+
(n—1)2 n—1 (n—1)2
Comme u,_1 > 0 pour tout n > 2 (d’apres la question 2), on a bien
U > 1/(n — 1) pour tout n > 2. On a donc, toujours d’apres la formule

liant wp41 & uy, ¢

Yn > 2.

n—+ uy, 1 n?-1
Un+1 — Un = n2 _un:ﬁ_Tun
1 n2-1 1 1 n+1 1
~ n n2 n—1 n n? n? — "=

(4) Déduire de la question 3 que la suite (u,)n>1 est une suite majorée par
2, décroissante a partir den = 2. On a u;p = 1 < 2, puis ug = 2. D’apres
le résultat établi & la question 3, la suite (uy),>2 est décroissante; elle
est donc majorée par son premier terme, a savoir uo = 2. Comme u; = 1,
tous les u,, pour n > 1, sont majorés par 2. La décroissance a partir de
n = 2 a été vue juste au dessus.

(5) En déduire que la suite (un)n>1 est convergente et calculer sa limite. Toute
suite décroissante minorée (ici par 0) est convergente (Proposition 1.2 du
cours). Donc la suite (uy,)n>2 €st convergente vers une limite finie I € R
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et, bien sir, la suite (uy)n>1 converge aussi vers [. On a donc (de par le
résultat concernant les opérations sur les limites de suites, Proposition 1.4
du cours)

1 1
lim unpr = Tim (S +unx =) =0+1x0=0.
n—-+oo n—+oco0 \n n

La suite (Un+1)n>1, donc la suite (uy)n>1, converge vers [ = 0.

(6) Montrer, en utilisant les résultats établis auzx questions 3 et 4, que :

1 n+1
Vn > 2, mgungm.
La premiere inégalité a été établie a la question 3. D’autre part
n—14u,_1 n—14+2 n+1
=12 = (-12  (n—1)?

puisque u,_1 < 2 pour tout n > 2.

Un, S

(7) En déduire un équivalent pour u, lorsque n tend vers +o0o. Comme 1/(n—
1) ~1/net (n+1)/(n—1)% ~ 1/n lorsque n tend vers l'infini, le terme u,,
qui se trouve encadré par 1/(n—1) et (n+1)/(n—1)? est aussi équivalent
a 1/n (lemme de gendarmes).

On définit la suite (vp)n>1 en posant vy, = (1 + uy,)"™ pour tout n > 1.
resume Rappeler le DL a l'ordre 1 en 0 de la fonction
x €] — 1, +oo[— f(z) =In(l + z).
Il s’agit juste d’exprimer ici que f est dérivable en x = 0, de nombre dérivé
f'(0) =1/1 =1 en ce point. Le DL demandé est donc :
log(1+ h) =logl+ h+ o(h) = h+o(h).

resume Ezxploiter la formule ™ = exp(nlnz) (pour tout n € N* et tout x > 0) pour
réexprimer vy, lorsque n € N* et calculer la limite de la suite (vy)n>1. On
a, en exploitant la relation suggérée, lorsque n tend vers U'infini :

vn = exp(n log(l+un)) = exp(n(un + o(un))
= exp(n(u, + o(1/n)) = exp(n, + o(1).

Comme u,, ~ 1/n lorsque n tend vers l'infini, la suite (nu,),>1 converge

vers 1 et on a lim, . v, = ! = e du fait que la fonction exponentielle

est continue en r = 1.

EXERCICE II

Soit n > 2 un entier fixé et f, :] —1,+o00[— R la fonction définie par
142"
Vo> -1, folz) = ————.

(1) Montrer que f, est dérivable sur|—1,4o00[ et calculer zjongmapstof! (z).
La fonction f,, est définie sur |—1, +o00[. Elle est dérivable sur cet intervalle
ouvert comme quotient de deux fonctions polynomiales (donc C*° sur R),
la fonction figurant au dénominateur ne s’annulant pas sur | — 1, +o00[. Le
calcul de la dérivée se fait en utilisant les regles de calcul pour la dérivée
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d’un quotient (vues dans le cours de MISMI ainsi qu’en Terminale) ; on
obtient, pour x > —1:

" delug (@) 2 ()
_ e (4 a)" @+ )1+ a) !
N (1 + x)Zn
e eg)—an—1 i)
- (1+z)ntt T (A4t

(2) Montrer que f,, réalise son minimum sur [0,+o00[ en un unique point de
[0,4+00[ que on déterminera et calculer la valeur de ce minimum. La
fonction f! s’annule en un seul point, x = 1. Comme f/ < 0 lorsque
2"t < 1,4.e x < 1, f, est strictement décroissante sur [0,1]. Comme
f, > 0 lorsque 2"~ > 1, i.e. ¥ > 1, f, est strictement croissante sur
[1,40c[. I y a donc un (unique) point ol f,, réalise son minimum sur
[0,4+00[, le point z = 1, la valeur du minimum de f,, en ce point étant
égale & 2/2m = 21—,

(3) En déduire que

V>0, (L+z)"<2"'(1+2"),
puis que

Ya>0,Vb>0, (a+b)™<2"Ha™+b").
On a, d’apres les résultats établis a la question 2 :
1 1
Vaze[0 —— < —=2""1

v ek Ty = o

Il en résulte donc
Va € [0,+oof, (1+2)" <2" 1 (1+2™).
Sia>0etb>0,on a, en prenant x = a/b dans I'inégalité précédente :
(1+a/b)"” <2711 4+ a™/b").
En multipliant les deux membres de cette inégalité par b™, on trouve bien
(a4b)" <2 (@™ 4 b™).

Cette inégalité subsiste si a > 0 et b = 0 puisque 2"~ > 1. Elle est donc
valide en fait pour tout a,b dans [0, +o00][.

EXERCICE II1

Soient a < b deux nombres réels.

(1) Soient f,g : [a,b] = R deuz fonctions supposées dans un premier temps de
classe O sur [a,b], et telles que f'(t) < g'(t) pour tout t € [a,b]. Rappeler
le théoréme fondamental de 'analyse pour une fonction h de classe C*
sur un segment de R et démontrer que

fly) = f(z) <g(y) —g(x) lorsque a<z<y<b
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Il s’agit du résultat suivant (théoréme 2.12 du cours) : si h est une
fonction & valeurs réelles ou complexes de classe C'! sur le segment [z, 3]
(non réduit & un point), alors

Or l'intégrale de Riemann sur un segment d’une fonction continue positive
est positive du fait de la propriété de monotonie de la prise d’intégrale.
On a donc

(9(y) — f(y) — (9(z) = f(z)) >0,

ce qui est 'inégalité voulue.

On consideére f, g : [a,b] = R comme dans la question 1, mais on suppose
maintenant seulement que ces deux fonctions sont continues sur [a,b] et
dérivables sur ]a, b, telles que f'(t) < ¢'(t), cette fois seulement pour tout
t €la,b|. Enoncer la formule des accroissements finis pour une fonction
réelle h définie sur un segment de R non réduit ¢ un point, puis, en
Uappliquant a la fonction g — f, montrer que lorsque a < x <y <b, on a
encore f(y) — f(x) < g(y) — g(x).

On utilise ici la formule des accroissements finis (corollaire 2.6 du
cours) : si h est une fonction réelle continue sur un segment [z, y|, dérivable
sur |z, y[, il existe ¢ €]z, y[ tel que

h(y) — h(z) = W (c) (y — ).
On prend ici b = (g — f)|[z,y- 1l existe ¢, €]z, y[C]a, b] tel que

(9() = f(W) = (9(z) = f(2)) = (y = ) (¢ (cary) = ['(Cary))-

Comme [’ < ¢’ sur ]a,b[, on a donc f(y) — g(y) < f(x) — g(z), ce qui
donne 'inégalité demandée.

Soit f : [a,b] = R une fonction continue sur [a,b] et dérivable sur ]a,bl.
On suppose qu’il existe deux constantes o et 3 telles que f'(t) € [o, ]
pour tout t €]a, b[. Soient encore x ety dans [a,b] tels que x < y. Montrer
que

y—x

On utilise comme a la question 2 la formule des accroissements finis
sur [z,y] (corollaire 2.6 du cours) ; notons que l'on aurait pu aussi utiliser
le théoreme fondamental de ’analyse comme a la question 1, mais il aurait
fallu étre plus soigneux avec les cas = a ou y = b et utiliser en plus la
continuité de f en ces points. On prend ici h = fj[;,). On a donc

fly) = f(@) = f'(c) (y — x).
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Ory—x>0et f'(c) € [o, B] par hypotheses. On a donc

y—x
(4) Soit f:x €] —m/2,m/2[— tanzx.
— Calculer f'(x) pour x €] — /2, 7/2[ et montrer que f'(x) > 1 pour
tout x €] — w/2,7w/2[. La dérivée de la fonction

sinx
T — tanx =
cosx
sur | — w/2,7/2[ est
cosx X cosx — sinx X (—sinz) o
T — =1l+tan“xz > 1

cos? x
en utilisant la régle de calcul donnant la dérivée d’'un quotient (cf.
le cours de MISMI ou de Terminale).

— En déduire que |tanz| > |x| pour tout x €] —m/2,m/2]. La fonction
tan est paire sur | — w/2,7/2[. I suffit donc de prouver I'inégalité
pour z €]0,7/2[. D’apres la formule des accroissements finis, on a,
pour un certain ¢, €]0, z],

tanz — tan 0 = tan’(c,) (x — 0) = z tan’(c;) > .

On a donc tanz > x sur [0, 7/2[. Par parité, on a |tanz| > |z| sur

|—m/2,7/2].

EXERCICE IV

Le but de Uezercice est de prouver la convergence de la suite (un)n>1 de terme
général
n—1 #
Uy = (Zevn2+k”) —n.
k=0

(1) Calculer, en exprimant l’expression dont on prend la limite comme une
somme de Riemann,

lim

n—1
(Z =)
notoo \ = y/n? + kn .
On remarque que, pour tout n € N* :

1 n—1

oL 1yt
o Vi tkn o k:O\/l—&-%

(]

On reconnait a droite une somme de Riemann pour la fonction

1
e l|0,1] — ——
0.1] Vit
(la subdivision est ici réguliere et de pas 1/n). Comme le pas de la sub-
division utilisée tend ici vers 0 lorsque n tend vers l'infini, il résulte du
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théoréme 3.3 du cours (sur la convergence des sommes de Riemann) que

n—1 1

1 dt 1

lim ( 7):/7:{2\/1—1—4 =2(v/2-1).

n—+o0 kZ:O\/nQ—&—k:n 0o V1+t 0 ( )

(2) Ecrire la formule de Taylor-Lagrange a 'ordre 2 pour la fonction expo-
nentielle entre a =0 et b= h > 0 et en déduire :

1

1 e
Vn>1, Vke{0,..,n— 1}, ‘evn2+knf1f7‘§—.
{ } vVn?+kn 2n?

La formule de Taylor-Lagrange demandée est :

h2
exp(h)=1+h+ o exXPeh

(avec ¢p, entre 0 et h). puisque exp’ = exp sur R et que exp(0) = 1. On a
donc, en prenant h(n,k) = 1/v/n? + kn,

1
1 eCh(n,k)

eVn?+kn _1_ 1 _1 eCrink) <
i hn  2nikm 202

Comme ¢,y € [0,h(n, k)] C [0,1] et que la fonction exponentielle est
croissante sur R, donc sur [0,1], on a e » < el = e. On a donc bien
I'inégalité demandée.

(3) Déduire des questions 1 et 2 que la suite (u,)n>1 est convergente et cal-
culer sa limite. On a

1
n—1 -
m= X (VR ),
k=0

En appliquant 'inégalité triangulaire, puis en ajoutant les inégalités ob-
tenues a la question 2 (pour k =0, ...,n — 1), on trouve :

n—1
1 e e
Uy — — | <nX — = —.
" kZ_O\/n2+kn‘ - 2712 2n
La suite (up)n>1 a donc la méme limite que la suite des sommes de Rie-

mann introduite & la question 1. Elle est donc convergente vers 2(v/2 — 1)
d’apres le résultat établi a la question 1.

EXERCICE V

Soient a < b deuxr nombres réels, f : [a,b] - R et g : [a,b] — [0,+00] deuz
fonctions continues.

(1) Montrer sim = inf(,y) f et M =sup,, f, on a

b b b
m/ g(t)dtg/ f(t)g(t)dtSM/ g(t) dt.

On
Vit € [a,b], mg(t) < f(t) g(t) < M g(t).
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En utilisant la monotonie de 'opération de prise d’intégrale de Riemann,
on a bien I'inégalité demandée par intégration sur [a, b] de I'inégalité ponc-
tuelle précédente.

Déduire de la question 1 qu’il existe ¢ € [a, b] tel que

b b
[ roswde= s [ oar

Si f; g(t)dt = 0, on a aussi f: f(t)g(t)dt = 0 d’apres 'encadrement
établi a la question précédente. Les deux membres de la formule que 1’on
demande d’établir sont nuls et 'on peut donc prendre pour ¢ n’importe

quel point de [a, b]. Si f: g(t)dt > 0, on a, d’apres I'inégalité établie & la
question 1 :
b
t)g(t)dt
e Qo0 @
L, g(t)dt

D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires et ses conséquences (Théoreme

2.1, puis Théoreme 2.3 du cours), toute valeur entre m et M (incluses)
est prise par f sur [a,b]. Il existe donc bien ¢ € [a, b] réalisant la relation
voulue.

Pour tout o € R, on pose

I{a) = /01(1 +1)* e dt.

Exprimer I(a+ 1) en fonction de I(«) lorsque a est un nombre réel fizé.
On utilise la formule d’intégration par parties :

1
Ha+1) / (14 1)7+ et gt
0

1

a+ t)aﬂet}; —(at1) /0 (144)° et dt

= 2°Tle —1—(a+1)I(a).

Déduire des questions 2 et 3 que, pour tout o« € R, il existe cq € [0,1] tel
que
I(@)(2+a+cy) =2Te — 1.
D’apres le résultat établi & la question 2 (en prenant f(t) = 1+ ¢ et
g(t) = (14 t)*e?), on voit qu'il existe ¢, € [0, 1] tel que
IHa+1)=(1+4cq) ().
En reportant dans la formule établie a la question 3, on trouve donc
I(a)(14co+a+1) =2Tle — 1.

C’est la formule voulue.
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. “Donner le développement limité & lorigine, & lordre n, de la fonction f définie sur R par f (x) =

Exercice I

. Questions de cours.

(@) “Donner la définition d’une suite de (auchy.

Corrigé. Une suite (uy,), est dite de Cauchy si Ve > 0 il existe un entier naturel Ng tel que p > Ng, ¢ > Ng, (p,q) €N,
implique ’up — uq| <e.

(b) Enoncer le critére (ou théoréme) de Cauchy pour les suites numériques.

Corrigé. Une suite de nombres complexes est convergente si et seulement si elle est de Cauchy.

n

. Montrer que la suite n — u, = Z — west pas une suite de (auchy (considérer uz, — uy).

k=1

Corrigé. Onauy, —u, = ):k il % (l) = %, chaque terme de la somme étant > 5. Elle ne vérifie donc pas le critére

de Cauchy.

. Soit (uy), une suite de nombres complexes vérifiant, pour tout entier n, |un41 — | < ¢" avec q € [0, 1[. Montrer que cette suite

converge.

Corrigé. Supposons que n et m sont deux entiers naturels tels que m > n. Alors, en écrivant u,, — Up, = Uy — Up—1 4 Upm—1 —

. _ m—n+l
Un—2+ . Upy 1 — Uy, il vient (i, —u,| < Y 1”|u,,+k—u,,+k | <Yt ="y gt =g ‘1— <

€ > 0 est donné, puisque g < 1, il existe n tel que 1 7 < & ce qui montre que la suite (uy,), est de Cauchy donc
converge.

Exercice I1

(cosx)— ( 1 —x2/2>
P

f(0) = 0. En déduire la tangente, et la position par rapport a celle-ci, & L'origine, de la courbe d’équation’y = f(x).

six#0 et

k2K )
Corrigé. Le développement limité de cosx a lorigine est cosx = Y} _ ( (1))x +x2"+18( ) avec lim,_,0€(x) = 0. Par
2k

suite, cosx— (1 —+/2) = YL 2 +x2"+18( ), etil vient f(x) =Y}_ 2 } e 2g(x). Onadonc f(x) =

x © 4 X
4 — 71 +x"€(x), ce qui montre que la droite d’équation y = g7 est tangente a la courbe alorigine, et que, pour x assez

petit, la courbe est au dessous de sa tangente si x > 0 et au dessus sinon.

. Etudier les branches infinies de la courbe d ‘équation’y = (x —2) e, On déterminera les éventuelles asymptotes et la position de la

courbe par rapport i celles-ci.

T.S.V.P.




I.

Corrigé. Cette courbe a une branche infinie lorsque x tends vers oo et lorsque x tends vers O par valeurs supérieures.
Lorsque x tends vers 0, x > 0, y tends vers —oo et la courbe admet la demi-droite x = 0, y < 0, comme assymptote ;
de plus la courbe se trouve a droite de son asymptote.

Etudions maintenant les branches lorsque x tends vers £oo. Le développement limité de I'exponnentielle donne

y=(x—2) (l +14 ﬁ + és ()17)), avec lim,_,0€(u) =0. Onadoncy=x—1— 237 +1e(1). Ceci montre que la
droite d’équation y = x — 1 est assymptote a la courbe lorsque x — oo, et que la courbe est au dessous de 'asymptote
$i x — oo et au dessus sinon.

Exercice I11

Questions de cours.
(a) Soit A une partie de R et f une fonction de A dans C. Que signifie « f est uniformément continue » 2
Corrigé. Pour tout € > 0 il existe 1) > 0 tel que, (x,y) € A X A, |x—y| < 1 implique |f(x) — f(y)| < €.

(b) Toute fonction continue f définie sur un intervalle de R est-elle uniformément continue 2 Justifier la réponse par un exemple,
et énoncer un théoréme donnant une condition suffisante pour l'uniforme continuité d’une telle fonction.

Corrigé. Non : la fonction x — % est continue sur |0, 1] mais n’est pas uniformément continue sur cet intervalle. Un
théoréme du cours dit que toute fonction continue sur un segment est uniformément continue.

Soit f une fonction réelle uniformément continue sur [0, +oo[. Soiz & > 0 tel que |x —y| < & implique | f(x) — f(y)| < 1. Soitx > 0 fixé.

2.

Soit F la fonction définie sur R” =0, 4-o0] par : F(x) =

Vérifier qu'il existe un unique entier ny tel que 5 <ny < 5+ 1.

Corrigé. Tout intervalle semi-ouvert |a,b] ou[a,b[ de longueur 1 contient exactement un entier.

- &n derivant f(x) — £(0) = " ( (L) = £ (&) ), monsrer que | £(x) — F(O)] < §+1.

(ke ke
Ny Ny

Corrigé. Comme ‘ =, <08,ona ‘f (%) —f (%)‘ < 1, etla formule donne | f(x) — f(0)] <n, < 5 +1.

. &n déduire qu'il existe deux constantes a > 0 et b > 0 telles que, pour tout x € [0,4co[, on a |f(x)| < ax+b.

Corrigé. La question précédente donne |f(x)| < 5+ 1+ (f(0)), et on peut prendre a = % etb=1+4]f(0).

. La fonction exponentielle est-elle uniformément continue sur [0,+oo[ 2

Corrigé. Non car elle ne vérifie pas la conclusion de la question précédente (comparaison exponnentielle et polynome).

. La fonction x — In (1 +x) est-elle uniformément continue sur [0,+oo| 2

Corrigé. La dérivée de cette fonction est 1—; Elle est donc majorée par 1 sur [0, +oo[. Le théoréme des accroissements
finis donne alors, pour (x,y) € [0,+oo[ X [0,+ec[, [In(1+x) —In(1+y)| < |x—y| ce qui montre que x +— In(1+x)
est uniformément continue sur [0, +oo|.

Exercice IV

. Questions de cours. Soit f une fonction ‘Riemann-intégrable sur un segment [a, D).

(a) Que peut-on dire de la fonction x — [ f(t)dt 2
Corrigé. Cette fonction est continue sur [a, b].

(b) Donner une condition suffisante portant sur f pour que la fonction x — faxf(t) dt soit dérivable en un point xo. Que vaut
alors cette dérivée 2

Corrigé. Cette fonction est dérivable en xp si f est continue en ce point et sa dérivée vaut f (xp).

* Int
—dt
A

Le but de lexercice est d’étudier la fonction F que Ion ne cherchera pas a calculer.

2.

Etudier le signe, la continuité et la dérivabilité de la fonction F.



Corrigé. Six>1, {2 >0 sur [1,x] et F(x) > 0.Si10 <x <1, {2 <Osur [x, 1] et F (x) = — xl 2dt > 0. Comme +— {2

est continue sur |0, +oo[, F est dérivable sur cet intervalle.
3. Que vaut F'(x) 2

Corrigé. F'(x) = {2

4. (a) Question de cours. Enoncer, pour une fonction h, la formule de ‘]Zzy/or-]”oung en un point xo a lordre p + 1, en précisant les
hypothéses sur h.

Corrigé. Soit i une fonction de classe €7 définie sur un intervalle[a, b] et xg € ]a,b[. On suppose que fP)est déri-
vable au point xg. Alors, pour x € [a,b], on a

B ptl f(k) (Xo)

(x =

(r —x0)“ + (x —x0)" " (),

avec lim,_, €(x) = 0.
(b) Donner le développement limité i I'ordre 3 de F au point 1.
Corrigé. Un calcul direct donne F(1) =0, F'(1) =0, F"(1) = 1/2 et F®)(1) = —1. Le développement limité est

donc

G-l 1) -1 e).

F) =" 6

5. Soit @(1) = IHUIH) ,t > 0. En utilisant une intégration par parties, montrer que, pour tout x > 0,

F(x) = (Inx) (In(1+x)) — /lx(p(t)dt.

Corrigé. Immédiat avec u =Inx et v =1In(1+x).
6. En déduire que F est prolongeable par continuité en 0.

Corrigé. Lorsque x — 0, In(14x) est équivalent a x, et, par suite limy_,o (Inx) (In(1+x)) = 0 Pour la méme raison, la
fonction @ se prolonge par continuité au segment [0, 1], ce qu1 1mpl1que que x+— [ @(r)dt est continue sur [0,1]

(Premiére question de cours). Ainsi F se prolonge en 0 par F(0) = — fo

1 1
7. En utilisant un changement de variables montrer que, pour x > 0, F (1/x) = / < — H—) Inudu.
1 u u

Corrigé. 1l suffit de poser t = l dans F (1/x) = fll/* lhjr’[dt F( )= [} an::u du.

8. En déduire que hmxﬂﬂo = =1/

Corrigé. Le résultat de la question précédente sécrit F(x) = —F (1/x) + [ du = —F (1/x) + & (Inx)?, d’ot le résultat
en vertu de la question s.

9. On pose I (x fl t*Intdt, k € N.

(@) En utilisant le développement limité & lordre n de la fonction t — l%Lz montrer que

n x (_ 1\ nt1 n
Fx)=Y (—l)klk(x)—i—/l ) e,

= 1+t
Corrigé. Le développement limité a Uordre n de la fonction ¢ +— %ﬂ T +t =Yr (- 1)k 4 ltj;rl , d’ott 1a for-
mule.
n (_ 1 )k 1
(b) &n calculant Iy(x), en déduire que, pour tout entier n > 0, |F(0) — Z 1) < / " n (1) dr
—o (K + 0
. - kg et , =
Corrigé. En intégrant par parties, il vient [y (x) = 3 — 1)y + T d’ou

n 1 n+1 _p+1
—1 " nt
Z /( i .
k+1 0 I+1¢

(71)n+1tn+1 Int

] < (1),

ce qui donne le résultat puisque



n 1)/{7]

(¢) Conclure que F(0) = lim Z 2

Corrigé. La fonctiont — 7lnt se prolonge par continuité au segment [0, 1]. Par un théoréme du cours elle y est donc

bornée par une constante M > 0. La question précédente donne donc |F(0) — Y} —5 k+1 Mfo t'dt = n+1 ,
k
ce qui montre que lim,_ 4 ’F (0) Y4, ((k:- 11))2 =0.
Exercice V

1. Question de cours.

(a) “Donner la définition d'une subdivision d’un segment [a,b) et, pour une fonction f définie sur [a,b), d’une somme de ‘Riemann
de f associée a cette subdivision.

Corrigé. On appelle subdivision du segment [a, b] une suite finie . = (a;)_, de points de [a, ] telle que ap = a <
a; <ay <...<a,=>b. On appelle somme de Riemann de f associée a la subdivision .# toute somme de la
forme 6 = Z;':_ol (zi) (aiv1 —a;) o z; € |aj,a;y1].

(b) Enoncer le théoréme reliant les sommes de ‘Riemann d’une fonction intégrable sur un segment [a, b] et son intégrale.

Corrigé. Le théoréme dit que, pour tout € > 0 il existe > 0 tel que, pour toute subdivision . de pas < §, toute
<eE.

c— f[wb]f <

somme de Riemann o de f associée a .7 vérifie

2
X .
2. Montrer que, pour tout x > 0, on a x — > <In(14x) < xen en déduire que

i«/k(nz—k)_zlzik(n;k)Szln<1+ k(n—k)>§2 k(n—k)
k=1 n =1

n k=1

Corrigé. La formule des accroissements finis donne In(1+x) = xﬁ avec ¢ € ]0,x[ ce qui donne In(1+x) <x. La

1
(1+¢)?

formule de Taylor-Lagrange a 'ordre 2 donne In(14x) =x— % avec ¢ € ]0,x[ d’ou on tire x — % <In(1+x).

k(n—k)

- et en additionnant les

On obtient alors les inégalités demandées en appliquant cette inégalité aux points x =
inégalités obtenues.

n 'k (n—k 1 1 k(n—k 1
3. Montrer que HT Z(z):/ Vx(1 —x)dx et que lim 72 (n2 ) :/ x(1—x)dx.
Ry = 0 0

n— +°°nk=1 n

Corrigé. En effet, Y} ~ Knh) _ %Zﬁzl % (1 — %) et = Zk 1 =1 w i1 % ( %) et il suffit d’appliquer le théo-

2 2
n n
réme sur les sommes de Riemann.

4. En admettant que fol VX (1 —x)dx = 7/8, en déduire que

,,ETOQ(H”:,Z_I) <1+2(;_2)>...<1+(nn;2)2> <1+(nnz_l)> =8,

k(n—k)
n2

=7/8 et lim, oo 55 Y7 Mk — 0, et

Corrigé. En effet, la question précédente montre que lim, o)y p

la question 2. donne alors lim,, 1o Y3 In (1 + kfzk)) = n/3, et il suffit alors de prendre I'exponentielle de

¥, In (1+"(2"‘>>

FIN



