Une formule de H. Levine
et la construction de courants de Green

(Bordeaux, 15 Novembre 1999)

1. Une formule de H. Levine.

Etant données p fonctions fi, ..., f, holomorphes de n variables définissant une intersection
compléte dans un ouvert U de C", on a, si [Z(f1,..., fp)] désigne le courant d’intégration
(de type (p,p)) correspondant au cycle effectif Z(fi,..., f,) attaché au faisceau d’idéaux
1O+ ...+ f,0, la formule de Lelong-Poincaré

(Z(fr, s fo)] = dfs A Adfy A /\E[fi] (1)

ou »
11
A o]

désigne le courant résidu (au sens de Coleff-Herrera) attaché au faiseau d’idéaux f1O +
...+ fpO. Une autre maniere d’écrire cette formule consiste en la formulation

[Z(f1, -+, fp)] = [dd®(og (|| FI*)IF (2)

ou ||fII? = [fi]> + -+ + |fp|® et le produit de courants positifs fermés au membre de
droite de (2) est défini suivant le mécanisme classique d’intégration par parties (on sait
multiplier un courant positif fermé par une fonction plurisousharmonique). Cette seconde
formule autorise la construction explicite d’'un courant de Green G relatif au cycle effectif
Z(f1, ..y fp), C’est a dire un (p — 1, p — 1)-courant dans U solution de

dd’|G) + [Z(f1,-., fp)] = 0.
Il suffit de définir G par

G = —log(||f]I*) [dd*(log(]| f1I*)P~

Passons maintenant & une situation géométrique globale (dans I’espace projectif P™) et
supposons que Fi, ..., F,, sont p polynémes homogeénes en les n + 1 variables (zo, ..., zn),
tous de méme degré D, et définissant un cycle effectif Z(Fi, ..., F},) intersection complete
dans P"(C). Notons

w = ddlog(|zo* + ...+ |za|?)

la (1,1)-forme volume (exprimée ici en coordonnées homogenes) définissant la métrique
Kéhlerienne sur P"(C). La formule (2) se globalise, [Z(F1, ..., Fp)] désignant toujours le
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courant d’intégration (avec multiplicités) correspondant au cycle effectif sur attaché au
faisceau d’idéaux F1Opn () + ... + FpOpn (), en la formule

p
‘P’j(Z(),...,Zn”2 D
=1
(20> + -+ + |2n]?) ]

[Z(Fy,.... Fp)] = [ddc(log (g_

Si 'on note »
IF|* =" [F5?,
i=1

on déduit de cette formule que le courant G' défini par

6= tog (il )(Z[ddcaognF(annkA[Dw(z)lp—l—’“> (@

202+ ...+ |2a )P P

vérifie
dd°G + [Z(Fy, ..., Fp)] = DPwP = deg (Z(F1, ..., Fp))wp. (5)

Si H désigne la projection harmonique relativement & la décomposition de Hodge dans
P"(C), on remarque que (5) s’écrit encore

dd°G + [Z(FL, ..., Fp)] = H([Z(FY, ..., Fp)])

et le courant G — H(G) est 'unique (p — 1,p — 1) courant (aux formes de type du + d°v
pres) solution du systéme

dd°G + [Z(Fy, ..., Fp)] = H([Z(FY, ..., Fp)])
H(G)=0

Un tel courant est appelé courant de Green normalisé attaché au cycle effectif Z(F, ..., Fp).
La formule (3’) est appelée formule de Levine; démontrée par H. Levine [Lev| dans le cas
ou les F; définissent une sous-variété de P", elle a été exploitée dans le cadre plus général
ol nous la mentionnons dans les travaux de Griffiths et King [GK]. La formule de Levine
permet la construction d’un courant de Green normalisé attaché a un cycle Z(Fy, ..., Fp)
défini comme une intersection complete dans P™(C). En effet, si D; = deg Fj, j =1, ..., p,
et siD=101D, =...=1,D, est le PPCM des Dj, alors le courant de Green normalisé
relatif au cycle Z(Fi, ..., F)) s’obtient comme

g

G =
Loty

ol G est un courant de Green normalisé attaché au cycle Z (Ffl, ...,Fé”), défini, lui, par
des polynomes homogenes de méme degré D. De plus, le courant de Green normalisé
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construit selon ce procédé est un courant régulier hors du support du cycle effectif auquel
il est attaché.

Un exemple important ou s’applique la formule de Levine est celui du cycle effectif de
P?"*1(C) défini, si les coordonnées homogenes y sont notées (2o, ..., Zn, Wo, .., Wy,), par les
équations

Zj = Wy, j:0,...,n.

Notons L le (n,n) courant de Green attaché a ce cycle via la formule de Levine (4). Si
7 est application de (C™TH)* x (C™™H)* x (C?)* dans P?"*(C) obtenue par passage au
quotient depuis ’application

((C™H)*)2 x (C*)* = (C*THD)* 2 (2,0, (Bo, B1)) = (Boz, Prw),

on est & méme de définir un (n — 1,n — 1)-courant de Green sur P"(C) x P"(C) attaché
a la diagonale A de cette variété algébrique par

L(z,w) := /ﬁepl(c) ©*[L)(z, w, B) .

2. Hauteur arithmétique d’un cycle.

Si P(X) =ag+ a1 X + ...+ a,X™ est un polynéme en une variable, de degré n, et de
racines «q, ..., 0y, la formule de Jensen

1

1 27 ) n n
- 1 P(et =1 - = | =1 n 1.1 >
3 | g P(e]a0 = log ool 1T ) = o8 [l T masost ] >0

montre, en particulier si 'on pense le polynome a coefficients entiers, qu’il y a une intime
relation entre 'intégrale

1 27 .
o /0 log |P(re®)|d#

et la quantification arithmétique du polynome P. En particulier, la positivité de cet
intégrale permet de conclure que si P = Py Py, Py, Py € Z[X],

1 27 . 1 27 .
— log |P(e*)|do > — log |P;(e®)[d0, j=1,2.
3w | tos PE)d0 = - [ log P an, =1,

De fait, G. Faltings [Fal, puis J.B. Bost, H. Gillet, C. Soulé [BGS] ont développé une
théorie arithmétique de l'intersection dans laquelle I’expression de la hauteur d’un cycle
arithmétique Z du schéma projectif ProjZ[ Xy, ..., X,,] se trouve directement liée (pourvu
que le cycle complexe Z(C) soit de codimension pure d dans P™(C) a la connaissance d’un
courant de Green normalisé associé a ce cycle, choisi de maniere a étre régulier hors du
support de ce cycle. Concrétement, si Z est un cycle sur P"(C) défini par (Fy, ..., Fp), ol
les F; sont dans Z[ Xy, ..., X,,], de support de codimension pure égale a d et si G = Gz est
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un tel (d — 1,d — 1)- courant, la hauteur arithmétique du cycle se calcule une fois choisies
n + 1 — d formes linéaires génériques et a coefficients entiers

(n—d)

<u(0),z>,...,<u y 2>
par
M2 = 3 nlogr+ 282 ZZ /GZ,
T premier k=d j= 1
ou .
Iy :={< w9,z >=0; j=0,...,n—d}
et

Z n-{7}

T premier

est le cycle arithmétique de codimension n + 1 dans le schéma projectif Proj Z[ Xy, ..., Xy]
associé au systeme (F1,...,Fp, < w® 2 > . < umrmd , >). On peut montrer qu’il y a
un jeu de balancier entre les contributions arithmétiques et analytiques a I’expression de
la hauteur et que cette hauteur ne dépend pas du choix de U. Dans le cas p =d = 1 par
exemple, elle s’exprime par

degF1 [F1(2)] n
") ZZ /Pn<c> B afaears

k:d]l

3. Une fonction zeta attachée 4 un cycle intersection compléte.

Nous allons envisager une autre approche de la formule de Levine, basée cette fois sur
la régularisation des courants via le prolongement analytique. Supposons toujours que
Fy,...,F, sont p polyndomes homogenes tous de degré D et définissant une intersection
complete dans P"(C). Introduisons la fonction définie globalement sur P"(C) et en coor-

données homogenes par
P z'
IR =3 P

et considérons la fonction méromorphe de C dans 'espace des (p — 1,p — 1)-courants sur
P"(C) définie par

1 =
A G = =S IIFII2 (Y (dd log | F12)* A (Dw)P~F).
k=0

Le fait que cette fonction (définie & priori dans un demi-plan Re A >> 1) puisse se prolonger
en une fonction méromorphe est classique; les poles du prolongement sont d’ailleurs (outre
A = 0) des points de la forme v — 1,1 € N, v € {71, ..., ym} C Q™. De plus, le recours a la
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résolution des singularités nous montre que A = 0 est un podle au plus simple. Calculons,
pour Re A >> 1,

i _ _
dd°Gy = ||F||2*DPwP — %)\8 log [|F||2 A 9log||F||% A (dd®log | F|2)?~" + Ry,

ou

. p—1
1 = — _
Ry = =M F|201og || F |12 A Dlog | FI2 A (D (dd°log | FI2)~ A (Dw)* ).
k=1

On remarque ensuite, si k est un entier entre 1 et p — 1, qu’alors pour toute fonction-test
de type (n — k,n — k) dans D(P"(C)), la fonction

A /\/ IF17*01og || P17 A Dlog |1FII7 A (dd° log || FII2)" e
P (C)

est (& une constante pres) la transformée de Mellin de la fonction

k
er—)elk [ Z Q(s;{il,...,ik})/\/\dFil]/\<p
=1

||F||,%=€ i1<...<ip
1<i;<p

ons; = ||z||2PF;,j=1,...,pet

k k
o . _ l_l
Q(Sa 11, "'7Zk) - E :(_]‘) 84 /\ dsij .

=1 j=1
A1
Il se trouve que ce calcul fait apparaitre de maniere détournée les courants résiduels dont
les formules du type Bochner-Martinelli suggerent la construction et sur lesquels nous
reviendrons dans la section suivante. Disons ici simplement que, si les F; définissent une
intersection complete, alors tous les courants résiduels obtenus sur le modele

Y E D("’"_k)(P"((D)) — lim ik / Q(s; {i1, -y ir}) AN
0 J|F|2=e

sont bien définis et nuls lorsque k = 1, ...,p— 1. On conclut de cela que le coefficient de A\°
dans le développement en série de Laurent de A — G, au voisinage de A = 0 est bien un
courant de Green (régulier hors du support du cycle intersection compléte que définissent
les F;) pour ce cycle Z(F1, ..., Fp). L’avantage de cette approche, outre qu’elle permette
d’exprimer la contribution analytique a la hauteur du cycle Z comme le résidu en A = 0
d’une certaine fonction zeta, suggere une extension au cadre non intersection complete.

4. L’approche du courant d’intégration dans le cas non-intersection compléte.




4.a Le point de vue semi-local.

Si f1, ..., fp désignent p fonctions holomorphes dans un ouvert U de C", et définissant dans
cet ouvert une variété algébrique de codimension d, il est bien classique que le courant

[dd® log || f|?]%, (6)
ol
P
FiREED
j=1

s’il est bien un courant positif fermé dans U, est en fait un courant en général diffus dans U
tout entier, et par conséquent non supporté par ’ensemble analytique {f; = ... = f, = 0},
comme cela s’avere étre le cas lorsque les f; définissent une intersection complete dans U.

Il existe cependant un artifice pour pallier partiellement a cette difficulté, celui qui consiste
a “régulariser” la multiplication des courants positifs présente dans (6) via les techniques
de prolongement analytique: il se trouve que ’application

Ao (%)d(a[uwaw})d,

considérée comme une application définie dans {A € C; ReX >> 1} et a valeurs dans
lespace des (n — d,n — d) courants sur U, se prolonge en une application méromorphe a
tout le plan complexe, application dont les poles, lorsque les courants sont testés contre des
formes de support dans un compact K de U, sont de la forme y—1I, ] € IN, ol y appartient &
un sous-ensemble fini 'k Q™ (on remarque en particulier que cette application ne présente
pas de pdle a l'origine et que sa valeur en A\ = 0 est bien définie). De fait, on peut écrire

d
1 V2[5 . d
(5) (a[nfn”anfnﬂ) = |LF1P™dde log | £ + AL [£: ]
et 'on vérifie que la contribution a la valeur en A = 0 de cette fonction de

A AAPF; ¢

correspond a action d’un (d, d) courant positif fermé, qui lui, n’est plus diffus, mais sup-
porté par I’ensemble analytique {f; = ... = f, = 0}. Ce courant positif fermé (que nous

0,1 . o , . .
noterons [V (f)];~, on comprendra pourquoi ces indices supérieurs un peu plus loin) se
factorise aussi a ’aide de courants résiduels

dfi, A Adfi, AT

V(O = > Res Firsooos fia , (7)

1<i1 <i9<...<ig<p fiy e fp



o, sil <4 <ipg<...<iqg<petsip désigne une (n,n — d)-forme test dans U,

0,1
L N 5 ) el ¢ SR S
Res | oo fia| o=l SR G [ Qs fin i)

fla "'7fp

En s’inspirant de la souplesse des formules de Bochner-Martinelli dans le cas intersection
compléte (souplesse qui autorise le changement de section s), on peut élargir la gamme
des courants positifs fermés possibles en introduisant, d’une part un p-uplet d’entiers posi-
tif ou nuls ¢1, ..., gp, d’autre part, un systéme de fonctions réelles analytiques pi, ..., p2
strictement positives dans U. On remplace alors la section “de base” s par la section

s2 = (pilfil* " i, s pplfal ™ ) -

Ceci génere la construction de courants résiduels

Res f’i17---7.fid
f17 "'afp

et de courants positifs fermés (toujours supportés par ’ensemble analytique {f; = ...
[p = 0}), définis cette fois par

d dfi, Ao Ndfig A () THE
vinrf= Y (TG +1)Res Firs oo Fi E)

1<i1<i2<...<ig<p I=1 fiy e fp
On voit facilement que si

p
2o i= PP =<t f >
j=1

/1

et

d
A
() (3[||f|§23||f||§,g]> = 112 dddog [I£12,)7 + A[ AP £5¢]]

21T q,p

alors

MAY 5 cﬂg,gl = [V ()2,

A=0

Si le jeu avec la pondération “géométrique ” p s’avere nécessaire lorsque 1'on envisage de
passer du cadre semi-local au cadre global (les_pj correspondront alors a des métriques sur
les fibrés en droites correspondant aux diviseurs), le jeu avec la pondération “algébrique”
q tient au fait que le choix de cette pondération peut gouverner I'annulation des courants
résiduels qui y sont attachés. Nous illustrerons cette remarque par un exemple, sur lequel
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repose ultérieurement 1’idée d’utiliser ce mécanisme pour accéder au courant d’intégration
dans le cas non-intersection complete:

Supposons p > d et soit ¢ € D™~ 4(U). Supposons aussi que fi,..., f; définissent au
voisinage du support de ¢ une intersection complete, sur laquelle f411,..., fp s’annulent,
et prenons ¢ = ... =¢gq = 0 et gg41 = ... = g, = dM, ou M est assez grand pour que
(f1y -y fa) €t (f1, ey fas fé\fl'l, vy flfv”l) aient méme cloture intégrale au voisinage de tout
point du support de la forme-test ¢. On vérifie alors qu’indépendamment du choix de la
pondération géométrique p, on a

9,pP

I
o

¥
{ir, v ia} #{1,....d} = Res | fi, .., fiy
fla "'7fp

Dans ce cas particulier, on voit donc que

<[V(NEZ 0 >=< [Z(f1, s fO)l 0 > .

C’est cette remarque, jointe & un argument basé sur 'unicité du prolongement des courants
positifs fermés, que nous allons utiliser pour montrer qu’un “bon” choix de la pondération
algébrique peut conduire & une méthode d’acceés au courant d’intégration sur {f; =... =

fp =0}
4.b. Le point de vue global dans ’espace projectif P"(C).

Considérons p polynémes homogenes Fi, ..., F}, de degrés respectifs Dy, ..., D,, définissant
un cycle algébrique de codimension pure égale & d. Pour construire une approche au
courant d’intégration sur ce cycle (en respectant les multiplicités), on procede comme suit:

e Dans le cas ou les F; définissent une variété discrete, on choisit une forme linéaire
Lo(X) := BooXo + -+ + BnoXn

ne s’annulant pas aux points du support dy cycle Z(F, ..., F,). Si D := max; deg F}, on
consideére ensuite la liste de n + p polynomes homogenes définis par

P
Qi(X) = Bilo(X)PPiFj(X), j=1,...n,
k=1

ou fj1,...8jp, sont des coefficients complexes génériques. On introduit les pondérations
algébriques
G=...=¢n=0, Qn+1:"'ZQn+d:TLDn

et les pondérations géométriques
pr=-=pn =2, pury = AP =1, d.

8



L’application

A= I =
A(n —1)! 2(A—n—1)5 2 2 "N 7 L+ @+1
W”Q“q,p 8||Q|q,p/\8||Q|| ,p/\ Z /\ 8(leQJl )/\a(p.ﬂQJl n )7
J1<-<jp-1 I=1
1<jr<n+p
ol
n+p
IQIZ, = D p3lQ, 2w *D
Jj=1

est une fonction méromorphe de C dans "D(»™) (P™(C)) de valeur en A = 0 précisément
le courant d’intégration sur Z(F1,..., Fy,) (avec multiplicités). Il faut souligner ici que le
calcul analytique du nombre de Lelong (dans le cas discret, mais un phénomeéne tout a
fait semblable se produit dans le cas général) ne fait pas la différence entre un idéal et sa
cloture intégrale. Les travaux d’Angéniol et M. Lejeune-Jalabert [Ang-Lej] autour de la
relation entre les notions de liaison et de résidu exploitent des idées similaires. L’analyse
permet d’appréhenter I’idéal de Chow d’un cycle et non son idéal.

e Dans le cas ou d < n, la méthode est sensiblement similaire; on choisit la forme linéaire
L de maniere & ce qu’elle intersecte proprement toute composante connexe de I’ensemble
des points réguliers du support du cycle Z(F1,..., F,). On choisit des points génériques
zr sur chacune de ces composantes connexes de telle maniere que si les B, 7 = 1,...,p,
k=1,....d, les polynomes

P
Q; =Y _ BixLo(X)P~PiF;(X)

k=1

définissent ensemblistement le support du cycle Z(F1, ..., F},) au voisinage de z, et mieux,
définissent du point de vue algébrique, un idéal ayant méme multiplicité que celle de la
composante primaire de (Fi, ..., Fp),. qui lui correspond. La construction de l'acces au
courant d’intégration se fait de maniére analogue. On invoque le fait que I’action du (d, d)
courant positif ainsi construit coincide avec celle du courant d’intégration sur Z(Fi, ..., Fy)
(avec multiplicités) au voisinage de tout point régulier du support de ce cycle pour conclure.

5. Construction de courants de Green.

Une fois réalisée I’approximation du courant d’intégration par une fonction du type
A= 1 A

a valeurs dans l'espace des (d,d) courants dans P"(C), la construction d’un courant de
Green se fait en “multipliant” cette fonction par une réalisation de la forme de Lévine
attachée a la diagonale dans P"(C) x P"(C). Si on note

Lew)i= [ e L))
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cette approche, la fonction
A= Gy y

ou

< Gy, p >i= / De(y) A La(z,y) A, e D dthn=dtlpr(q))
P (C)x P (C)

réalise par exemple une fonction méromorphe, holomorphe a ’origine, et dont la valeur en
0 fournit un courant de Green, solution de

dd°G + [Z(Fy, ..., Fy)] = deg Z(FY, ..., Fy) w?,

et régulier hors du support du cycle Z(Fi, ..., Fp).
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