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Texte (en italiques) et corrigé (en roman)

EXERCICE I

Calculer les limites sutvantes :

lim (%) lim (Hl)"
n——+o0 (\/ﬁ —+ 5)2 T S Yeo n/)

Les calculs devront étre dans chaque cas justifiés.

Dans le premier cas, on a, pour n € N* :

In(n) N 1> |+ In(n) N 1

n+ln<n)+1_”(1+ w T a) T n

(Va+5? n(l—l—%)Q B (1+%)2

(on met ici en facteur au numérateur et au dénominateur le terme que 1'on
pense étre prépondérant dans chacune de ces deux expressions lorsque n
tend vers U'infini). En utilisant le fait que les suites (In(n)/n),>1, (1/17)n>1
et (5/y/n)n>1 convergent toutes les trois vers 0 et le résultat concernant les
opérations sur les limites (Proposition 1.4 du polycopié), on trouve

lim (n(—t/l%l(fé; 1) =

n—-+4o0o
On a, pour tout n € N*,

(1 + %)n =exp (nln(l+1/n)) = exp <M>

1/n
Comme
. In(14+2z) . In(l4z)-In(1) ,d B
ly = = = (G0 a) 0 =1
on a

1\
lim <1+—) —el=e¢

n—-+4oo n

puisque la fonction exponentielle est continue en 1.
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EXERCICE 11

On rappelle que l'on a, pour tout nombre réel a différent de 1, pour tout
entier n > 0,
an+1 -1
l1+a+...4+ad" =
a—1

Soit (un)n>0 une suite de nombres réels. On définit la suite (v,),>0 de terme
général

ug + 2u1 + ...+ 2"u,

Uy, = St VYnéeN.
1. Vérifiez que, pour tout n € N,
U U — Uo Uz — Uy Up41 — Unp
Unt1 = Un = on+2 on+1 on RIEERI 9

En déduire que si la suite (u,)n>0 est une suite croissante de nombres
positifs ou nuls, il en est de méme pour la suite (v,)p>0. On a, pour

tout n € N :
Ug + 2U1 + ...+ 2”+1un+1 U 1 - k
Unt1 = on+2 - 2n+2+ on+1 Zuk“Z
k=0
1 — .
Un - on+1 Zqu )
k=0

En soustrayant ces deux égalités, on trouve bien la formule demandée.
Si la suite (u,),>0 est croissante et constituée de nombres positifs, on
a uy > 0 et ugyq — up > 0 pour tout £ € N. D’apres la formule que 'on
vient d’établir (en tenant compte de la forme du second membre) on
voit que v,411 — v, > 0 pour tout n > 0, donc que la suite (vy,),>0 est
croissante. Comme vy = /2, on a aussi v, > vy = up/2 > 0 pour tout
n € N.

2. Montrer que si la suite (up)n>0 est majorée par une constante M > 0,
il en est de méme pour la suite (vp)n>0-
Si up < M pour tout £ € N, on a, pour tout n € N,
1424427 -1 1

v, < M X ot =M x 7 1 ><2n+1§M.

3. Déduire des résultats établis aux questions 1 et 2 que si la suite (U )n>0
est une suite croissante et majorée de mombres positifs ou nuls, les
deuz suites (un)n>0 €t (Un)n>0 sont toutes deux convergentes vers des
limites réelles positives ou nulles. Si (uy,)n>o est croissante et majorée
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(et constituée de nombres positifs ou nuls), il en est de méme de la suite
(Un)n>o d’apres les deux items précédents. Or toute suite de nombres
réels croissante et majorée est convergente (cf. la Proposition 1.2 du
polycopié). Les deux suites (un)n>0 €t (vn)n>0, toutes les deux crois-
santes et majorées, sont donc toutes les deux convergentes vers des
limites réelles. Comme ces deux suites sont toutes les deux des suites
de nombres positifs ou nuls, les limites respectives de ces suites sont
toutes les deux positives ou nulles.

4. Expliciter avec des quantificateurs logiques le fait qu’une suite (U )n>0
de nombres réels converge vers 0. On a :

lim u, =0
n—-+o0o

= <V6> 0, 3N = N(e) € N t.q. (n > N(e)) = <|un] < e))

EXERCICE II1

Soit (un)n>0 une suite de nombres réels telle que

sup{|un|;n € N} =M <400 et lim (un+%> =LeR. (%)

n—-+o0o

1. Enoncer le théoréme de Bolzano-Weierstrass pour les suites réelles
bornées. Pourquoi existe-t-il au moins une suite extraite (Uym))n>o (de
la suite donnée (un)n>0) qui converge vers une limite réelle finie ¢ On
note dans la suite | = lm (upm)).

n—-+00

Théoreme de Bolzano-Weiertrass pour les suites réelles bornées (Théo-
reme 1.1 du polycopié) : « I'ensemble des valeurs d’adhérence (dans R)
d’une suite (uy),>o0 de nombres réels bornée en valeur absolue est non
vide (c’est le segment [liminf,_, | u,, limsup,_,, . u,]). > Ici la suite
(un)n>0 est une suite de nombres réels bornée en valeur absolue (par
M, c’est la premiere des hypotheses dans Ien téte de I'exercice). Cette
suite admet donc, d’apres ce théoreme, au moins une valeur d’adhérence
[ € R, ce qui signifie (Définition 1.9 des valeurs d’adhérence d’une suite
de nombres réels dans le polycopié) qu’il existe au moins une suite
extraite (Up(n))n>o (de la suite donnée (uy),>0) qui converge vers cette
valeur d’adhérence [.

2. En utilisant la seconde hypotheése figurant dans (x), vérifier que

lim (u&p(n)) =3 (L - l) .

n——+o0o



li =let
Comme n—1>I—|I—100 Up(n) et que

. U3 p(n)
lim (g + <2 ) = L
(v 75
(comme suite extraite de la suite (u, +u3,/3),,5, qui est censée conver-
ger vers L), la suite (u3y(m))n>0 converge vers 3 (L —1) d’apres la Propo-
sition relative aux opérations sur les limites de suites de nombres réels
(Proposition 1.4 du polycopié).

. Montrer par récurrence sur l’entier k que, pour tout k € N, la suite
(Ugkp(n) Jn>0 converge vers limite finie [, € R lorsque n tend vers l'infini
et que la suite (Ix)ren de nombres réels ainsi obtenue vérifie

lozl et VkGN, lk+1:3(L—lk)

En utilisant la premiére hypothese figurant dans (x), vérifier que l’on
a ausst || < M pour tout k € N. Le résultat que 'on demande de
montrer par récurrence est vrai pour k = 0 avec [y = [. Supposons qu’il
soit vrai a un ordre k € N, c¢’est-a-dire que, pour cette valeur de k, la
suite (Ugk y(n) )Jn>0 converge vers une limite réelle ;. On a

Ugk+1 (p(n)> —7

lim (ng o(n) T 3

n—-+00
(toujours comme suite extraite de la suite (u, +us,/3),~, qui est censée
converger vers L), d’ott 'on déduit, toujours d’apres la Proposition re-
lative aux opérations sur les limites de suites de nombres réels (Pro-
position 1.4 du polycopié), que la suite (ugkt1,0,))n>0 converge vers
3 (L —1) = lp+1 € R. La propriété (P;) que I'on demandait de prouver
par récurrence est donc bien héréditaire et (Py) est ainsi vraie pour
tout £ € N. Pour tout & € N, la suite (usr ,(,))n>0 est une sous-suite de
la suite (uy)n>0; comme cette derniere suite, elle est bornée en valeur
absolue par M et, par conséquent, sa limite [ aussi.

. Déduire de la relation entre lj, et Iy, €tablie a la question 3 que
VkeN, lp — 3L/4 = (—3) X (lk — 3L/4)

En déduire I, = (=3)*(l — 3L/4) + 3L/4 pour tout k € N. La suite
((=3)")k>0 est-elle une suite bornée ? Montrer que le fait que l'on ait
k] < M pour tout k € N implique | = 3L/4. La relation demandée

los1 — 3L/4 = (~3) (L — 3L/4)
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équivaut a
lk—‘rl - 3(L - lk)a

comme on le vérifie immédiatement. On a donc, pour tout k € N*,

lk — 3L/4 = (—3)(lk_1 — 3L/4) = (—S)Q(Zk_2 — 3L/4) B —
= (=3)"(1-3L/4),

d’ou
ly = (=31 —3L/4) +3L/4 VkeN

(la suite (Ix)r>0 est ce que l'on appelle une suite arithmético-géomé-
trique, cf. votre cours de S1). La suite ((—3)¥)z>0 n’est pas une suite
bornée en valeur absolue (ou en module, c’est pareil, puisque les suites
sont ici réelles) car c’est une suite géométrique de raison —3 et que
| — 3] > 1. Pour que la suite (I;)r>o reste donc bornée en valeur absolue
(comme c’est le cas en fait ici d’apres ce qui a été établi a la question
précédente), il faut que [ —3L/4 = 0, soit [ = 3L/4 (auquel cas la suite
(Ix)k>0 est de fait stationnaire a cette valeur 3L/4).

. Déduire de ce qui précede que ’ensemble des valeurs d’adhérence de la
suite (up)n>o est égal a {3L/4}. Que peut-on dire du comportement
du terme général u, lorsque n tend vers +oo ¢ Si | est une valeur
d’adhérence réelle de la suite (uy,,)n>o (il en existe d’apres le théoreme de
Bolzano-Weierstrass), on a nécessairement [ = 3L/4 (d’apres ce qui a
été établi a la question précédente). L’ensemble des valeurs d’adhérence
réelles de la suite (uy,),>0 se réduit donc au singleton {3L/4}. D’apres la
proposition 1.10 du cours (ni —oo, ni +00 ne sont valeurs d’adhérence
car la suite (uy),>0 est supposée bornée en valeur absolue par M), la
suite (un)n>0 qui n’a que 3L/4 comme seule valeur d’adhérence dans
R U {—o00, +00} est convergente vers cette valeur 3L/4.



