COURS MIAS 301
Devoir Surveillé 3, Jeudi 28 Novembre 2002

Durée 1h 20mm
TEXTE (en italiques) + CORRIGE (en roman)
ALGEBRE
Soit Q la forme quadratique sur R? définie par :
Q(r,y,2) = zy +yz + 27

a. Déterminer un changement de variables

T X
y|=Ae| Y
z VA

tel que dans les nouvelles coordonnées (X, Y, Z), la forme quadratique s’écrive
sous la forme :

X
Q(A o | Y ) = X2+ aY?+ a32?,
Z
o a1, g, iy sont des nombres réels.
On remarque que Q(1,1,0) =1 # 0 ; le vecteur V, = (1,1,0) se complete
en une base de R? en ajoutant par exemple les vecteurs Vz = (0,1,0) et
Vs = (0,0,1). Posons

! /

T 1 0 O x T
y|=111 0)e|y [=4e]|y ]|,
z 0 0 1 2 2

soit
! ! ! !
r=x,Yy= +y, z=2,

La forme devient, en les nouvelles coordonnées (z',y', 2') :

X
Q<A0 y/ > — x'2+x'(y'+2z')+y'z'

2z
o Y A2\ (42?0
= (ac—f— 5 )—?-ﬁ-yz
/ 2[ 2 12 4// 4/2
— ($,+y-l;z)_y+y4z+z +ylzl
, yl+2zl 12




On pose enfin

¥ o g y + 27
2
Y = ¢
7z = 72
soit
z! 1 —1/2 -1 X X
y =10 1 0 |e|Y | =Aye | Y
Z' 0 0 1 Z A
Si 'on prend
1 —1/2 -1
A=Ajedy=|1 1/2 -1],
0 0 1

on a donc
X V2
Q(Ao Y >:X2_Z_Z2'
Z
C’est la forme voulue et la matrice A étant inversible, cela correspond bien
a I'écriture de Q dans une nouvelle base.
b. Quelle est la signature de la forme quadratique Q ¢

La signature de la forme quadratique est ici (1, 2).

ANALYSE

Exercice 1.

a. Question préliminaire. Soit R un nombre réel strictement positif ;
montrer que si k est un entier positif tel que k > 2R et z un nombre complexe
tel que |z| < R, on a

|z — k| = [k —|z]| = k/2.

On utilise I'inégalité triangulaire

la| = [b]] < la—b] < |a| +[b] Va,beC

que 'on applique avec a = z et b = k, ce qui donne |z — k| > ||z| — |k|| =
|k — |z|| pour tout z dans C et tout k£ dans IN* ; ensuite on remarque que si



z| <Retk>2R, |k—|z|]|=k—|2| >k—R>k—k/2=k/2, ce qui est le
résultat voulu.

b. Montrer que la série de fonctions

L=

(toutes définies sur C\ IN*) converge normalement sur tout ensemble de la
forme

K(R) :={z € C\N*; |z| < R}
(ou R>0).
Sik>2R,on a

sup
lz|<R

= Wg ;

R S
k(z—k)| klz—k|l — k2

comme la série numérique [wi]x>2r est une série de Riemann convergente (du
type [k~"|k>2r avec x = 2 > 1), la série

..

converge bien normalement sur {z € C\ IN*; |z| < R}.

c. Montrer que la fonction

> 1
:te R\N” —

est une fonction de classe C' sur R\ IN* et que l'on a
> 1

2 k(t — k)2

k=1

Vte R\N*, f'(t) = —

(on énoncera soigneusement le résultat du cours que ’on utilisera ici).
Pour tout k£ € IN*, la fonction

1

fk t_)ik(t—k‘)

est dérivable sur R\ IN* et de dérivée



cette fonction est continue sur R\ IN*, donc f; est de classe C' sur R\ IN*
pour tout k£ € IN*.

Soit R un nombre strictement positif. On a, pour tout £ > 2R,

1
k(t — k)2

4

sup S 53

|2|<R

comme la série [4/k]x>ar est convergente (comme série de Riemann), la série

=

converge normalement sur I’ensemble | — R, R[\IN*, donc sur tout intervalle
ouvert I inclus dans cet ensemble. Comme la série

..

converge en tout point de | — R, R[\IN*, on peut appliquer dans chaque inter-
valle ouvert I de | — R, R[\IN* le théoreme de dérivation terme a terme des
séries de fonctions de classes C* (théoréme 2.5 du cours). La fonction

est de classe C' sur tout intervalle ouvert I de | — R, R[\IN*, de dérivée
S A=Y s
k=1 k=1 k(t = k)?

d. Montrer que la fonction f est en fait une fonction de classe C* sur R\IN*

et exprimer comme la somme d’une série de fonctions sa dérivée p-iéme sur
R\ N*.

Chaque fonction fi, & > 1, est de classe C* sur R\ IN* ; la dérivée d’ordre
p > 1 de fi est (on le voit par une récurrence immédiate) :

(=1)Pp!

f/gp)(t):ma te R\N";

Pour tout R > 0, la série de fonctions

l%] k>1
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converge normalement sur | — R, R[\IN* car on a l'estimation :

(—1)Pp!
(t— k)rtt

p!

Vt €] — R, R\IN* ,Vp € N*, Vk > 2R, < o

et que les séries [k~ (P+1)] k>1 sont toutes des séries de Riemann convergentes.
On peut appliquer le théoréme 2.5 du cours pour montre ainsi (par récurrence
sur p) que la fonction f est de classe C? pour tout p > 1 (donc de classe C*)
et que

e - REON, f9(0) = (07 3

Exercice 2.

a. Soit o un nombre strictement positif et f, la fonction de [0,+o0[ dans
[0, +00[ définie par :
V>0, folt) =t%";

montrer que cette fonction atteint un mazimum global sur [0, +oc[ ; préciser
en quel point (fonction de o) ce mazimum est atteint et quelle est la valeur
de ce mazimum (toujours en fonction de ) [on étudiera le sens de variations
de la fonction f, sur [0, +ool].

La fonction f, est dérivable sur |0, +o0[, de dérivée
P (po—1 oy =t _ (¥ ) ¢
FL(t) = (at t*)e _(t e

Cette dérivée s’annule en ¢t = «, est strictement positive si t < « et stricte-
ment négative si ¢t > « ; la fonction f, atteint donc un maximum global sur
[0, +o0f (elle est positive et nulle en 0) au point ¢ = « ; ce maximum vaut

fa(a) _ ea(logafl) ]

b. On introduit la suite de fonctions (gn)n>2 définies sur [0, 1] par

Jin(t) sit <2/n

vie[0,1],  ga(t) := {0 sit €]2/n, 1]

montrer que la suite (gn)n>2 converge simplement sur [0,1] vers la fonction
identiquement nulle ; la convergence est-elle uniforme ?

On a, par définition, g,(0) = f1/,(0) = 0 pour tout n > 1 ; d’autre part, si
t €]0,1[, on a t > 2/n dés que n > 2/t ; pour n > 2/t, on a donc g,(t) = 0,
ce qui montre que la suite (g,(t))n,>1 converge vers 0 pour un t quelconque
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dans ]0, 1]. La suite de fonctions (gn)n>2 converge donc simplement vers la
fonctin nulle sur [0, 1].

Le maximum de la fonction f,/,, sur ]0, +oof est atteint au point 1/n (question
a) ; comme 1/n < 2/n, la fonction g, atteint son maximum sur [0, 1] au point
1/n et ce maximum vaut

—logn—1
Sup gn = gn(1/n) = fim(l/n) =" n ;
te[0,1]
comme on a
— lim log n+1
lim (sup |gy|) =€ noe " =1,

la suite (gn)n>2 ne converge pas uniformément vers la fonction identiquement
nulle sur [0, 1].

c. Soit t €]0,1[ et n € N* ; montrer (en utilisant par exemple la formule des
accroissements finis pour la fonction v € R — t* entre 0 et 1/n) qu’il existe
&n(t) €]0,1/n[ tel que

|t1+% —t| = |t |t1/” _1< t| 10gt|tfn(t) < t| logt| ;

n n

en déduire que la suite de fonctions (sur [0,1])

n>1

converge uniformément sur [0, 1] vers une fonction limite que l’'on précisera ;
montrer enfin que

IR 1 2
lim ( / t1+ﬁe_tdt> = / te ldt=1-=.
n—oo 0 0 e

Sit > 0, la dérivée de la fonction
o : x €]0, +oo[— t* = exp(zlogt)

est
x — logtt®;

le théoréme des accroissements finis assure que si ¢ €]0, 1] et n € IN*, il existe
&a(t) €]0,1/n[ tel que

n 1 logt
0 ) = o (1/m) — @(0)] < Hll(En(n)] = TBU 0,

6



on a donc bien

|10gt|t§n(t) < t[log| '

[t — ] = [t [ 1) <t
n n

La fonction t — t|logt| est bornée sur |0, 1] car elle se prolonge en une
fonction # continue sur [0, 1] & condition de poser

6(0) = tl—if(ﬂ t|logt| =0.

Il existe donc une constante C' telle que

C

Vt €]0,1], Vn € N*, |t1+%—t\§g.

On a aussi o
Vt €]0,1], Vn e N*, |tHwet — et < =,
n

cette inégalité restant d’ailleurs valable en ¢ = 0. Il y a donc convergence
uniforme sur [0, 1] de la suite de fonctions (fi41/n)n>1 vers la fonction

te[0,1] = tet = fi(t).

Comme la convergence de la suite (fi11/5)n>1 vers f; est uniforme sur [0, 1] et
que toutes les fonctions fi;1/, sont continues sur [0, 1], on peut intervertir la
prise d’intégrale sur [0, 1] avec la limite lorsque n tend vers 'infini (théoréme
2.7 du cours), ce qui fait que I'on a

1 1
lim ( /0 Froum(®) dt) - /0 fi(t)dt.
Or, par une intégration par parties facile :

1 1 1 1 1 2
_ S TR —tg, 1 _l_q1_2
/Ofl(t)dt /Ote dt = [—te )]0+/0 et =~ +1

€ €



