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Chapitre 1

Réduction des endomorphismes,
applications

1.1 Notions de K-homo(endo)morphisme ou d’o-
pérateur entre K-espaces vectoriels

Soient E et F' deux espaces vectoriels sur un méme corps commutatif K.

En principe pour nous K sera le corps des nombres réel R ou celui des nombres
complexes C mais ’on pourrait tout aussi bien envisager des corps finis du type
Z/pZ avec p premier, tels Z/2Z (corps a 2 éléments familier aux informaticiens) :

{1 = le courant passe
0 = [l'interrupteur est fermé,

ou des corps infinis tels Q, Q(v/2),..., en relation avec 1’arithmétique.

Une application K-linéaire de E dans F' est une application 7' de E dans F' telle
que, pour tout 7,y € E, pour tout A\, 4 dans K, on ait :

T(A\Z + pg) = AT(Z) + pT(7) - (1.1)

L’espace E est dit espace source; 'espace F' est, lui, dit espace but. Le physicien
préferera utiliser le qualificatif d’d’opérateur (ou de K-opérateur de E dans F si le
besoin s’avere de préciser le corps de base, la source et le but) pour qualifier une telle
application K-linéaire. On parle aussi d’homomorphisme entre K-espaces vectoriels
de F dans F' pour qualifier une telle application K-linéaire ; si £ = F', on dit qu’un
tel K-homomorphisme est un K-endomorphisme de E. Il faut toutefois noter que
lorsque E et F' ne sont pas des espaces de dimension finie, les seuls opérateurs
que I'on manipulera dans le cadre de l'analyse (K = R ou K = C) sont ceux
ayant certaines propriétés de continuité. Comme dans ce cours, nous travaillerons
essentiellement dans le cadre des espaces de dimension finie, la notion d’opérateur
(c’est a dire d’application linéaire sans précision additionnelle) suffira & nos besoins.

Un cas important est donc celui ou E et F sont des K-espaces vectoriels de di-
mension finie. Ceci revient a dire que la donnée d’un élément de E (resp. F) est
assujettie & la donnée d’un nombre fini m (resp. n) de parametres scalaires (c’est-a-
dire appartenant au corps K) linéairement “indépendants”sur K.

[’espace K, N € IN* est ainsi le prototype du K-espace vectoriel de dimension
finie : en effet tout K- espace vectoriel ' de dimension finie est K-isomorphe a un



unique tel K-espace K¥, celui pour lequel N représente la dimension de 'espace,
c’est-a-dire le cardinal de n’importe quelle famille génératrice minimale, ou de n’im-
porte famille libre maximale. On appelle précisément base d’un tel K-espace E toute
famille libre maximale (au sens o1, si on lui ajoute un élément, elle cesse d’étre libre)
ou, ce qui est équivalent, toute famille génératrice minimale, au sens ou, si on lui
retire un élément, elle cesse d’étre génératrice).

— Si par exemple E et F' sont de dimension respectives m et n et sont rap-
portés a des bases (€1, ....,€y,) pour E et (ﬁ,,ﬁ) pour F et si T est un
K-homomorphisme de E dans F', la matrice de 'opérateur 7" relativement aux
choix de bases Bg = (€1, ...,6n) et Br := (fl, s ﬁ) est le tableau (a n lignes
et m colonnes) suivant :

Mrpgp. =[C1 -+ Cnl,

ou Cj, j = 1,...,m désigne le tableau a 1-colonne et n-lignes (on dit le tableau-
colonne)

n,j

ou les scalaires (ay,j, ..., ap ;) sont donnés par la relation
n —
T(€) =) aifi;
i=1

ces scalaires sont parfaitement déterminés puisque ( ﬁ, s f?;) constitue une
base de I'espace-but F. Notons que pour nous, pour un élément a;; extrait
d’une matrice M, i désignera I'indice de LIGNE, j I'indice de COLONNE (ceci
n’est bien stir qu'une convention de notation!)

— Réciproquement, la donnée d’un tel tableau, couplée avec le choix d’une base
Bg de E et d’'une By de F', induit la donnée d’un opérateur de E dans F', celui
qui transforme le vecteur

V:$1€1++$m€m

en le vecteur

Lorsque F et F' ne sont plus des espaces de dimension finie, mais par exemple des
espaces de fonctions, on peut dans le cadre de la modélisation, transposer 1’étude
d’un opérateur de E dans F' en celle d'un opérateur entre deux espaces de dimension
finie : par exemple, soit E le R-espace des fonctions continues de [0, 1] dans R et T
un opérateur de E dans F tel qu’il existe une constante C' telle, pour toute fonction
[ €E,

sup |f(t)| <1 = sup [T[f](t)| < C,
te[0,1] t€[0,1]



ce qui correspond a la clause de “continuité” sur le systeme physique que I'opérateur
T régit que nous évoquions plus haut. On modélise les fonctions continues sur [0, 1]
en se fixant un pas 7 = 1/N (N € IN*) et en décidant, plutot que de considérer une
fonction f de [0,1] dans R, de considérer la suite finie

(F(0), F(U/N), ooy F((N = 1)/N), f(1)) € RN

(ou encore de confondre f avec la fonction affine par morceaux interpolant les valeurs
de f aux points 0,1/N, ..., (N —1)/N, 1), ce qui correspond a la “vision” de f qu’af-
fiche I’écran d’une calculette ou celui d’un ordinateur) ; une fois pareille modélisation
réalisée, 'opérateur T se trouve, lui, modélisé par un opérateur de RV ™! dans RV,
a savoir 'opérateur Ty :

TN : (yo,...,yN) € RN+1
= (TUfng)(0), Tlfng)(1/N), ooty T fngl (N = 1)/N), T(fxg) (1)) € RN,

ou fn, désigne la fonction affine par morceaux qui prend les valeurs ¥y, ..., yn res-
pectivement aux points 0,1/N,...,(N — 1)/N, 1. Dans ce cours, on se limitera aux
opérateurs entre espaces de dimension finie, avec cependant en téte ce concept de
modélisation permettant de transcrire dans le cadre de I'analyse numérique 1’étude
de P’action sur les étres physiques de systemes (ou d’appareils) physiques.

1.2 Valeur propre, vecteur propre

1.2.1 Le contexte et les concepts

Dans ce paragraphe, on considére deux K-espaces vectoriels E (source) et F
(but) tels que F soit un sous-K-espace vectoriel de E.
Exemple. Un cas typique que 'on peut ramener & ce cadre est celui ou E et F' sont deux K-
espaces vectoriels de dimension finie tels que n = dim F < m = dim F : en effet, dans ce cas,
on sait que E est isomorphe & K™, tandis que F est isomorphe & K™, lui-méme étant isomorphe
au sous-espace K" x {Ogm-n»} de K™ ; on peut donc bien considérer (aux isomorphismes pres) F
comme un sous-espace de F dans ce cas. Notons d’ailleurs que si E et F' sont de dimension finie et
si T' est une application linéaire de E dans F, I'image de E par T est un sous-espace Im T tel que

dim E = dim (Im T") + dim (Ker T') , (1.2)

donc tel que dim (ImT') < dim E'; en considérant T opérateur de E dans Im 7T plutét que de E
dans F', on se ramene bien au cadre ou F est de dimension inférieure ol égale & celle de E.

Si T est un opérateur de E dans F' (dans le cadre ci-dessus), il est trés important
de mettre en évidence les vecteurs non nuls de E (s'il en existe) que 'opérateur T’
préserve (aux homothéties pres) ; ces étres sont les vecteurs propres de 'opérateur T’
associés a une valeur propre non nulle; les étres non nuls que ’action de 7" dissimule
(C’est-a-dire les vecteurs V de E \ {0g} tels que T(V) = 0) jouent aussi un réle
capital : il est essentiel de les connaitre pour savoir ce que 'action de 7T dissimule,
ce sont les éléments non nuls du noyau de 7. Ces éléments non nuls constituent
I’ensemble des vecteurs propres associés a la valeur propre 0.

Définition 1.1 Soit F et F deux K-espaces vectoriels tels que F soit un sous-K-
espace vectoriel de E et T un opérateur K-linéaire de E dans F. On dit qu’un



vecteur V non nul de E est un vecteur propre (au sens algébrique) de T associé a
une valeur propre non nulle s’il existe un élément de A € K* tel que

T(V) = /\17;

un tel A\ € K* est alors unique et le vecteur propre V est dit associé & la valeur
propre non nulle \. Les vecteurs V non nuls du noyau de T (s’il en existe) sont dits
vecteurs propres (au sens algébrique) de T associés d la valeur propre 0.

Remarque I.1. Les deux catégories de vecteurs propres que nous avons défini (suivant que le
vecteur propre soit associé & la valeur propre 0 ou non) jouent des réles foncierement différents du
point de vue pratique.

Remarque 1.2. Notons aussi (du point de vue de la terminologie des physiciens) que si
t— T(t)

désigne une famille d’opérateurs de E dans F' évoluant autour du temps, tout phénomene physique
du type
t—>V(t),

avec, pour un certain A € K et pour tout ¢ dans ’intervalle temporel d’étude,

—

T(V (1) = AV (2)

est dit mode propre du systéme t — T'(t).

Définition 1.2 Soient E, F,T comme ci-dessus. S’il existe des vecteurs propres as-
sociés a un scalaire A € K*, le noyau de l'opérateur

V - T(V)= AV

est dit sous-espace propre attaché a& la valeur propre A\ (au sens algébrique); si le
noyau de T n’est pas réduit ¢ {Og}, on dit que KerT est le sous-espace propre de T
attaché a la valeur propre 0.

1.2.2 Quelques exemples dans le cadre général

1. Si £ = F désigne le R-espace vectoriel des fonctions C'* sur R, a valeurs dans
R, un vecteur propre de 'opérateur f — f' de E dans E associé a une valeur propre
non nulle A € R* est par définition une fonction C* de R dans R, telle que

VieR, [f'(t)=Af(t);

un tel vecteur propre est une fonction ¢t — ye’\t avec v € R"; le sous-espace
propre correspondant a la valeur propre A € R* est de dimension 1 (engendré par
I’élément ¢t — e : les vecteurs propres associées a la valeur propre 0 sont les fonc-
tions constantes non nulles; le noyau de T (sous-espace propre associé a la valeur
propre 0) est le sous-espace de E constitué des fonctions constantes; il est aussi de
dimension 1, engendré par la fonction t € R — 1.

2. Si E désigne le R-espace vectoriel des polynomes a coefficients réels, I’'opérateur de
E dans E qui & P associe P’ n’a aucun vecteur propre associé a une valeur propre
non nulle; les vecteurs propres associés a la valeur propre 0 sont les polynomes
P = v, v € R*. L’opérateur qui a P associe le polynome X P(X) n’a, lui, aucun
vecteur propre.



1.2.3 Le cas (trés important) de la dimension finie

Soit, £ un K-espace vectoriel de dimension finie ; nous avons la propriété suivante
concernant les endomorphismes de E (c’est-a-dire les applications K-linéaires de E
dans F).

Proposition 1.1 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, rapporté a une
base (€1, ..., €,) et T un endomorphisme de E. Soit A la matrice My g, 5, ; un nombre
A € K* est une valeur propre non nulle de T si et seulement si le rang de la matrice
A — A, est strictement inférieur a n, ce qui signifie que les vecteurs colonnes (ou
les vecteurs lignes) de cette matrice sont K-linéairement dépendants, ou encore que
le déterminant de la matrice A — A1, est nul. Si tel est le cas, les vecteurs propres
associés a cette valeur propre mon nulle sont les vecteurs non nuls du sous-espace
vectoriel Ker (T — Ndg) (qui, lui, est le sous-espace propre associé a A). De plus 0
est valeur propre nulle de T si et seulement si le rang de A est strictement inférieur
an (ou encore det A =0).

Remarque I.3. En termes de physique, ’ensemble des valeurs propres d’un opérateur constitue
ce que l'on appelle le spectre de I'opérateur; 'autre notion de spectre que nous évoquerons avec
Panalyse de Fourier des signaux périodiques (et qui est tout aussi familiere aux physiciens, pensez
au spectre d’une étoile, d’'un réseau cristallin, etc...) rejoindra en fait cette notion (on attachera
a un signal une matrice d’autocorrélation dont le spectre correspondra précisément au spectre du
signal au sens de l’analyse de Fourier). Calculer les valeurs propres, étudier les sous-espaces propres
d’un opérateur T , c’est en faire faire ’analyse spectrale.

Remarque 1.4. Cette proposition a une conséquence importante ; comme le polynéme
det (A— X1I,)

est de degré exactement n (comme nous le dit immédiatement la régle de développement d’un
déterminant n x n) et que le fait que P € K[X] admette A comme racine soit équivalent au fait
que X — A divise P dans K[X], la proposition nous dit que le cardinal de ’ensemble des valeurs
propres non nulles de T est au plus égal au degré du polynéme

det (A —X1,),

c’est-a-dire a n.

Remarque L.5. Il peut fort bien n’exister aucun vecteur propre : c’est le cas par exemple si K = R
et si T est la rotation vectorielle de R? d’angle 6, c’est-a-dire 'opérateur de matrice dans la base
canonique :

. (cosﬁ —sin@

sinf cos@ )’ 9ER.

En effet, le polynéme

det(A — XI,) = X% —2X cosf + 1

n’a aucune racine réelle si # Z 0 (modulo 7). On pourra aussi en exercice chercher sous quelles
conditions sur @,b,¢,d dans Z/3Z Vopérateur de (Z/3Z)? dans lui-méme de matrice

( 4)

dans la base canonique {(1,0), (0,1)}. admet des vecteurs propres.

[SIERS]



1.3 Le polynome caractéristique d’un opérateur
(en dimension finie)

1.3.1 La définition.

Soit E' un K-espace vectoriel de dimension finie n. Soit 7' un K-endomporphisme
de E, c’est-a-dire un opérateur K-linéaire de E' dans lui-méme.

On a la définition-proposition tres importante suivante, qui nous permet d’attacher a
T un polynome dit caractéristique, contenant, via la liste de ses coefficients, beaucoup
d’informations relatives a I’opérateur 7" lui-méme (pas assez cependant pour que I’on
soit & méme de reconstituer 7" a I’aide de ce polynéme dit “caractéristique”).

Définition 1.3 Si Bg = (€1, ...,€,) et Bp = (é_{, s é:b) sont deuz bases de E, alors,
les deux polynomes
det(Mr,p,,8, — X1n)

et
det(M.

TagEng

— X1I,)

sont égauz (comme éléments de K[X]); on définit ainsi un polynome Pr de K[X],
de degré exactement n,

Pr(X) :=det(Mrp, 5, — XI,) = (—1D)"(X" —a; X" ' + ...+ (=1)"a,) ;

ce polynome est qualifié de polynome caractéristique de T'.

Remarque I.6. Les coefficients de Pp sont des éléments de K, ne dépendant que de T'; parmi
eux, a, (que l'on appelle le déterminant de T') s’interpréte comme le déterminant de la matrice
Mt B, B, ce, indépendamment du choix de la base Bg, tandis que a;, qui représente la somme
des termes diagonaux de la matrice de T dans une base arbitraire, est dit trace de I'opérateur
T. Le mot “caractéristique” est cependant ambigii puisque par exemple les deux endomorphismes
(distincts !) de K? dans K? de matrices respectives dans la base canonique (1,0), (0,1)) de K?

0 0 01
0 0 ’ 0 0
ont bien siir méme polynéme caractéristique P(X) = X? !

Preuve. Si ( désigne la matrice de passage de la base Bg dans la base Bg (les co-
lonnes de cette matrice sont par définition les colonnes des composantes des vecteurs
€1, ..., e, exprimés dans la base (é_i, s é:b), ce qui signifie encore que cette matrice
de passage de la base B a la base B est la matrice de Iopérateur identité, considéré
comme opérateur de 'espace E rapporté a la base B, a valeurs dans l'espace F
rapporté a la base g), on sait que

-1
MT,BE,BE = Q MT,gEygEQ .

On a donc :
MT,BE,BE - XIn = Q_l (MT,gE,gE o XIn)Q 7

en prenant les déterminants et en utilisant les régles det(AB) = det Adet B et
det Adet A=' =1 si A est inversible), on voit que les deux polynomes

det(Mr,pp,8, — X1In)



et

det(M,, - XI,)

5§E‘;EE
sont égaux (comme éléments de K[X]). Ceci achéve la preuve de ce qui était la
partie “proposition” dans notre énoncé ci-dessus. <

1.3.2 Le cas particulier ou K est le corps des nombres com-
plexes ; notion d’endomorphisme trigonalisable

Le corps des nombres complexes a une propriété capitale (dite aussi théoréme
fondamental de I’algebre ou théoréme de d’Alembert) : tout polynéme de C[X] de
degré strictement positif a un zéro dans C[X]; de fait, en répétant ce raisonnement,
on voit que tout polynéme P de degré positif s’écrit

mm=%ﬁw—mw

oll Ay, ..., A\, sont toutes les racines distinctes de P et uq,..., 4, leurs multiplicités
(uj € N* est le plus grand entier tel que X — \; divise dans C[X] le polynome
d*—1/dX#~1[P]). Dans le contexte K = C, nous pouvons donc profiter du tres
intéressant résultat suivant, qui nous permettra (dans une base & construire) d’ob-
tenir une réalisation plus maniable de 'opérateur T' que celle donnée a priori (c’est-
a-dire lorsque T" est donné par sa matrice Mr g, 5,, Br étant une base arbitraire,
c’est-a-dire sans relation particuliere avec 7" lui-méme).

Proposition 1.2 Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et T un K-endo-
morphisme de E. On suppose que le polynome caractéristique de T se factorise
complétement dans K, c’est-a-dire qu’il existe des scalaires A, ..., A, de K tels que

n

Pr(X) = ()" JI(X = A))

i=1

(des répétitions sont autorisées au sein de la suite des A\, k = 1,...,n). Alors, il
eriste une base B de E telle que la matrice de T dans cette base se présente sous la
forme triangulaire supérieure suivante :

A1 Q12 Q13 ... O1p
0 )\2 Q23 ... Qgg
0 0 )\3 <. Q3q ; (13)
0 0 0 ... A

on dit alors que l’endomorphisme T est trigonalisable sur K (ou aussi que la ma-
trice qui le représente dans une base arbitraire de E est trigonalisable sur K).
Réciproquement, si T est trigonalisable sur K, alors le polynéme Pr se factorise

sous la forme
n

Pr(X) = (=)" JI(X = Ay),

Jj=1
0l A1, ..., A\p, Sont les éléments diagonauz de la matrice de T dans une base quelconque
ot cette matrice est triangulaire supérieure.



Cette proposition induit, dans le cas particulier K = C, le corollaire tres important
suivant :

Corollaire 1.1 Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie; tout C-endomor-
phisme de E est trigonalisable sur C; si de plus les coefficients de la matrice de T
dans une base donnée B sont a coefficients dans un sous-corps K de C qui contient
toutes les racines de Pr, alors T est trigonalisable dans une base B dont les vecteurs
sont des combinaisons linéaires a coefficients dans K des vecteurs de B.

Preuve de la proposition.

Preuve dans le sens direct :

On prouve le résultat par récurrence sur la dimension n de I'espace.

— le résultat est bien slir acquis lorsque n = 1 (toute matrice a une ligne et une
colonne est triangulaire supérieure !). N

— admettons (hypothese de récurrence) que si 7" est un K-endomorphisme d’un
K-espace £ de dimension n — 1 dont le polynéme caractéristique (de degré
n — 1) se factorise en facteurs de degré 1 dans K[X], alors T est trigonalisable
(comme K-endomorphisme de E).

— On part d’'un K-endomorphisme de E dont le polynome caractéristique est

factorisable avec des facteurs de degré 1

PT(X) = (_1)n J

J

n
(X = ).

=1

Notre but final est de montrer qu’alors 7" est trigonalisable.

Nous savons pour l'instant que Pr(A;) = 0, ce qui permet d’affirmer qu’il
existe un vecteur propre V) correspondant a la valeur propre A;.

La démarche pratique pour trouver 171 :

Pour trouver explicitement ce vecteur propre, voici comment 1’on procede : on se donne une
base (€1, ...,€,) de E et 'on écrit la matrice M7 5, B, = [ai,;]1<i,j<n de T dans cette base.
Comme A; est valeur propre, la matrice

a1 — A\ ay o a3 e a1,

a1 a2 — A az,3 . az,n

Mr_x1dp.Bs.Bs = as,1 as,2 a3z — A1 ... as,n
an,1 an,2 an,3 cer Qpnp — A1

est de rang r; < n; ceci signifie que 'on peut, en rayant n — r; certaines lignes et n — rq
certaines colonnes du tableau, fabriquer une matrice a r; lignes et r; colonnes de déterminant
non nul, r; étant le plus grand entier entre 0 et n ayant cette propriété. Pour fixer les idées,
supposons que le mineur

a11 — A1 a1,2 cee a1,y
as,1 a2 — Ao a2 rq
Qry 1 Qr, 2 cee Qe — A1

soit non nul; les vecteurs du sous-espace propre associé a la valeur propre A\; dépendent de
n — ry parametres (libres), &, 41, ..., &n, et s’écrivent donc sous la forme

V = L1(€)€1 +-- 'Ln (£)€r1 + Z §Jé} )

r1+1



ou Ly(§),..., Ly, (£) s’obtiennent en fonction de &, 41, ..., &, en résolvant le systéme de Cra-
mer :

(a1 = M) L€ + D a;Li(€) = — D agg
Jj=2 Jj=ri+l
T1—1 B n
Z ary 5 Lj (5) + (aTl,’!'l - )\I)Lm (5) = - Z ary,i&;
j=1 j=r1+1

Une fois V; construit (on choisit arbitrairement &, 41, ..., &, non tous nuls pour
trouver un vecteur propre V; arbitraire), on compléte la famille {17'1} en une
base (Vi, s, ..., 7,) de E (c’est le théoréme d’algébre linéaire dit de la base in-
compléte auquel on a recours ici). On considere ensuite le K-sous-espace vecto-
riel (de dimension n—1) EdeE engendré par ¥, ..., ¥, et le K-endomorphisme

de E obtenu comme B
T = pE (o] ﬂg s

ou
pp(0aVi + oty + ... + opty) == oty + ... + apt, -

Si A désigne la matrice de T dans la base (U, ..., Uy ), on voit que la matrice
de T dans la base (Vi, ¥, ..., ¥,;) est

ML
A=1|"2% =~
(5 %)
ou L = (L(2),...,L(n)) est un vecteur ligne de longueur n — 1 (L(j) est la
premiére coordonnée de T(%;) exprimé dans la base (Vi, @, ..., #,)) et 0 un

vecteur colonne de zéros a n — 1 composantes; ceci induit la relation évidente
entre les polynomes caractéristiques de T et T', a savoir :

Pr(X) = (M — X)P(X);

par Conséquent, on a
PA(X) = (—1 T (X - )
j=2

et Pon peut donc appliquer & T (K-endomorphisme d’un K espace vectoriel
de dimension n — 1) ’hypothese de récurrence. L’opérateur T" est donc trigo-
nalisable dans une base (0o, ..., 7,) de E. Comme

T(9;) = LG)Vi + T(3;),

la matrice de T dans la base (171, Doy oo, 5n) est

= (M L)
0 B
ol B est la matrice de T dans la base (52, ...,5n); comme B est triangulaire
supérieure, B aussi, ce qui prouve que 7' est bien trigonalisable.



Preuve dans le sens réciproque. :

Si A est une matrice triangulaire supérieure comme la matrice en (1.3) constituée
d’éléments de K et dont la diagonale est la suite A, ..., \,, on voit par un calcul
immédiat que

det(A — X1I,,) = (=1)" f[(X — ).

Si T est un K-endomorphisme de E trigonalisable, on peut calculer son polynome
caractéristique en utilisant une base dans laquelle la matrice de T est triangulaire
supérieure comme ci-dessus. Le polynome caractéristique de T est donc bien de la
forme voulue.

La preuve de la proposition 1.2 est ainsi complete.

Preuve du corollaire 1.1. Elle repose simplement sur le fait que C est un corps
algébriquement clos : tout élément de C[X] s’écrit comme un produit de facteurs du
premier degré.
1.4 Le théoreme de Cayley-Hamilton

Soit £ un K espace de dimension finie n et 7" un endomorphisme de E; on

peut définir les itérés de 1" en composant 1" avec lui-méme : on construit ainsi 7',
T?> . =ToT, T?=ToToT,etc ... Si P est un élément de K[X],

N
P(X) =Y a, X",
k=0
on peut définir un K-endomorphisme P[T] de E en posant
N
PIT):=> a,T".
k=0

On introduit ainsi la notion de polynome d’opérateur, prélude a celle de “fonction
d’opérateur” et a cet outil indispensable tant au mathématicien qu’au physicien
qu’est le calcul fonctionnel.

Ici, il se passe des choses intéressantes, que 1’on peut illustrer en pensant a la cor-
respondance entre nombres complexes et matrices : le nombre complexe i = /2
correspond a la matrice de rotation

(Snirs) o) =(1 3)

dont on voit (aprés un petit calcul) qu’elle vérifie
(0 —1>2+ (1 0) B (0 0) ,
1 0 0 1/ \o 0/’
ceci n’est pas si surprenant puisque i2 + 1 = 0; notons que X? + 1 est justement le
polyndéme caractéristique de la matrice

(1 )



plus généralement, si
a b
A=
(c d )
est une matrice 2 x 2 a coefficients complexes, on vérifiera sans mal qu’il existe
un polynéme de degré 2 tel que P(A) soit la matrice nulle, et que le polynome

caractéristique de ’endomorphisme de C? de matrice A dans la base canonique fait
Iaffaire (ce polynome est Pr(X) = X2 — (a + d)X + (ad — bc)).

Etant donné un K-espace vectoriel de dimension finie n et un opérateur 7' de E dans
lui-méme, qu’il existe un polynéme P non nul tel que P[T] soit 'opérateur nul n’est
pas tout a fait une surprise. L’ensemble Py (K) des polynémes a coefficients dans
K de degré inférieur ou égal & N € IN* est en effet équipé d’une structure de K-
espace vectoriel de dimension N +1. L’application £y de Py (K) dans I’ensemble des
applications linéaires de E dans lui-méme (qui lui aussi est équipé d’une structure de
K-espace vectoriel de dimension n?, comme 1'est ’espace des matrices n x n auquel
il s’identifie une fois fixée une base de E et les endomorphismes de E représentés
par leur matrice dans cette base)

EN : PEPN(K)—)P[T]

est K-linéaire. Comme 'image Ly (Py(K)) est toujours de dimension inférieure a
n? (ce quelque soit la valeur de N), le théoréme du rang qui assure

dim (Py (K)) = dim (Lx(Py(K))) + dim (Ker (Cx))

nous montre que, si N > n? — 1, le noyau de Ly ne peut étre réduit a 0; il existe
donc, dés que N > n? — 1, un polynéme P de K[X], non nul, de degré au plus N,
tel que P[T] = 0.

De fait, on a un résultat beaucoup plus précis (que nos exemples pris dans le cadre
K = C, E = C? nous le laissaient pressentir), dit théoréme de Cayley-Hamilton.
Les noms du mathématicien anglais Arthur Cayley (avocat de formation, 1821-
1895, a qui 'on doit les idées de base du calcul matriciel moderne, en particulier la
construction d’'une opération de multiplication entre matrices traduisant la compo-
sition entre opérateurs) et de 'astronome irlandais devenu mathématicien William
Hamilton (1805-1865, initiateur de la théorie des quaternions) se trouvent ainsi as-
sociés a un résultat d’algebre linéaire majeur se situant au carrefour de leurs idées
(sans doute échangées dans les années 1850-1860).

Théoreme 1.1 Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie et T un opérateur
trigonalisable de E dans lui-méme; soit Pr le polynéme caractéristique de T. Alors
Pr[T) est toujours lopérateur identiquement nul. En termes de matrices, si A est
la matrice de T dans une base quelconque de E, Pr(A) (on substitue o la variable
X la matrice A, la multiplication dans K[X| devenant maintenant la multiplication
des matrices carrées d’ordre n) est la matrice n X n identiquement nulle. Ceci est
en particulier vrai st K = C pour tout opérateur de E dans lui-méme.

Preuve. On choisit une base B = (&, ..., €,) de E dans laquelle la matrice de T est



la matrice triangulaire supérieure

)\1 Q12 G013 ... Qg
0 )\2 012,3 ‘e O!Qm
0 0 )\3 ... Q3p
0 0 0 ... A\

On note E le sous-espace engendré par €1, Es le sous-espace engendré par (€1, €3),...,
E, = FE le sous-espace engendré par €1, ..., €,. On a, du fait que la matrice de T
dans la base B est triangulaire supérieure :

(T = M\Idg)(Ew) € Eney .

On a aussi
(T - /\anIdE)(Enfl) C En72 )

soit
(T = M\ 11dg) o (T = AuIdg)|(En) C By 2.

En continuant ainsi
(T = Xoldg) 0o (T — A\1d)|(E,) C Ey
et finalement
(T = MIdg) oo (T = A\Jdp)|(E,) C (T = \ldg)(Ey) = {05} .

Comme
Pr[T) = (-1)"(T — MIdg)o---o (T — N\ 1dg)

puisque
n

PrX)=(-)"JI(X =X\),
j=1

on a bien Pr[T]=0. &

Remarque I.7. De fait, le résultat reste vrai pour tout opérateur d’'un K-espace vectoriel E
(de dimension n) dans lui-méme, qu’il soit trigonalisable ou non, ce que nous admettrons ici,
étant entendu que le cas intéressant pour nous est le cas K = C; en fait, si K est un corps
commutatif quelconque et si (€1, ...,€,) est une base du K-espace vectoriel E, on voit facilement
(on pourra s’en assurer lorsque n = dimE = 2 ou 3) qu’il existe des polyndémes “universels”
¥1,..., 2 & n? indéterminées et & coefficients dans Z tels que, si [u”] 1<i,j<n désigne la matrice
d’un K-endomorphisme quelconque T de E (rapporté a la base prescrite (€1, ...,€,)) on ait

Pp(X) = (-1)"(X" = B1() X"+ + (=1)"Ep (u))

(notons que X, est I'application déterminant). Ceci explique pourquoi la validité du théoréme de
Cayley-Hamilton lorsque K = C (corps dont Z est un précisément un sous-anneau) implique sa
validité dans le cas général : si T est un K-endomorphisme quelconque d’un K-espace vectoriel de
dimension finie, on a toujours Pr[T] = 0.

Concernant toujours les opérateurs trigonalisables d'un K-espace vectoriel F, la fac-
torisation du polynome caractéristique d’'un tel opérateur 7" induit une intéressante
décomposition de 'espace F, subordonnée précisément a cet opérateur T ; cette
décomposition (1.4) ci-dessous est la décomposition spectrale de I’espace E induite
par 'opérateur T. Nous avons en effet la :




Proposition 1.3 Soit E un K-espace vectoriel et T un K-endomorphisme trigona-
lisable de E, dont le polynome caractéristique Pr se factorise sous la forme

Pr(X) = (=1)" [J(X = X)™,

—.

=1

ou At ..., \r sont des éléments distincts de K et ., ..., u, des entiers strictement
positifs. L’espace E se décompose alors sous la forme

E = @ Ker [(\ldg — T)%) | (1.4)

i=1
ot Uopérateur (\;Idg — T)* s’obtient comme

Remarque I.8. Signalons que si T est un K-endomorphisme trigonalisable d’un K-espace vectoriel
E de dimension finie, dont le polynéme caractéristique s’écrit :

r

Pr(X) = (=" [T (X = 2

i=1
avec Ay, ..., A\, distincts dans K, les sous-espaces

F;:=Ker(MIdg —T)*, i=1,..,r,

intervenant dans la décomposition spectrale (1.4) de E relativement & T sont dits sous-espaces
caractéristiques de T ; remarquons que, pour chaque ¢ = 1,...,7, le sous-espace propre associé a la
valeur propre ); est inclus dans le sous-espace caractéristique Fj; cette inclusion est en général
stricte.

Preuve. Les polynomes

QZ(X) = ﬁ(X —/\j)“j, 1= ]_,...,7“,

[N
S

sont premiers entre eux dans K[X] (dans leur ensemble); en effet, les facteurs
irréductibles de @); (dans I'anneau K[X]) sont les X — A;, avec j # ¢; or X — A, ne
divise pas le polynéme @;, ce pour tout j # i. On peut donc appliquer (dans
Panneau K[X]) le théoreme de Bézout (le mathématicien et ingénieur Frangais
Etienne Bézout, 1730-1783, tant algébriste qu’arithméticien, initia la théorie des
déterminants et ce qui allait devenir la géométrie algébrique), qui nous assure l’exis-
tence de polynomes Uy, ..., U, de K[X] tels que

1=PGCD (Qs, ... Q) = S U;Q;.
=1

Cette identité algébrique entre polynémes (de la variable X) induit I'identité entre
opérateurs :

g = 3 UT] 0 Qu{T]. (15)

i=1



ot U;[T] (resp. @;[T]) s’obtient en substituant 'opérateur 7" & la variable X dans
I’expression du polynéme U; (resp. @);); la seule chose importante a souligner ici est
que deux opérateurs de la forme

aoT* + aT* '+ +aldp , bT'+6T7 "+ +bldp

(ot les coefficients as et by, s = 0,....,k, t = 0,...,1, sont des éléments de K) com-
mutent, ce qui 6te toute équivoque au maniement formel de U;[T], Q;[T], Idg en
place des polynomes U;, Q;, 1,1 =1,...,7.

Soit V un vecteur quelconque de F; en appliquant a V les deux opérateurs (égaux)
figurant aux deux membres de (1.5), on trouve :

v:é@m%@nmmzé@wmwwm

(les opérateurs U;[T] et Q;[T'] commutant et la composition des opérateurs étant une
opération associative). Posons, pour tout i = 1, ..., 7,

Vi i= QT (U[TI(V)) ;
on remarque que, pour tout 2 =1, ...;7,
(T = Aldw)] (V) = (~1)" PrT) (GT)(7)) = 0

d’aprés le théoreme de Cayley-Hamilton (théoréme 1.1) : en effet, on a I'identité
algébrique

(X~ APQuX) = (X — A [L(X = M) = (—1)"Pr(X)

<
—

<
Ry

pour i = 1, ...,7. Le vecteur V; est donc dans le noyau de (\;Idg — T)# et le fait que
— r —
V=37
i=1

montre que ’espace E' est bien inclus dans la somme des sous-espaces vectoriels
Ker“AJdE——YUW],i:iL“wr.

Reste a vérifier que cette somme est bien une somme directe, ce que 1'on fait en
s’assurant que si les vecteurs V; € Ker (\,Idg — T)#, i =1,...,r, sont tels que

Y Vi=0, (1.6)
i=1
alors tous les V; sont nuls. Ecrivons par exemple (1.6) sous la forme
Vi=->V;
7j=2

le vecteur V; est donc dans lintersection du noyau de (MIdg — T)"* et de celui
de T'opérateur @Q1[T] : en effet, on vérifie immédiatement que @Q1[T](V;) = 0 pour



Jj =2,...,n puisque le polynéme (X — X;)#, j =2,...,r, est un facteur de ¢);. Mais
puisque les polynémes (X — A;)** et )y sont premiers entre eux dans K[X], il existe
deux polynémes A; et By de K[X] tels que :

1 =PGCD ((X — M)", Q1) = A1 (X)(X = \)" + Bi(X)Q:1(X) ;
en substituant comme auparavant 7" & X, il vient I'identité entre opérateurs :
Idg = A1[T) o (T — MIdg)" + By[T] o Q1 [T ; (1.7)

comme V; est 3 la fois dans le noyau de (A\;Idg — T)# et dans celui de Q;[T], on a,
en appliquant a V; les deux membres de (1.7),

Vi = AT(IT — Mldgl (V) + BUT)(QuTI(V2)) = 0.

On montrerait de maniere identique Vo = ... =V, = 0. On a ainsi prouvé que la
somme des sous-espaces Ker [()\iIdE - T)’”] était bien une somme directe, ce qui
acheve de prouver notre proposition. ¢

Un corollaire de cette décomposition est la proposition suivante, concernant toujours
les K-endomorphismes trigonalisables.

Proposition 1.4 Soit T un K-endomorphisme trigonalisable d’un K-espace vecto-
riel E de dimension n, tel que le polynéme caractéristique de T se factorise dans
K[X] sous la forme :

Pr(X) = (~1)" f{l(x ) (L8)

0l Ay, ..., A\ Sont des éléments distincts du corps K et uy, ..., b des entiers stricte-
ment positifs. Pour tout1=1,...,r, on a

dim (Ker [(Aildp — T)%]) = ;. (1.9)

Preuve. On remarque dans un premier temps que la restriction de 7" au sous-espace
Fy == Ker [(\ldg — T)"]

est un K-endomorphisme du sous-espace F;; en effet, si V; € F;,ona
[(\ldg — T)" o T[ (V) = T((\ldg — T)* (V) = 0,

toujours en vertu du principe que si P et ) sont deux éléments de K[X], les en-
domorphismes P[T] et Q[T] commutent. On peut donc considérer cette restriction
comme un K-endomorphisme 7; du K-espace vectoriel F;. En considérant ’expres-
sion de la matrice de 7" dans une base dont les premiers vecteurs €y, ..., €, constituent
une base de F; (le théoréme de la base incomplete assure I'existence d’une telle base),
on voit que le polynéme caractéristique de 7; (considéré comme endomorphisme de
F,=Ké| & --- @ Keé),) divise (dans K[X]) le polynéme Pr; il résulte du théoreme
1.1 que T; est trigonalisable (comme K-endomorphisme de Fj) et que sa matrice
dans une base adaptée de F; est triangulaire supérieure; de plus, comme



le polynéme caractéristique Pg, 1, de T; (considéré comme K-endomorphisme de F;)

ne peut avoir comme seule racine que A;, car si V; € F; est un vecteur propre de T;
correspondant a la valeur propre A € K, on a nécessairement, d’aprés (1.10)

—

(N = N)HV; =0,
soit donc A = \;. Le polyndme caractéristique de 7; s’écrit donc forcément
PFi;Ti (X) = (_1)li (X - )\i)li )

avec l; := dim(F;); comme il est censé diviser Py, on a l; < p;, et ce pour tout

1 =1,...,r. Mais, comme
T

Z l;j=dimFE=n

i=1
(d’apres le résultat de décomposition (1.4) énoncé dans la proposition 1.3) et qu’en
meéme temps

T

> wi=degPr=n

i=1
(du fait de la factorisation (1.8) de Pr), on a en fait [; = p; pour tout i € {1,...,r},
ce qui est ’assertion que ’on cherchait a établir. <

1.5 Notion de polynéome minimal ; opérateurs dia-
gonalisables

1.5.1 Polynéme minimal d’un opérateur

On vient de voir (théoreme de Cayley-Hamilton) que si T est un K-endomor-
phisme d’un K-espace vectoriel de dimension finie n, on a toujours Pr[T] = 0; ceci
a été démontré au moins si K est un sous-corps de C et I'on a mentionné (remarque
1.7) pourquoi le résultat était vrai lorsque K était un corps commutatif quelconque.
Dans cette section, bien qu’il n’y ait de fait aucune restriction sur K, on pourra
supposer que c’est I'un des trois corps “classiques” Q, R, C.

L’anneau des polynémes K[X] a une propriété cruciale : il est principal, ce qui
signifie que tout idéal I de K[X] s’écrit sous la forme

I={aP; P € K[X]}

ou a € K[X] est dit générateur de I (un tel générateur n’étant pas nécessairement
unique). Si I est un idéal différent de I'idéal nul (réduit a {0}), alors, il admet un
générateur non nul, et deux générateurs aiet as de I sont tels qu’il existe A € K*
tel que a1 = Aao.

Définition 1.4 Soit T un K-endomorphisme d’un K-espace vectoriel de dimen-
sion finie n ; l’ensemble des polynomes P de K[ X]| tels que P[T| = 0 est un idéal
non réduit ¢ {0} de 'anneau K[X]; on appelle polynéme minimal de T 'unique
générateur de cet idéal correspondant d un polynéme unitaire (de coefficient du terme
de plus degré égal a 1).




Exemples. Si E est un K-espace vectoriel de dimension finie et A € K, le polynéme minimal de
Mdg est P(X) = X — ), tandis que le polynéme caractéristique est, lui, Piq, (X) = (=1)"(X =)™
Si E = R3, le polynéme minimal de "endomorphisme :

(1))

est P(X) = (X — A\)2, tandis que le polynoéme caractéristique est, lui, Pr(X) = —(X — X)3. On
voit donc sur ces exemples tres simples que le polynéme minimal divise toujours le polynéme

caractéristique, mais peut fort bien étre de degré strictement plus petit que lui.

Justification de la définition. Si P vérifie P[T] = 0 et si () est un autre élément
de K[X], on a, pour tout V de E,

(QP)[T)(V) = (QIT] o P[TN)(V) = QIT)(PIT)(V)) = 0;
d’autre part, si Pi[T] = Py[T] =0, on a (P, + P»)[T] = 0. On voit ainsi que
Iy :={P € K[X]; P[T] =0}

est bien un idéal de K[X]. Le théoreme de Cayley-Hamilton (théoréme 1.1) nous as-
sure que cet idéal contient un polynéme non nul (car de degré exactement n puisque
commencant par (—1)"X" + --.), & savoir le polynome caractéristique Pr de 7.
L’idéal I admet un générateur non nul; si ce générateur est supposé unitaire, il est
unique (car deux générateurs de It different ’'un de 'autre d’un facteur multiplicatif
appartenant a K*). La définition proposée est bien justifiée. <

Remarque 1.9. Si 'on veut éviter de manier la notion d’idéal, on peut se contenter de définir
le polynéme minimal de T' comme le polynéme unitaire P de plus bas degré tel que P[T] = 0;
ce polynome @Qr divise Pr car lalgorithme d’Euclide permet d’écrire Pr = QQr + Ry avec
deg Ry < deg Q ; si Ry était différent du polynéme nul, on aurait (en multipliant Ry par Uinverse
de son coefficient dominant) un polyndme unitaire R tel que R[T] = Pr[T] — Q o (Q7[T]) = 0 et
deg R < deg T, ce qui est absurde de par la définition de J7. On a donc Ry = 0, ce qui prouve
que Q7 divise bien Pr dans K[X].

1.5.2 Opérateurs diagonalisables

Définition 1.5 Un K-endomorphisme T d’un K-espace vectoriel E de dimension

n est dit diagonalisable s’il existe une base de E constituée de vecteurs propres pour
T.

Un opérateur diagonalisable est bien sur trigonalisable; sa matrice dans une base
adéquate (la méme a la source et au but) est méme diagonale (tous les coefficients
non diagonaux sont nuls), ce qui est une configuration plus simple (et donc d’un
maniement en pratique plus commode) que celle qu’ont les matrices triangulaires
supérieures. Voici maintenant le critere précisant quand un K-endomorphisme dont
on sait a priori qu'il est trigonalisable (par exemple si K = C) se trouve étre
diagonalisable.

Proposition 1.5 Soit T un K-endomorphisme trigonalisable d’un K-espace vecto-
riel £ de dimension n; on suppose que

Pr(X) = (17 TX = 2,



0l A1, ..., \r sont des éléments distincts de K et pq, ..., u, des entiers strictement
positifs. Alors les assertions suivantes sont équivalentes
~ 1) T est diagonalisable;
2) le polynome minimal de T est (X — Ay)--- (X — A\);
3) pour tout i € {1,...,7}, on a

Ker [(Aldg — T)"] = Ker (\ildg — T);

~ 4) pour tout i € {1,...r}, le sous-espace propre de E (pour Uopérateur T)
correspondant a la valeur propre \; est de dimension exactement y; ;
-5)ona

> dimKer (AIdg — T) =n. (1.11)

=1

Remarque 1.10. En un sens, le critere 4 figurant dans la proposition 1.5 est celui pour lequel le
test de validité est le plus aisé : on dispose de la connaissance des valeurs propres Ai,...,A. de T
et de leurs multiplicités p1, ..., g (si Pon connait le polynéme caractéristique); c’est le calcul du
rang r; d’'une matrice (celle de \;Idg — T dans une base) qui nous permet de calculer la dimension
n — r; du sous-espace propre correspondant & la valeur propre A; et donc de voir si, oui ou non,
pwi =n—r;pour tout ¢ =1,...,r

3)<=4)<=5H)«<—=1)
Comme, pour tout 7 € {1,...,7}, on a

Ker (Aldp —T) C Ker [(A\ddg — T)"],

I’égalité des dimensions de ces deux sous-espaces inclus I'un dans l'autre équivaut
a leur identité en tant que sous-espaces de E'; les assertions (3) et (4) sont donc
équivalentes pourvu que 1’on se souvienne de la conclusion de la proposition 1.4. La
condition (3), si 'on invoque I’assertion de la proposition 1.3, équivaut donc au fait
qu’il existe une base de I'espace E composée de vecteurs propres pour ’endomor-
phisme T, ce qui signifie par définition que T est diagonalisable.

2)=1)
Supposons que le polynéme minimal Qr de T soit (X — A;) .-+ (X — A.); puisque
les polynomes

E%

Q:(X) = (X Aj), i=1,..,7,

10

.]

J
sont premiers entre eux (dans K[X]) dans leur ensemble, il existe des polynomes
Ui, ..., U, de K[X] tels que

1=UQ1+ - +U,Q;.
On a alors I'identité entre opérateurs
Idg = Ui[T) o Q[T+ ---+ U, [T] 0 Q.[T];

tout vecteur V de E s’écrit donc

V= ZQZ J(L[T1(V)) 5



comme (T — \;) 0 Q; = Q7 et que Qr[T] = 0, le vecteur Q;[T](U;[T](V)) est dans le
noyau de 'opérateur \;Idgz — 7T'; on a donc

E =Y Ker(\ldg —T).
=1
comme

Ker (\iIdg — T) € Ker [(\ldg — T)¥]

et que E est somme directe des sous-espaces Ker [()\iIdE — T)“i] pour ¢ = 1,...,r

(proposition 1.3), on en déduit que E est aussi somme directe des sous-espaces
Ker(M\Idg — T) pour ¢ =1, ..., 7, donc que E est diagonalisable.

1) = 2)

Supposons 1" diagonalisable et soit ()7 son polynome minimal. Les valeurs propres
de T sont les racines de Pr, soit Ay, ..., A, ; soit T; la restriction de T" au sous-espace
propre F; associé a la valeur propre A;; on a Qr[T;] = 0 (comme endomorphisme
de F;, puisque Q[T;] n’est rien d’autre que la restriction de Q[T] a F;); on a donc
Qr(N\) = 0, ce qui prouve que Qr est divisible forcément par (X — A;),..., (X —
Ar), donc, d’apres le lemme de Gauss, par le produit (X — A;)--- (X — A) de ces
polyndmes premiers entre eux deux-a-deux. On voit tout de suite, du fait que F
admet une base de vecteurs propres, que

(T—)\lldE)OO(T—)\TIdE):O,

ce qui prouve que le polynéme minimal Q1 de T doit aussi diviser (X —A;) -+ (X —
Ar) ; le seul choix possible est donc

Qr(X) =X —-XA)--- (X =A),

ce qui prouve 2).

La proposition est ainsi complétement démontrée. <

Remarque I.11. Un cas particulier trés important ot I'on peut affirmer que 'opérateur T est
diagonalisable est celui ol le polynome caractéristique Pr de T' admet exactement n valeurs propres
distinctes. En effet, on a vu dans ce cas (preuve de 'implication 1) = 2) de la proposition 1.5)
que les racines de Pr sont automatiquement racines du polynéme minimal, ce qui implique que ce
polynéme minimal Q7 s’écrive alors

n

Qr(X) =J[(X - X) = (-1)"Pr(X) ;

i=1

le polyndme Q7 est scindé en facteurs du premier degré n’a donc que des racines simples (dans
K), ce qui implique que T est diagonalisable dans ce cas (proposition 1.5). Dans le cas particulier
ou K = C, pareille situation n’a rien d’exceptionnel (c’est méme, en un certain sens, la situation
“oénérique”) : on peut en effet démontrer (ce résultat sort du cadre de ce cours et sera vu plus tard
dans les cours d’algebre ultérieurs) que pour tout n € N*, il existe un polyndéme A,, en n variables
a coefficients dans Z tel que le polynéme

P(X)=X"—G1Xn71+"'+(_1)nan7 a;j€C, j=1,..,n,

n’a que des racines simples (dans C) si et seulement A, (ai,...,an) # 0; si le polynéme ca-
ractéristique d’un opérateur 7' a malencontreusement une racine multiple, une petite perturbation
des coefficients de la matrice de T" dans une base donnée fournit donc un opérateur dont le po-
lynéme caractéristique n’a que des racines simples. Tout opérateur T' d’un C-espace vectoriel E de
dimension n dans lui-méme peut ainsi s’approcher par une suite d’opérateurs (T},), diagonalisables



(dire que la suite (Tp), approche T signifie ici que si [agf;-)]lgi,jgn désigne la matrice de T}, dans
une base {eq,...,en} et [a; j]1<ij<n celle de T dans la méme base, on a, pour tout 4, j € {1,...,n},
pli)nolo az(f’]) = ai,j).

Le principe heuristique sous-jacent a cette remarque tient en deux faits, distinguant complétement
les situationsou K =R et K=C:

— si K = C, on peut affirmer que “génériquement” tout opérateur linéaire d’un C-espace
vectoriel de dimension n dans lui-méme est diagonalisable; les cas ot il ne 'est pas (ou peut
ne pas l’étre) correspondent & des cas pathologiques (il y a une relation entre les coefficients
qui correspond au fait que le polynéme caractéristique a au moins une racine multiple, par
exemple

(Tr[T])? — 4det[T] = 0
si n = 2); bien siir, dans le cas K = C, tout opérateur est de toutes fagons trigonalisable;

— si K = R, on peut affirmer & l’inverse qu’un opérateur linéaire d’un R-espace vectoriel de
dimension n a toute chance de ne pas étre trigonalisable; les cas ou il I’est correspond &
une situation assez rare (au moins lorsque n est grand) celle ou le polyndéme caractéristique
(qui se scinde dans C[X] en facteurs du premier degré d’aprés le théoreme de d’Alembert)
a toutes ses racines réelles; dans le cas n = 2, c’est la condition

(Tr[T])? — 4det[T] > 0

qui assure que T est trigonalisable; dans le cas n = 3, il y a toujours une valeur propre
réelle, mais il faut que les deux autres valeurs propres le soient aussi, ce qui se traduit par
des inégalités impliquant les trois coefficients ay,as,a3 du polyndéme caractéristique; plus
n augmente, plus cette contrainte concernant le fait que les n racines de Pr soient toutes
réelles se fait plus drastique. Comme R est négligeable dans C (c’est une droite dans C!), il
est beaucoup plus fréquent de rencontrer des polynémes de R[X] ayant au moins une paire
de racines complexes (et non réelles) conjuguées deux & deux que des polynémes de R[X]
ayant toutes leurs racines réelles!

1.6 Les opérateurs nilpotents

Revenons sur la conclusion des propositions 1.3 et 1.4; soit 7" un K-endomor-
phisme trignonalisable d’'un K-espace vectoriel E, dont le polynéme caractéristique
se scinde dans K[X] sous la forme :

T

Pr(X) = (-1)" J[T(X = x)*,

=1

ol Ay, ..., A, sont des éléments distincts du corps de base K et pq, ..., u, des entiers
strictement positifs.

Comme on ’a vu, le sous-espace F; défini, pour i € {1,...,7} par
F; .= Ker (\Idg — T)™
est un sous-espace (de dimension p; d’apreés la proposition 1.4) tel que
T(F) CF

et
(MIdg = T)(F;) C F;

(toujours parce que deux polynomes @Q1[T] et Q2[T] en le méme opérateur 7' com-
mutent). Mais on a mieux : la restriction S; de opérateur T'— \;Idg au sous-espace
F; est un opérateur tel que

S (Fy) = 0



(S désignant litération u;-fois de lopérateur S;, considéré comme K-endomor-
phisme de l'espace F;).

Remarquons que 'opérateur .S;, considéré comme un K-endomorphisme du K-espace
vectoriel de dimension finie F;, admet comme polynome caractéristique le polynome

Py, Sz(X) = (—1)M Xk

et donc comme polynéme minimal (toujours en tant qu’endomorphisme de F;) un
polynome de la forme

QFi,Si (X) = Xt

avec 1 < [; < p;. L'opérateur S;, opérateur du K-espace vectoriel F; dans lui-méme,
entre dans une classe d’opérateurs intéressante, celle des opérateurs nilpotents, c’est-
a~dire dont une puissance (au sens de I'itération des opérateurs) est nulle.

Concernant cette classe d’opérateurs, nous avons la proposition intéressante sui-
vante :

Proposition 1.6 Soit S un K-opérateur nilpotent d’un K-espace vectoriel F de
dimension finie p (ceci signifie qu’il existe un entier ¢ > 1 tel que S? soit I’endo-
morphisme nul). Alors, le polynéme caractéristique de S est toujours

Ps(X) = (=1)"X*,
tandis que le polynome minimal est, lu,
QS (X) = X" )

ot v est par définition le plus petit entier dans {1,...., u} tel que

—

VVeF, S/(V)=0;

cet entier v (degré du polynéme minimal de S) est appelé période de S ; si V est
un vecteur de F tel que S*"Y(V) # 0 (il en exziste de par la minimalité de v), les
vecteurs

V,S(V), -, S YV)

forment toujours un systéme libre.

Preuve. Pour simplifier les choses, on admet que S est trigonalisable (ceci pourrait
se voir par récurrence sur la dimension n de I’espace vectoriel E); la seule valeur
propre possible pour S étant la valeur propre 0, le polynome caractéristique de S
est

PF,S(X) — (_1)dimFXdimF — (_1)/.LX/J )

Si V vérifie ¥ 1(V) # 0 et
aV + a1 S(V) + -+ +a,1 8 H(V) = 0,
on a, en composant par S¥ ! :

008"~ (V) + an S (V) + -+ + 0, 182 D(P) = 8" (V) = 0,



soit g = 0 (car S 1(V) # 0) ; en composant ensuite avec S*~2, on trouve oy = 0
et 'on continue ainsi de suite jusqu’a trouver tous les coefficients o; nuls de proche
en proche. La famille

V,S(V), -, 8" X V)
est donc bien libre. <

Soit T un K-endomorphisme trigonalisable d’un K-espace vectoriel de dimension
finie F et

r

Pr(X) = (—1)" JJ(X — X)™

i=1
son polynéme caractéristique (Mg, ..., A, sont 7 éléments distincts de K, correspon-
dant aux valeurs propres de T'). La restriction 7; de T au sous-espace

F; = Ker (\Idp — T) (1.12)

(cette restriction peut étre considérée comme un K-endomorphisme de F; puisque
T(F;) C F; comme on l’a vu) s’écrit :

T; = Mldg, + S;

ou S; est I'’endomorphisme nilpotent de F; défini comme la restriction a F; de I'en-
domorphisme 7' — Aldg.

A ce stade, nous pouvons déduire de la proposition 1.3 (décomposition spectrale de
lespace E relativement a l'opérateur T') le théoréme de décomposition de Dunford,
du au théoricien des opérateurs américain Nelson Dunford, auteur, avec Jacob T.
Schwarz, d’un célebre traité d’analyse fonctionnelle (1967) :

Théoréme 1.2 [Décomposition de Dunford d’un opérateur 7| Tout K-endo-
morphisme T trigonalisable d’un K-espace vectoriel de dimension finie E s’écrit
comme la somme d’un K-endomorphisme diagonalisable D et d’un K-endomor-
phisme nilpotent S, tels que Do S =S o D.

Remarque I.12. En fait, on pourrait montrer que la décomposition de Dunford T'= D + S d’un
opérateur trigonalisable T' (avec les contraintes D diagonalisable, S nilpotent, Do S = S o D qui
vont avec) est unique. On ne le fera pas ici pour ne pas alourdir ce cours.

Preuve. Il suffit d’exploiter le fait (voir la proposition 1.3) que
T
E=QF,
i=1

ou les sous-espaces F; sont définis par (1.12); ceci signifie que tout V de E s’écrit
de maniere unique :

V=Vi+-+V,

avec V; € F, pour ¢ = 1,...,7; on définit I'opérateur D par
D(V) =3 \Vi (1.13)
i=1

et 'opérateur S par

—

S(V):Sl(v’l)_{—_}_sr( r)a



ou S;, 1 =1,...,r, désigne I'opérateur nilpotent de F; défini par
S; =T; — \ldp,,

ou T; désigne la restriction de 7" a Fj. Il est évident (de par sa construction méme)
que D est diagonalisable (il suffit de prendre une base constituée en concaténant
une base de Fi,..., une base de F,, pour construire une base de E dans laquelle
Popérateur D dont l'action est définie par (1.13) est diagonalisable). Comme, pour
tout entier p € IN,

SP(V) = SP(Vy) +--- + SP(V,)

siV="V+-+V avec V, € F, pour tout i € {1,...,r} et que chaque S; est
nilpotent (vu comme K-endomorphisme de F;), 'opérateur S est aussi nilpotent. Le
fait que S et D commutent résulte du fait que ces deux opérateurs envoient chaque
F; dans lui-méme, que leurs restrictions a chaque F; commutent, et qu’enfin E est
la somme directe des F;, i =1,...,7. &

Remarque 1.13. En fait, on peut montrer (on laisse cela en exercice) que si T' est trigonalisable,
de polynoéme caractéristique
.
Pr(X) = (=1 TT(X =),

j=1

avec A\, ..., A, € K distincts, il existe, pour chaque i = 1, ..., r, une base B; de F; = Ker (\;Idg—T)*i
dans laquelle la matrice du K-endomorphisme nilpoent S; de F; s’écrit sous la forme

0 [0oul] 0 . 0
0 0 [Doul] ... 0
0 0 0 : [0oul]
0 0 0 : 0

On déduit de cela (en concaténant les bases B;, i = 1, ..., r et en utilisant la décomposition spectrale
(1.4) de la proposition 1.3) qu'’il existe une base B de I’espace dans laquelle la matrice de T se
présente sous la forme d’une matrice :

A O 0
0 A 0
0 0 A,

ou A; est une matrice de taille p; x p; de la forme

Ai [0oul] 0 0 0
0 Ai [0Doul] ... 0
A= | ¢ : : : :
0 0 0 : [0oul]
0 0 0 : i

Cette réduction bien pratique (seules la diagonale et la sur-diagonale de la matrice dans la nouvelle
base contiennent des scalaires non nuls) est dite réduction de Jordan du K-endomorphisme T'.

Camille Jordan, mathématicien francais (1838-1922), introduisit cette décomposition en étudiant
le groupe des isomorphismes de 1’espace C".



1.7 Que faire de tout cela du point de vue pra-
tique ?

1.7.1 Application au calcul des itérés d’un vecteur sous 1’ac-
tion d’un endomorphisme

La réduction des K-endomorphismes d’'un K-espace vectoriel £ de dimension
finie n (opération consistant a déterminer une base B de 1'espace E dans laquelle la
matrice de T soit si possible triangulaire supérieure, diagonale, ou méme de Jordan)
est une opération particulierement intéressante lorsqu’on est confronté a I’étude de
orbite d’un élément V de E sous laction d’un certain K-endomorphisme de E.
L’orbite d’un élément V est par définition la suite

(TP(V))pen -

Si par exemple T est diagonalisable, la matrice de de 7" dans une base adéquate
B = (e, ...,e,) de E (constituée de vecteurs propres pour 7') est

M 0 ... 0

0 X ... O
A= : :2 : : ’

0 0 ... A,

ol Ay, ..., A, sont les valeurs propres (éventuellement répétées) de T dans K. Si le
vecteur initial V' s’écrit dans la base B sous la forme

V U1€1+"'+Un€na

on a alors, pour p € N,
TP(V) = 0y N0 + - - + v A28, -

Le calcul de la suite des itérés (par T') d’un vecteur V est donc simple, une fois ce
vecteur écrit dans la base B dans laquelle la matrice de T' est diagonale.

Si T n’est pas diagonalisable, mais est trigonalisable, on utilise la décomposition de
Dunford : supposons que 71" s’écrire T' = D + S, ou S est nilpotent de période m.
Alors, il résulte du fait que D et S commutent et de la formule du binéme que pour
p=>m,

m—1

™=>3" (2) NEDPF

k=0

Si (€1, ...,€,) est une base de vecteurs propres pour D (valeurs propres correspon-
dantes Aq, ..., \,) et si

alors



1.7.2 Application au calcul de P[T] si T est un K-endomor-
phisme de E (trigonalisable)

Soit T' un K-endomorphisme de E, P un polynéme a coefficients dans K,
P(X)=ap+a; X +---+ap XM,

et B une base de E ; supposons que ’on connaisse Mr 35 et que l'on veuille calculer
Mpi1 5,5, ou
P[T] =aoldg +a:T +---+ CLMTM.

On commence par effectuer la division euclidienne de P par
Pr(X) :=det(T — XIdg) ;
on a donc
P(X)=Pr(X)Q(X)+ R(X), degR<n=degPr,

avec
R(X) = Qg + OélX + 4 Ojn_an_l .

Le théoréme de Cayley-Hamilton nous assure de ce que
P[T] =ooldg + T +---+ Odn_lTnfl ‘

On voit que la connaissance de Mr» 5 5 pour p < n—1 suffit pour exprimer Mpjr) 55
pour un polynome quelconque. Reste a calculer Mr» g5 pour p=1,...,n—1 a partir
de Mrp s (et ce en évitant les multiplications par des matrices n x n qui “consom-
ment” chacune n? multiplications, ce qui coiite bien cher si n est trés grand!). Pour
ce faire, il est intelligent de réduire 7" comme suit :

— si T est diagonalisable et si (€1, ..., €,) est une base de vecteurs propres (7(¢;) =
Ai€;), alors

A 0 .00

0 X ... 0|
Mrps=Q|{ . . . . |@,

0 0 ... A

ou les colonnes de @ sont les vecteurs (colonnes) €éj,...,é, de K" exprimés dans
la base B; on vérifie tout de suite que

p fois
MO0 ...00 A 0 ...00
0 X ... O . 0 X ... O o
Mpppp = @ : : : : Q@ xQ : : : : Q" x
0 0 ... A\, 0O 0 ... A\,
M0 0\?
0 X 0 3
= Q : Q™
0 O An
Ao 0
0 M 0
=Q|. 7 Q'
0 O AP




d’ailleurs dans ce cas (T diagonalisable), on a, si P est un polynéme quel-

conque :
P) 0 0
0 P() ... 0 )
Mpir s =Q : : : : Q!
0 0 ... PO\

— si T est simplement supposée trigonalisable, la décomposition de Dunford
(théoreme 1.2) s’avere étre un outil intéressant aux fins du calcul des puis-
sances successives de T : en effet, si D est diagonalisable, S nilpotent (de
période v < n), commutant avec S, avec T = D+ S, alors, il suit de la formule
du binéme que, pour tout £ € N, pour toute base B de E

v—1

p! -1
AﬁWﬁﬁ::N@ﬁﬁzzE:qujjﬁkﬁﬁﬁM@ﬁﬁ;
1=0
si
A 0 ... 0
0 A ... 0
Mppp=Q| . . . . |@,
0 0 ... M\,
on a donc
X7t 00
vl gl 0 Xt o0
p- ! 2 —1
Mppps=Y — M x QL
ee gl!(p—l)! seEX@x | ©
0 0 DY

on remarque que la dépendance en p dans le membre de droite n’affecte que
les coefficients binomiaux et la matrice diagonale en jeu, mais en aucun cas les
termes liés a S.

1.7.3 La résolution de systémes linéaires

Soit T" un K-endomorphisme trigonalisable d’un K-espace vectoriel E de dimen-
sion finie et W un vecteur de E (considéré ici comme espace but ou espaces des
sorties) ; supposons que T soit injectif et que nous voulions déterminer 'entrée 1%
telle que T(V) =W. Du point de vue pratique, il s’agit la de quelque chose de tres
important.

Si T est trigonalisable, il existe une base de F dans laquelle la matrice de T" sécrit

A1 1,2 A13 ... QGip
0 )\2 23 ... Q2p
MT,B,B = 0 0 ass ... Qa3p
0 0 0 ... M\

(notons que les éléments diagonaux Ai, ..., A, sont non nuls puisque 7" est supposé
injectif, donc inversible). Si (w1, ..., w,,) sont les coordonnées de W dans cette base,



les coordonnées du vecteur-entrée V (tel que T(V) = W) s'obtiennent donc via la
relation matricielle :

A1 G12 Q13 ... G1q U1 W1
0 /\2 23 ... QG2q Vo Wo
0 0 )\3 ... G3q V3 = W3 ;
0 0 0 ... M\ Up, W,
pareil systéme se résout de proche en proche (en commencant par le bas) :
WTL
Up = —
An
1
Up—1 = (anl - a'nfl,nwn)

)\nfl

On trouve ainsi le vecteur d’entrées V' qui a généré en sortie le vecteur W.

1.7.4 Les systemes différentiels a coefficients constants

Soit I un intervalle de R et fi,..., f, n fonctions continues sur /. Soit A une
matrice (n,n) & coefficients réels; cette matrice est donc trigonalisable sur C.

Supposons que (yi, ..., Y,) soient n fonctions de classe C' sur I telles que :

y1(t) yi(t) fi(t)
Ya(t) ya(t) fo(t)
viel, |u®) |=a]w®) [+ 0|, (1.14)
Yn(t) Yn(t) fa(?)
On peut écrire, puisque A est trigonalisable sur C
Al ai2 413 ... Qip
0 )\2 0,2’3 e 0/2’”
A= Q 0 0 )\3 ... Q3 Q_l ,

0 O 0 ... M

les A; et les a; étant, comme les coefficients de la matrice de passage (), a coefficients
complexes. Si ’on pose

on peut aussi lire (1.14) comme :
21 (1) Al Q2 013 ... Gip z1(t) f1(t)
Zé (t) 0 )\2 23 ... Q2p Z9 (t) fg (t)
Zé (t) = 0 0 /\3 co. Q3p Z3 (t) + Qfl f3 (t)



)\1 CLLQ 0,1,3 ‘e CLl’n z1 (t) a1 (t)

0 )\2 CI,273 . ag,n z9 (t) ga (t)
= 0 0 /\3 <. Q3q z3 (t) —+ gs (t) ,
0 0 0 ... X\ zn(t) gn(t)

ou g1, ..., g, sont des fonctions continues a valeurs complexes. Ce systeme se résout
encore de proche en proche a partir du bas par quadratures successives.

Les équations linéaires d’ordre supérieur a coefficients constants se traitent de ma-
niere identique : par exemple, une équation du second ordre

v +ay +ay=7r, (*)

ol ag,a; € C et f est une fonction continue sur un intervalle I de R se traite en

posant ) o0
Y0 = (y0))

et en remarquant que ’équation différentielle équivaut au systeme

ro=(5, L)roe(),

Application “physique”. Considérons deux fonctions z et y & valeurs complexes , de classe C!
sur l'intervalle temporel |0, +00[, solutions du systéme différentiel

(20)= (2 1) (29).

ou la matrice a coefficients complexes
a b
c d

est diagonalisable, les deux valeurs propres se situant dans le plan complexe privé de ’axe imagi-
naire pur. Suivant que les deux valeurs propres sont dans le demi-plan Re A > 0, dans le demi-plan
Re ) < 0, ou 'une dans l'un, autre dans ’autre, on a les trois configurations (a), (b), (c) de la
figure 1.1 (pour simplifier, on a représenté les vecteurs propres comme les vecteurs (1,0) et (0, 1),
ce qui est possible en changeant de base) pour les “trajectoires” du champ de forces (z(t),y(t)),
trajectoires que matérialiserait par exemple des particules de limaille de fer placées dans le plan
et soumises a ’action du champ. La premiere situation est celle de point répulsif, la seconde celle
de point attractif, la troisieme celle de point “selle” (si I’on regarde I’évolution des points sur les
trajectoires lorsque le temps tend vers +00).

y

@ (b) (©

FiG. 1.1 — systemes différentiels d’ordre 2
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Chapitre 2

Dualité et orthogonalité

2.1 Le concept de dualité

2.1.1 Le dual £* d’un K-espace vectoriel E

Soit, E un K-espace vectoriel ; on appelle K-forme linéaire (ou forme linéaire s'il
n’y a pas d’ambigiiité concernant le corps de base K) toute application linéaire L
de F dans K.

Rappelons qu’une application linéaire (au sens algébrique) de E dans K est une
application L de E dans le corps de base K telle que :

— -

VW,V e E, YA, Ae K, LWV + AV) = AL(V) + AL(V).

L’ensemble L(E,K) des K-formes linéaires d’'un K-espace vectoriel hérite lui aussi
d’une structure de K-espace vectoriel, en effet :
— on peut définir de maniére naturelle une addition sur £(E,K) en posant :

VL, Ly € L(E,K), Li+Ly : V€ E — L (V) + Ly(V);

muni de cette addition (+), (£(F,K),+) a une structure de groupe commu-
tatif;
— on peut définir aussi une action externe du corps K sur £(E, K) en posant :

VAeK,VLeL(E,K), Ao L : Ve E — AL(V);

muni des deux opérations (+,e), (L(E,K),+, ) a une structure de K-espace
vectoriel (on vérifie immédiatement les divers axiomes).

Définition 2.1 Etant donné un K-espace vectoriel E (sur un corps commutatif
K), on appelle espace dual de E (et l’on note E*) l’espace vectoriel (L(E,K),+, o)
introduit ci-dessus.

2.1.2 Le cas particulier ou E est de dimension finie ; bases,
bases duales

Dans le cas particulier o F est un K-espace de dimension finie (qui sera celui qui
nous intéressera dans ce cours), la représentation matricielle est un outil commode
pour “visualiser” les éléments de 1’espace vectoriel dual E* :
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— rappelons que, si B = (€1, ..., €,) est une base de E (que l'on suppose ici de
dimension finie n sur K), tout élément V de E se trouve “repéré” par ses
coordonnées dans la base B et “marqué” en conséquence comme le tableau
colonne

1
T3

<u

Tp—1
Tn

ou x1, ..., T, sont précisément les coordonnées de V' dans la base B, c¢’est-a-dire
les uniques scalaires de K tels que

V=u161+ 226+ + Ty 1651 + Tp€y;

— une application linéaire L de E (rapporté a la base B) dans K (rapporté a la
base (1) dont 'unique vecteur est le scalaire 1, soit 1’élément unité de K) se
trouve identifiée par le biais de sa matrice My 5 (1), qui s’avere étre cette fois
un tableau ligne

ML,B,(I) : (alaa2:---aan—1aan);

— dans ce formalisme matriciel commode (mais qui suppose bien str a priori le
choix d’une base B de E et I'utilisation de la méme base pour représenter a la
fois le vecteur d’entrée V et 'élément L de E* sur lequel on le fait agir), on
peut écrire :

x1
o)
L(xi€) + -+ 2,6, = My 1)
Tp

-Tn
T
X2

= (al,ag,...,an,l,an)
Tp—1

Tn

n
= 2:(n$i.
j=1

Dans le cas particulier ou E est un K-espace vectoriel de dimension finie n, nous
avons donc la proposition suivante :

Proposition 2.1 Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie n; le dual E*
est aussi un K-espace vectoriel de dimension n. De plus, si B = (€, ...,€,) est une
base de E, on obtient une base (€17, ...,€,") de E* en définissant, pouri=1,...,n,
Paction de la forme linéaire €;" par :

, . 1sij=i
Vie{l,..,n}, & (e;) = {0 sijti (2.1)



c’est-a-dire :
n
é;*(ijej) =1, (2.2)
7j=1

la base B* := (€17, ...,6,") de E* ainsi construite & partir de la base B est dite
base duale de B.

Preuve. Soit B = (€, ..., €,) une base de E. Comme on vient de le voir, un élément
L de E* se trouve identifié (de maniére tout-a-fait biunivoque) par le biais de sa
matrice ligne My g (1) ; en fait, I'application linéaire é;*, i = 1, ..., n, dont P'action se
trouve explicitée en (2.1) ou (2.2) est telle que

Mg+ .y = (0, .,0,1,0, ....,0)

et I’on voit qu’écrire
ML,B,(I) : (&1, 9,y ..., Op_1, Oén)
équivaut a écrire

n
ML,B,(I) = Z CYz'Me;-* ,B,(1) »
i=1

soit encore

M n = 0,
L_Z a;é;” aB:(l)
i=1

soit
n
- X
L= Za’iei )
i=1

le systeme B* est donc bien un systeme générateur de E*. C’est aussi un systéme
libre puisque

ZQZQ*ZO:[Z&ZQ*](@):O@:O VjE{l,,TL}
i=1

=1

La proposition est donc bien démontrée. <

Remarque II.1. Remarquons que si B = (€1, ...,€,) est une base de E et B* = (617, ...,€, ") est
sa base duale, on peut écrire, pour tout L dans E*, la formule :

n

L=) L) é” (2.3)
i=1
(il suffit de tester cette formule en faisant agir les deux membres sur chaque €;, puisque les deux
membres de (2.3) représentent des applications linéaires et que les €;, i = 1,...,n, définissent une
base de E).

2.1.3 Transposition d’une application linéaire via la dualité

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels, £* et F* leurs duaux. Si T est un K-
homomorphisme de E dans F', on peut définir un K-homomorphisme de F* dans E*
en remarquant que, si f* est un élément de F™*, c’est-a-dire une application linéaire



de F' dans K, alors on peut définir une application linéaire e* de E dans K de la
maniere suivante :

VVeE, (V)= (T(V)) (2.4)
(ce qui a un sens puisque T(V) € F). On vérifie que I'application
ffeF*—>e €k
est une appplication K-linéaire, c’est-a-dire un K-homomorphisme de F* dans E* :

en effet, si f* et f* sont deux formes linéaires sur F, \ et A deux scalaires de K et
V un vecteur de FE, alors

AP AFNTV)) = AP (T(V)) + AF(T(V)) -
Ceci nous autorise donc la définition :
Définition 2.2 Soient FE et F' deux K-espaces vectoriels, E* et F* leurs duauz, et

T un K-homomorphisme de E dans F ; on appelle transposé de T et on note 'T le
K-homomorphisme de F* dans E* défini par la régle :

fr EF*—)tT(f*) =f*oT € F*.
Remarque I1.2. Il est tres important de remarquer que si un opérateur T' va de E dans F, son
transposé !T réalise une action de F* dans E* (et non de E* dans F*!)
Nous nous retreindrons maintenant au cas des espaces de dimension finie, avec la

proposition tres importante suivante :

Proposition 2.2 Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimensions respectives
m et n et T un K-homomorphisme de E dans F. Soit B = (€, ..., €y,) une base de
E, C=(fi,.., fn) une base de F. Si

My 5,c = [aijlici<n,1<j<m

désigne la matrice (a n lignes et m colonnes) de l’endomorphisme T lorsque E est
rapporté a la base B et F' a la base C, alors la transposée

t
Mt 5.

de la matrice Mrpc (obtenue en échangeant les indices de ligne et de colonne) est

une matrice cette fois a m lignes et n colonnes représentant précisément la matrice
de'T de F* (rapporté a la base duale C*) dans E* (rapporté d la base duale B*). En
résumé :

Mg ¢+ 5» ="Mrp 5.c. (2.5)
Preuve. On écrit laction de 'T sur f* € F* en utilisant la régle définissante (2.4) :
vV e B, 'TIf(V) = [(T(V));
en particulier, pour ¢ = 1, ..., n,

— X

vV e E, 'TIF (V) = J.(T(V) ;



prenons par exemple V =¢€;, j=1,...,m; on a

= X

We{hwm,wegwﬂw,vmm@):j;@@n=ﬁfgymh>

= > ay B (fx)
k=1

= Gjj;
mais alors, si 'on utilise la formule (2.3), on voit que ceci implique

T = YT 1) 67 =Y aisé;
7j=1

Jj=1

la i-éme colonne de la matrice de 'T" de F* (rapporté a C*) dans E* (rapporté a B*)

est donc
;1

;2

Qi m—1
Aim
or
(ai,la ;2. -« Qym—1, ai,m)

est exactement la i-eme ligne de la matrice

Mrge = [a;;l1<i<n,1<j<m -

La proposition est donc bien ainsi démontrée. <

Un corollaire de cette proposition est 1'effet du changement de base sur le passage
base — base duale :

Proposition 2.3 Soit E un K-espace vectoriel et B, B deuz bases de E. Si (B — l§]
désigne la matrice de passage de la base B a la base B (les colonnes de cette matrice
sont les composantes des vecteurs de B exprimés dans la base B ), la matrice de
passage [B* — B*] de la base B* d la base B* (matrice dont les colonnes sont les
composantes des vecteurs de B* exprimés dans la base l§*) s’écrit :

58] = ([s8) (2:6)

Preuve. Il suffit de remarquer que I’endomorphisme Idg se transforme en Idg- par
transposition. Comme N
[B — B] =M,

Idg,B,B ’
on a, d’apres la proposition 2.2,

%%QZMW&W4@%MZGW%ﬂyi

ce qui est la formule (2.6) voulue. <



Remarque II.3. Si ey, ...,e, désigne la base canonique de K" et €7, ...,e} sa base duale (que

I’on peut considérer comme la base canonique de K™ une fois identifiés tout vecteur colonne et le
vecteur ligne correspondant), alors, pour toute base B = {fi, ..., fn} de K", ou

on a

£5 = Bjrs s Bin) = Y Bikei »
k=1

ou la matrice

Bi1 ... B
/Bln .. ﬂnn
est la transposée de 'inverse de la matrice
11 ... QOpi
Alp  -.- QOpp

Remarque II.4. Lorsque E = R", E* s’identifie & une autre copie de R", dite copie duale.
C’est I’opération optique de diffraction qui transforme les figures dans R" (par exemple la figure
formée par n vecteurs définissant une base, ce que ’on appelle un repere de R™) en figures dans
la copie (duale) de R™, une fois que ’on a confondu la base canonique de R™ avec sa base duale,
ce qui revient & dire que 'on identifie les expressions d’'un méme vecteur de R™ en ligne et en
colonne. De ce point de vue, la dualité se trouve matérialisée physiquement au travers de la trans-
formation modélisant la diffraction, en 'occurrence la transformation de Fourier ; cette remarque
souligne ’aspect non seulement théorique, mais aussi tres concret, de cet “échange” que réalisent
les opérations de dualité ou de transposition.

2.1.4 Le crochet de dualité : un premier exemple d’applica-
tion bilinéaire
Soit £ un K-espace vectoriel et E* son dual. A partir de E et E*, on sait
construire un troisieme K-space vectoriel important, le produit

E=FExXFE";

rappelons que I’addition et la multiplication externe (par un élément de K) sont
définies sur £ par les regles :

o

V(V,e), (V,e) e &, (V,e)+(V,&") = (V+V,e" +é&)
V(V,e"), VA e K, Ao (V,e*) = (AV,)Ae*);

L <y
LSy

o

ainsi confére-t’on a (€, +,e) une structure de K-espace vectoriel (de dimension le
produit des dimensions si E et F sont tous deux de dimension finie).

L’application de £ dans K définie par

—

(V, e*) — e*(V)



est appelée crochet de dualité et souvent notée

(V, e') — <\7, e*>

(attention ! malgé la notation, il n’y a pas de symétrie au sein du crochet). Ce crochet
de dualité a la propriété d’étre a la fois linéaire en la premiere variable, soit

VP,V e EVAAEK, Ve € Y, (AW AV, &) = NV, &) + A(V, e,
et par rapport a la seconde variable e* € E*, soit
VVeE VALK, Ve,et e BY, (VA +2&8") = NV, e") + NV, &),

On obtient la le prototype de ce que l'on appelle forme bilinéaire sur un espace
produit (ici en loccurrence E x E*); on appelle aussi forme bilinéaire canonique
sur E x E* le crochet de dualité (-, -).

2.1.5 Premiere approche de la notion d’orthogonalité

Soit F un K-espace vectoriel, E* son dual. Il existe deux applications linéaires
tout-a-fait naturelles (et canoniques en ce sens qu’elles ne dépendent que de E et non
du choix de bases) attachées au triplet de K-espaces vectoriels F, E*, £ = E x E*;
ce sont les applications :

pe : E—E  (V,e)—=V
ppr 1 E—ET (V,e*) = e*.

Dans E x E*, un sous-espace joue un role trés important : ¢’est le sous-espace défini
par

F:={(V,e) e ExE*;(V,&)=0};
(on I'appelle parfois sous-espace d’incidence) ; les restrictions des projections pg et
pe~ & F sont bien sir surjectives (si V €E, (‘7, 0*) =0 et si e* € E*, (6, e*) =0)
et 'on peut illustrer la situation avec la figure 2.1 ci-dessous; E et E* sont deux
univers “duaux” que “coiffe” I'univers F' C E x E*.

- Ra

o F -

Fic. 2.1 — dualité et orthogonalité

Cette figure nous conduit a introduire une notion intimement liée a la dualité, celle
d’orthogonalité :




Définition 2.3 Soit E un K-espace vectoriel, E* son dual, FF C E x E* le sous-
espace d’incidence. L’orthogonal A+ d’un sous-ensemble A de E dans E* est par
définition :

—1 _, -
AT = pu-[((pe)ip) (D] ={e" € B3 VV € A (V, ) =0} ;
Porthogonal ~A* d’un sous-ensemble A* de E* dans A est par définition

tAm = pi () 1)

-1

(A ={V e E;Ve € A", (V, &) =0}.

Remarque IL.5. L’orthogonal dans E* d’un sous-ensemble de E est toujours un sous-espace
vectoriel de E*; de méme ’orthogonal dans E d’un sous-ensemble A* de E* est toujours un
sous-espace de F.

Si F est un K-espace vectoriel de dimension finie, les dimensions d’un sous-espace
A et de son orthogonal A' sont telles que

dim A + dim A+ = n;

pour voir ceci, on prend une base B = (€1, ..., &,) de E telle que (€1, ..., &) forment
une base de A. Les éléments e* de E* tels que VV € A, e*(V) = 0 sont exactement
les éléments de la forme

et la dimension de A" vaut dont bien n — k.

2.2 Formes bilinéaires et quadratiques

Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie n; on a vu que E* était aussi un
K-espace de dimension n, donc isomorphe a E. Pour réaliser un tel isomorphisme,
nous avons le procédé suivant :

— se donner une base B = (€1, ..., €,) de E;

— construire la base duale (€17, ...,€,");

— décider de poser

O'B(i)\ie_;*) = i)\iei ;
i=1 i=1

un tel isomorphisme oz dépend bien sir du choix de la base B et ne saurait étre
canonique.

Une fois acquise I'existence d’un tel isomorphisme, on dispose (avec le crochet de
dualité qu’il suffit de transporter pour qu’il agisse sur E x E au lieu de E x E*)
d’une application bilinéaire Oz de ' x E dans K

B :(V,W) = (V, 05" (W)).
Si

et



on voit que la construction de oz induit la formule

n n n
@(z zyia) — S .
=1 =1 =1

La forme bilinéaire ©5 que nous venons de construire a, en plus de sa bilinéarité,
une particularité intéressante : elle est symétrique, au sens ou

98(‘77 W) = @B(Wa ‘7) .

De plus, elle est non dégénérée au sens ou

Os(V,W)=0 VW =V=0.

Ce sont ces diverses notions que nous allons introduire dans ce paragraphe.

2.2.1 Formes bilinéaires ; symétrie, dégénérescence

Commencons par rappeler la notion de K-forme bilinéaire sur un K-espace vec-
toriel :

Définition 2.4 Soit E un K-espace vectoriel; on appelle K-forme bilinéaire sur
toute application de E X FE dans K telle que :

- ~

VIV, WeENAMAEK, OOV +AV, W) = A0(V, W)+ 0(V, W)
(

- ~

YV, W, W e EVAAeK, O, AW + W) = xo(V, W)+ xe(V, ).

La forme O est de plus dite symétrique si et seulement si
VV,WeE, OW,W)=0(W,V).

Exemples 2.1 Dans cette définition, nous ne sommes pas assujettis a supposer E de dimension
finie ; aussi nous donnerons des exemples empruntés au cas ou E est un espace de fonctions ou de
suites :
— 1.si E est le R-espace des fonctions continues & valeurs réelles sur un intervalle [a, b] de R,
alors

b
0 : (f,9) » / f(t)g(t)dt

est une forme bilinéaire (symétrique) ;
— 1°. si E est le C-espace des fonctions continues & valeurs complexes sur un intervalle [a, b]
de R, alors

b
0 : (f,g)—>/ f(t)g(t)at

est une forme linéaire en le premier objet (f), mais non en le second (g); de plus cette
”pseudo” forme bilinéaire est non symétrique (car ©(f, g) = O(g, f)!) ; une forme de ce type
(sur un C-espace vectoriel) sera dite sesquilinéaire, nous y reviendrons;

— 2. si E est le R-espace vectoriel des fonctions C! sur un intervalle [a,b] de R, & valeurs
réelles, et telles que f(a) = f(b) =0, alors

b
0 : (f,g) > / F()g'(t)dt

est une forme bilinéaire, mais non symétrique (O(f,g) = —0O(g, f) du fait de la formule
d’intégration par parties) ;



— 3. si E est le C-espace des séries numériques [uy]n>0 absolument convergentes, les applica-
tions

([un]nZOa[Un]nZO) — Zukuk
k=0

[e's) k
([Un]nzoy[vn]nzo) - Z( ulw_k>
=0

k=0 \ I=
dont on expliquera pourquoi elles sont bien définies (en exploitant le cours d’analyse) sont
encore des formes bilinéaires (symétriques) ; application
oo
([un]n>0, [Vn]n>0) — Z URVE
k=0
est toujours une forme du méme type que dans ’exemple 1°, & nouveau sans symétrie et avec
une pseudobilinéarité due & la conjugaison complexe (on a encore ici, comme & ’exemple 1°,
O(f,9) = 0(g, f));
— 4. si E est un K-espace vectoriel de dimension n rapporté a une base B = (€1, ...., €,) et si
A1, ..., A\p sont n scalaires de K, alors :

n n n
OB : (ingi; Zyz’é}') =Y Niziys
i=1 i=1 i=1

est une forme bilinéaire symétrique;
— 4. si F est un C-espace vectoriel de dimension n rapporté & une base B = (€1, -..., €,) et si
A1, .-y Ap sont n nombres complexes, alors

n n n
OB, : (iné'i, Zyié'i) =) N
i=1 i=1 i=1

est une forme du méme type que dans les exemples 1’ et 3”; ce n’est pas une vraie bilinéarité
(du fait encore de la conjuguaison complexe) et il n’y a pas de symétrie;

- 5.8i E = R3, rapporté au repere orthonormé (;, f, k), le produit scalaire ordinaire de deux
vecteurs :

(i +yj + 2k, 3T + y'] + 2'k) =z’ +yy' + 22’
est bien siir une forme bilinéaire symétrique;
— 5°. Si E est 'espace-temps R* (trois parametres d’espace x,y, 2, un parametre temporel t)
si important en mécanique non plus Newtonienne, mais relativiste, la forme de Lorentz :

!

xr X

!
g , Z, = zz' +yy' + 22" — ctt’
t t!

(c est la vitesse de la lumiere) est encore une forme bilinéaire symétrique.

Si E est un K-espace vectoriel de dimension finie (que I'on peut donc rapporter a une
base B = (€, ..., €y,), ’écriture matricielle nous permet de représenter (de maniére
biunivoque) toute forme bilinéaire. Nous avons en effet le résultat capital suivant :

Proposition 2.4 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, rapporté a une
base B = (€1, ...,€,) et © une forme bilinéaire sur E. Il existe une unique matrice
carrée [a; jl1<i<j<n telle que, pour tout (x4, ...,x,) € K", pour tout (y1, ..., yn) € K",
on ait :

a1 Q12 a3 ... Q1p T

n n Qg1 Q22 a3 ... Q2p To
(—)(Z xlé; ’ Z yza) = (yla Y2, Y3, -5 yn) a3 432 0433 ... O3n Z3
i=1 i=1 : : : : : :

ap,1 Gp2 Qp3 ... Gpgp Tn

(2.9)



les coefficients a; ; de la matrice en question sont donnés simplement par les formules
ai; =0O(8,€), 1<i,j<n. (2.10)

La forme © est symétrique si et seulement si la matrice [a; j]1<i j<n €St symétrique.
Cette matrice [a; j|i1<ij<n (permettant d’identifier la forme bilinéaire une fois une
base B de l’espace précisée) est dite matrice de la forme bilinéaire © dans la base B
et notée Mg g (par analogie avec la notation My pp utilisée pour noter la ma-
trice d’une application linéaire lorsque B est la base choisie pour repérer le vecteur
d’entrées et le vecteur de sorties).

Preuve. Si la matrice [a;;]1<i j<n impliquée dans (2.9) existe, on voit tout de suite,
en calculant ©(¢;, €;) précisément avec cette formule (2.9), que

(&, &) = ai; Vi,j€{l,..,n},

ce qui prouve en méme temps 1'unicité de la matrice [a; ;|1<i j<n réalisant (2.9) et les
formules (2.10). La preuve de (2.9) s’obtient en remarquant juste que la bilinéarité
de © implique que pour tout (zy,...,z,) € K", pour tout (yi,...,y,) € K", on a:

n n n n
O( Y mid, Yowidi) = D wy;0(&, &) ;
i=1 i=1 i=1j=1

ceci correspond exactement, si I’on développe le calcul matriciel au second membre
de (2.7), a I'identité voulue. <

Si 'on remplace la base B = (€1, ..., &,) par la base B = (gl, ...,gn) et si I'on note
[B — B] la matrice de passage de B a B, la relation entre le systéme de coordonnées

(X1, ..., X,,) d’'un vecteur V dans la base B en fonction du systéme (zy, ..., z,) de ses
coordonnées dans la base B est

T X1
=B-8| : |;
T, X,

on voit donc ainsi comment relier les matrices d’une forme bilinéaire © dans les
bases B et B : on a effet, si [a; j]1<ij<n est la matrice de © dans la base B,

@(ixié, zanE)
i=1 =1

a1 a12 @13 ... Qi1gn X1
Gg1 G2 U3 ... Q24 Xs

= (Y1, Y2, Y3, ., Vo) [B— B | Ga1 azp a3z - an | BB | X |
an,l an,? a'n,3 .. an,n X'fl

d’ou la formule de changement de base pour une forme bilinéaire
M, 5="[B— BleMose[B— B. (2.11)
Revenons maintenant au cas général d’un K-espace vectoriel quelconque pour définir

les notions de dégénérescence (ou non) et, lorsque I’espace E est de dimension finie,
de rang d’une forme bilinéaire.




Soit E un K-espace vectoriel et © une forme bilinéaire sur E ; alors, pour chaque 1%
dans E, 'application
WeFE—-OlV,W)

est une forme linéaire sur K, que nous noterons ©(V , o) (ceci résulte de la linéarité
de © par rapport a la seconde variable, soit des formules (2.8)) ; mais on vérifie aussi
immédiatement que ’application

Xo : VEE 0OV, e)eE*

est un homomorphisme de K-espaces vectoriels de F dans E* (ceci résulte cette fois
de la linéarité de © par rapport a la premiere variable, soit des formules (2.7)). Cet
hoomorphisme ne dépend que de F et de ©, mais en aucun cas du choix d’une base
de E (le choix d’une telle base n’est nullement impliqué dans sa construction). Cet
homomorphisme renferme donc (sl les possede) des propriétés inhérentes & la forme
bilinéaire ©.

Définition 2.5 Soit E un K-espace vectoriel et © une K-forme bilinéaire sur E.
On dit que la forme bilinéaire © est non dégénérée si et seulement si le K-homomor-
phisme

VeE—-0OV,e ckE

est injectif de E dans E*, dégénérée sinon. Si E est de dimension finie, on appelle
rang de la forme bilinéaire © le rang du K-homomorphisme

VeE—0O,e) ckE.

Remarque I1.6. Toujours si E est de dimension finie n et si B = (€1, ..., €,) est une base de E, la
matrice de 'homomorphisme . .

VeE—-0O(V,e) cE"
lorsque E est rapporté a la base B et E* a la base duale B* est la matrice [O(€},€;)]1<i,j<n
impliquée dans l'identité matricielle (2.9); le rang de © est donc dans ce cas le rang de cette
matrice [a; jli<i,j<n ; C'est aussi, rappelons-le, le rang de sa transposée puisqu’une matrice et sa
transposée ont toujours méme rang (la taille du plus grand déterminant mineur non nul que l’on

sache extraire de la matrice).

2.2.2 Orthogonalité relativement a une forme bilinéaire

Toujours si E est un K-espace de dimension finie, étant donnée une K-forme
bilinéaire non dégénérée O sur F et yg l'isomorphisme xg entre E et E* (c’est
un isomorphisme car c¢’est un homomorphisme injectif entre deux espaces de méme
dimension) défini par

Xo :VeE—0O(V, e cE*,

on peut relier a la forme bilinéaire © I'expression du crochet de dualité; on a effet :
VW e E, Ve € E*, <W, e*> =" (W) = @(Xél(e*) , W) : (2.12)
Si de plus © est symétrique, on remarque que si xg est utilisé pour superposer

les deux espaces E et E* représentés sur la figure 2.1 ol nous avons introduit le
concept d’orthogonalité, il est naturel d’introduire comme concept d’orthogonalité



dans E celui qui précisément se trouve réalisé lorsque E et E* sont “superposés”
via Yo ; en conformité avec la formule (2.12), on dira que deux vecteurs V et W
de E sont orthogonauz relativement a la forme bilinéaire symétrique © (la symétrie
est importante car I'on souhaite la symétrie de cette relation d’orthogonalité) si et
seulement si

oW, W)=

En fait, on peut étendre ce concept pour les formes bilinéaires toujours symétriques,
mais non nécessairement non dégénérées (on oublie aussi la condition pour l'espace
E d’étre de dimension finie) :

Définition 2.6 Soit E un K- espace_ vectomel et © une K forme bilinéaire symétri-
que sur E ; on dit que deux éléments V et W de E sont orthogonauz relativement ¢ ©
st et seulement st

oW, W) =

on note cect

—

V le W.

Un vecteur V non nul de E et tel que O(V,V) =0 (soit V. Lo V) est dit isotrope ;
un sous-espace A de E tel que

(VeA:YWeA,V Lo W}+{0}

est dit sous-espace isotrope ; si ce n’est pas le cas, on dit que A est un non isotrope
(idem pour les vecteurs).

Remarque IL.7. Il peut y avoir des vecteurs isotropes méme si la forme est non dégénérée (voir
certains exemples ci-dessous)! Par contre, dire que la forme © est non-dégénérée équivaut a dire
que Despace E tout entier est non isotrope (si V Le W = 0 pour tout W de E, alors O(V, ) =0,
ce qui implique en cas de non-dégénérescence V= 6)

Exemples I1.2. On reprend ici certains des exemples introduits dans la liste d’exemples 2.1.

— 1. si E est le R-espace vectoriel des fonctions continues (& valeurs réelles) sur [0,27] et ©

la forme bilinéaire
2

(f,9) — F(t)g(t)dt,

0

on a, si n et m sont deux entiers distincts :

cos(n(-)) Le cos(m(-))  sin(n(-)) Le sin(m(-));

on verra dans le cours d’analyse que la forme © est ici non dégénérée; en tout cas, ce que
I’on voit immédiatement ici, c’est qu’il n’y a pas de vecteurs isotropes car :

2ﬂf2(t)dt:0=>f50;
0

~ 5. Si E = R®, 'orthogonalité dans R® pour la forme bilinéaire
(zi +yj + 2k, 2T +y'] + 2'K) = 23’ + yy' + 22’

coincide avec la notion d’orthogonalité usuelle (c’est la méme chose dans R?) ; la forme ici
est non dégénérée;



~ 5°.Si E =R* et O est la forme de Lorentz :

x T
!

‘Z , Z, -z’ +yy + 22 —ctt’,

t t

’ensemble des vecteurs isotropes est le sous-ensemble de R* défini comme
C = {(x,y,z,t) € R4; -1'2 +y2 +Z2 —Ct2 = 0} H

c’est un cépne de R* que l'on appelle céne du futur ; notons que la forme est non dégénérée
mais qu’il y pourtant des vecteurs isotropes;

— en revanche, si E est un R-espace vectoriel de dimension n rapporté a une base B =
(€1,....,€n) et si A1,..., A, sont n nombres réels strictement positifs, alors, relativement &

la forme " " "
OB : (sz’é}, Zyz’é}) — Z/\ixiyia
=1 i=1 =1

il ne saurait y avoir de vecteur isotrope.
— si E = C" et que ’on considere la forme bilinéaire

z1 w1
22 w2 ~
, . — E Zjwj ,
: =
Zn Wn,

on voit qu’il y a des vecteurs isotropes (par exemple (1,4,0,...,0)), ce qui montre que le
cadre C™ n’est pas un cadre auatant propice que R" au maniement de 1’orthogonalité au
sens usuel(“a la Pythagore”); ceci nous contraindra & introduire plus tard dans le cadre
complexe une autre notion, celle de sesquilinéarité.

2.2.3 Formes quadratiques sur un K espace vectoriel

Dans cette section (et les deux suivantes), on supposera toujours que le corps
K est tel que 1 + 1 # 0. C’est bien siir le cas pour les corps qui nous intéressent
(R,Q,C,Z/pZ avec p # 2 par exemple). Le concept de forme quadratique sur un
K-espace vectoriel est alors intimement lié & celui de forme linéaire :

Définition 2.7 Soit E un K-espace vectoriel; on appelle forme quadratique sur K
toute fonction Q de E dans K telle qu’il existe une forme bilinéaire symétrique ©
sur E avec :

VVeE, QWV)=06(V,V).

Exemples I1.3. On peut reprendre tous les exemples I1.1; deux exemples retiendrons notre at-
tention :
— si E est le R-espace des fonctions continues & valeurs réelles sur un intervalle [a,b] de R,
I’application

b
fa/f%m

est une forme quadratique, capitale en physique puisqu’elle matérialise la notion d’énergie
(penser par exemple & I’énergie cinétique mv?/2 qui se présente non pas comme fonction
linéaire de la vitesse, mais comme expression quadratique!) ;
- si E=1R", la forme
2 _ .2 2
x> |z||* =27+ + 2z

qui représente le carré de la distance euclidienne est une forme quadratique; de méme dans
Iespace espace-temps R* de Lorentz, on a la forme quadratique de Lorentz :

(z,y,2,t) = 2* + 9> + 22 — ct?.



En fait (sous les hypotheses faites sur K) la forme bilinéaire attachée a une forme
quadratique Q est unique et il y donc bien correspondance entre formes quadratiques
et formes bilinéaires; c’est la forme polarisée de Q et on 'obtient en remarquant
que si O existe, alors for¢ément

OV +W,V+W) =0V —W,V-W)=0W,V)+0(W,W)+20(V,W)
—(6(V,V)+ (W, W) —20(V,W))
=40(V, W),

-
-,

ce qui donne, puisque 4 = 2 X 2 a un inverse dans K, la formule de polarisation :

@(V,W): Q(V—}-W);Q(V—W).

En dimension finie, nous avons le résultat suivant :

Proposition 2.5 Etant donné un K-espace vectoriel E de dimension finie n rap-
porté a une base B = (€1, ..., €,), une forme quadratique Q sur E s’exprime en fonc-
tion des coordonnées (x1,....,x,) dans la base B comme une fonction polynomiale
en n variables homogene de degré 2, soit

n n
Q(szé;) = Z ai,ixf + 2 Z Q5 T35 (213)
i=1 i=1 1<i<j<n
(ici a; j = O(E}, &) = O(&, &) si Q(V) = O(V,V)); réciproquement, une telle fonc-
tion polynomiale (2.13) définit une forme quadratique sur E et la forme bilinéaire
symétrique associée est la forme définie par :

a1 12 Q13 ... Qip x1
n n G122 G292 Q23 ... AQ2p )
@(szé; ) Z yzgz) = (yh Y2, Y3, -5 yn) (13 @23 0433 ... O3n 3
i=1 i=1 : : : : : :
al,n a2,n a'3,n s an,n Tn
(2.14)

Preuve. Elle est immédiate (il s’agit juste d’effectuer le calcul matriciel au second

membre de (2.14) explicitement lorsque x1 = yi, ..., T, = Yy, pour retrouver la for-
mule (2.13). ¢

Soit B est une base de E et Q une forme quadratique sur E.

On appelle matrice de Q dans la base B et on note Mg g la matrice de la forme
bilinéaire symétrique © (polarisée de Q) dans la base B; on a donc toujours la
formule de changement de base pour les formes quadratiques cette fois :

M, 5="[B— BleMgse[B— B]. (2.15)

Exemple II.4. La matrice (dans la base ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1))) de la forme quadratique sur
R? :
Q :(z,y,2) = x> +2y* + 32> — 3zy — 6yz — 22

1 -3/2 -1/2
-1/2 2 -3
(—1/2 -3 3 )

est



2.2.4 Reéduction de Gauss des formes quadratiques sur un
K-espace vectoriel de dimension finie

On suppose toujours ici que le corps de base K sur lequel notre espace vectoriel
E de référence est construit est tel que 1 + 1 # 0. Dans cette section, nous allons
prouver de maniére constructive le résultat suivant :

Théoreme 2.1 Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et Q une forme qua-
dratique sur E, de forme polarisée © ; il existe une base (Ui, ..., 7,) dans laquelle la
matrice de © soit diagonale, c’est-a-dire une base de E constituée de vecteurs 2 a 2
orthogonauz relativement a cette forme bilinéaire ©.

Preuve. Avant de donner une preuve générale, traitons un exemple concret comme
I’exemple 2.3. L’idée est ici d’exploiter a fond la formule du trinéme :

B(Y, Z))2 B, Z)?

[AX? +2B(Y, 2)X| = A(X + 3 "

lorsque A est un élément non nul de K et B un polynome homogene de degré 1 en
Y, Z a coefficients dans K ou la formule

[4B(Y, 2)X] = (X + B(Y, 2))* = (X — B(Y, 2))*

lorsque B est polyndme homogene de degré 1 en Y, Z a coefficients dans K pour
transformer 1’expression quadratique Q(z,y, z). Ici par exemple :

o+ 2 —ay+222—3yz = |2+ 2(—y/2+2 x] + 2y* — 3yz

)
x—y/2+ 2)2 —(—y/2+ z)2 + 2y — 3yz
2 (P)A+ 2% —y2)+2y° — 3yz

Si ’on choisit comme nouvelles coordonnées dans R?

X = z-y/2+=2

Y = z+y
Z =y
soit
X 1 -1/2 1 T
YI[=10 1 1 Y
A 1 0 z
soit, encore
T 1 -1 3/2 X
y|l=10 0 1 Y
z 0 1 -1 A



on voit qu’en les nouvelles coordonnées (X,Y, 7), la forme sécrit :
X% —Y?+(11/4) Z%.
Les trois vecteurs (1,0,0), (—1,0,1), (3/2,1,—1) (ce sont les trois vecteurs
(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)

si on les exprime dans les coordonnées (X,Y, 7)) sont donc orthogonaux pour la
forme bilinéaire © (on le vérifie aisément en exercice) ; ils constituent bien sir une
base puisque nous avons effectué un changement bi-univoque de coordonnées.

Voyons maintenant la preuve générale. Bien siir, il suffit de montrer le résultat
lorsque £ = K" ; dans ce cas, on raisonne par récurrence sur n.

— 1. lorsque n =1, il n’y a rien a faire;

— 2. admettons (c’est I'hypothese de récurrence) que pour toute forme quadra-
tique ¢ sur K"™!, il existe une base de K"™! constituée de vecteurs orthogonaux
relativement & la forme bilinéaire sur K"~! polarisée de ¢ : ceci revient & dire
qu’étant donnée une forme quadratique g sur K»~! (ol les variables sont notées
X, ..., Xy), on peut faire (dans K" ') un changement linéaire de coordonées
(Xa,y .-y Xp) = (X5, ..., X)) tel que, dans ces nouvelles nouvelles coordonnées,
q s’écrive

B X e 1 X0
ou Mo,y ey Un € K.

— 3. Passons maintenant a la preuve au cran n et donnons nous une forme Q
sur K" (non identiquement nulle, sinon il n’y a rien a faire), les coordonnées
sur K" étant notées (x1,...,x,). La forme Q se présente donc sous la forme :

Q(T1, ey Ty Za“x +2 Z a; jT;T; -
1<i<j<n

On choisit un élément 7 de K" tel que Q) # 0 puis 'on compléte le
systeme constitué du vecteur 7; en une base B= (¥, v2, vy Up) de K™, En les

coordonnées (X1, ...., X,,) dans la nouvelle base B, on voit, en remplacant
T X1
=B-8| : |,
T X,

que Q s’écrit
n
~ 2 ~
YoaXi+2 Y @i XX
i=1 1<i<j<n
avec a1,1 = Q(7) # 0. On écrit alors Q (toujours en ces nouvelles coordonnées)
sous la forme :

lallx +2(Za1] )X1]+ZGZZX2+2 Y@ XiX;
2<i<j<n

et I’on utilise notre “truc” de la formule du trindme, ce qui nous permet d’écrire
Q (toujours en les coordonnées (X1, ..., X))

; a1,; X
1,1 (Xl + ]7> +q(Xs, ..., Xn),

1,1



avec

2
a1, X

—~
S,
s

¢(Xa, ..., Xp) = — +Y aXP+2 Y @ XX;.

a1,1 j=2 2<i<j<n

On utilise alors I’hypothése de récurrence qui nous autorise a effectuer un
changement de coordonnées (Xo, ..., X;,) — (X5, ..., X)) avec

n
Xj = Zﬂl,ijl'a ] = 2, . n,
=2

de maniére a ce qu’en les nouvelles coordonnées (X}, ..., X)), q s’écrive :
2 2
o Xy + - 4 X,

Mais alors, si I’on pose

1 n n
X=X+ — (Z ZaLjﬁl,jX]'-) ;

alal 7=21=2
on voit qu’en les coordonnées (X], X3, ..., X)), Q s’écrit
~ 2 2 2
al,le + ,u'2X2 oot ,u‘an ’

ce qui est la forme voulue; la base correspondant au changement de variables
(@1, ey ) = (X1, ..., X)) est une base de vecteurs orthogonaux deux a deux
pour la forme bilinéaire polarisée de Q.
Le théoreme est ainsi démontré, et ’on retiendra bien la méthode algorithmique
présentée dans l’exemple (tout aussi importante, sinon plus, que le résultat lui-
méme!) <

2.2.5 La classification des formes quadratiques sur un R-
espace vectoriel

Sur un R-espace vectoriel de dimension finie, les formes quadratiques peuvent
étre classifiées suivant le théoréme d’inertie de Sylvester (attribuée au mathéma-
ticien anglais, tant algébriste que géometre et mécanicien, James Joseph Sylvester,
1814-1897) que ’on peut énoncer ainsi :

Théoreme 2.2 Soit E un R-espace vectoriel de dimension n et Q une forme qua-
dratique sur E ; il existe un unique triplet (r,s) d’entiers de {0,...,n} tels que
—dunepartr+s<n ;
— d’autre part, il existe une base B de E telle que la matrice de Q dans cette
base s’écrive

I, 0 ©0 0
0 -1, 0 --- 0
Mgg=|(0 0 0 --- 0 (2.16)



ou I, (resp. Is) désigne la matrice identité de taille (r,r) (resp. de taille (s,s)). Le
nombre r + s est le rang de la forme bilinéaire © polarisée de Q; on dit que r + s
est le rang de la forme quadratique Q. Le couple (r,s) qui “signe” donc la forme
quadratique lorsque son rang est fixé est appelé signature de la forme quadratique Q.

Remarque I1.8. C’est le fait que les calculs de moments d’inertie
N
D [OM)? x [(F;, i)
i=1

(i#; vecteur unitaire orthogonal & 'axe 0M;) en mécanique fassent évidemment apparaitre des
calculs de formes quadratiques qui justifie la terminologie utilisée pour qualifier le théoreme de

Sylvester (dit aussi loi d’inertie de Sylvester).

Preuve. Montrons tout d’abord l'existence du couple (r,s); d’apreés le théoréme
2.1, on sait qu’il existe une base B = (€, ..., €,) de E telle que

i#j = 0(€,¢)=0.
On peut (quitte & réordonner les vecteurs €;) supposer
Q&) =0O(&,&) >0, i=1,..,r
Q&) =0(8;,&) <0, i=r+1,..,r+s
Q&) =O(6,6) =0, i=r+s+1,...n
(

Posons, pour ¢ =1, ..., 7 (seulement si r > 1)

o

EN

Y@ Je@

et, pour i =r+1,...,r + s (seulement si s > 1)

T le@) J—e@)

On a ainsi
06E,6&) = 1,i=1,..,r
é,6) = —1,i=r+1,..,r+s

tandis que (é:, v é;s, €rist1,--- En) €St toujours une base B de FE; dans cette base,
la matrice de Q s’écrit bien sir sous la forme (2.16).

Il faut montrer maintenant ’unicité du couple (r, s) ; le rang de la matrice Mg 5 est
le rang de la forme bilinéaire symétrique associée O (la forme polarisée de Q); la
quantité r + s représente donc le rang de cette forme bilinéaire (dés que la matrice
de Q dans une certaine base B est la matrice (2.16)). Il reste a prouver 1'unicité du
couple (r, s), une fois que 'on sait que 7 4+ s ne dépend que de Q. Supposons donc
qu’il existe deux bases B = (€, ..., €,) et B= (gl, ey gn) telles que

I, 0 0 0 I 0 0 0
0o -I, 0 --- 0 0 —-I; O 0
Mox=| 0 000 o 0f M= [0 0 0

]
]
e
[aw]
jaw]
aw]
aw]



avec 7 + s = 7 + § = rang (0). Les vecteurs (€4s41,-..,6n), comme les vecteurs
(74341, --- €n), constituent une base du noyau Ker (yg) de 'application

Xo : V= O(V,e) € E*.
Soit F' un supplémentaire de ce noyau dans FE, soit
E=F®Keryeo.
Posons, pour i =1,...,7 + s (seulement si 7 + s > 1)
&=fi+d, fi€F, jecKeye
et, pourt=1,...,7 + 5,

- -
— = =~

éz‘:fi"‘i'a fi€eF, giEKerX@.

Les vecteurs (ﬁ, ey ﬁ+s), comme les vecteurs (f,, ..., f,:+§), forment une base de de
F (ce sont des systémes générateurs de cardinal dim F' = r + s = 7 + § = Rang ©),
bien stirsir+s=7+35 > 1.

Les sous-espaces G et G respectivement engendrés par (fi, ..., f) (ou {0} si r = 0)
et (fri1, - fr.5) ont une intersection réduite & {0}. En effet, si V est un vecteur
non nul de G,

T
V= szfu
=1
on a

o) = o( Y mé) = Y4 > 0;
=1 =1

d’autre part, si W est un vecteur non nul de G,

. 5 L
i=F+1

on a .

T+S§

7 2
QW) =~ Z y; <0;

i=F+1
comme il est impossible qu'un nombre strictement positif soit aussi strictement
négatif, les sous-espaces G' et G sont en somme directe.

Mais les vecteurs ( Fiyoees ﬁ) (si r > 1) forment un systeéme libre car dans ce cas :

inﬁ:0=> Q(szﬁ) :fo:0=>xi=0, 1=1,..,1;
i=1 i=1 i=1

- -

il en est de méme pour les vecteurs (f;,,..., f7,5) (si s > 1) car dans ce cas :
5 o 5 o 743
S ufi=0=0( > wf)=-> ¥=0=y=0,i=7F+1,.,7+3
i=F+1 i=F+1 i=r+1

Pour des raisons de dimension, on a donc

dimG +dimG =r+35<dimF =r+s=7+3;



on a donc § < s et comme l'on peut permuter les réles de (r, s) et (7, 5), on a aussi
s < 5, soit donc s = 5 et r = 7, ce qui prouve bien notre résultat d’unicité et
paracheve la preuve du théoreme d’inertie de Sylvester.

La loi d’inertie de Sylvester se répercute en une classification de 1’ensemble des
matrices n X n symétriques réelles : sur cet ensemble, on peut définir la relation
d’équivalence suivante, dite de congruence : deux matrices symétriques réelles A et
B sont dites congrues si et seulement si il existe une matrice n x n inversible réelle
P telle que :

A="'PBP.

Attention a ne pas confondre cette relation de congruence avec celle de similarité!
Deux matrices réelles n x n A et B sont semblables (pas de clause de symétrie ici!)
si et seulement si il existe une matrice n x n réelle inversible P telle que

A= P 'BP

(ce qui signifie que A et B représentent le méme endomorphisme de R™ dans deux
bases différentes). Par analogie cependant avec cette derniere formulation, deux ma-
trices n X n symétriques réelles sont congrues si et seulement si elles représentent
la méme forme quadratique sur R" dans deux bases différentes. Nous avons alors le
résultat suivant :

Théoreme 2.3 Il y a correspondance biunivoque entre l’ensemble des classes d’équi-
valence pour la relation de congruence dans l’ensemble des matrices nxn symétriques
réelles et les couples d’entiers (r,s) tels que 0 < r + s < n; plus précisément, dans
chaque classe d’équivalence pour cette relation de congruence, figure une et une seule
matrice du type

I, 0 0 --- 0
0 I, 0 0
0 0 0 0
o o 0 --- 0

ou r,s sont deux entiers entre 0 et n tels que r + s < n. Classer les matrices
symétriques réelles par la relation de congruence équivaut donc a les classer par la

stgnature.

L’assertion du théoreme peut étre visualisé sur le diagramme 2.2 suivant, ol nous
avons partitionné I'ensemble des matrices réelles symétriques en autant de sous-
ensembles disjoints C(r,5), 0 <r <n,0<s<n,r+s <mn, quily a de choisir
ainsi le couple (r, s). Le nombre de choix possibles pour (r, s) est

(n+1)(n+2)
2 bl

(n+D)[r=0+n[r=1+---+1r=n,s=0=1+---+(n+1) =

chaque sous-ensemble C(r,s) correspond aux matrices symétriques réelles n x n
congrues a la matrice

I, 0 0 --- 0
0 -1, 0 0
0

0 0

O



ou, si I’on se donne un R-espace vectoriel £ de dimension n rapporté a une base By
et si I’on identifie une matrice symétrique réelle A a la forme quadratique ayant A
pour matrice dans By, aux formes quadratiques sur F admettant la matrice

L, 0 0 --- 0
0 -1, 0 0
0o 0 O 0
0o 0 0 0

pour matrice dans une certaine base de F.

Matrices symétriques réelles

\atrices réelles symétriques n x n
de\signature (r,s)

Fi1G. 2.2 — La classification des matrices symétriques réelles

La classification des formes quadratiques réelles joue un role capital dans 1'étude
locale des fonctions de plusieurs variables. Si la fonction est une fonction de deux
variables de classe C? au voisinage d’un point (z,%) et si

0 0
% (anQO) = a_.g]; (.Io,y()) = 0,

la formule de Taylor & ’ordre 2 au voisinage de (0,0) donne

1
f(@o+ 2,90 +y) = f(zo, %) + EQmo,yo('T’ y)+o(lz]* +|y*),

oll Qz.40(%,y) désigne la forme quadratique

82 2 62

Qwo,yo : (35, Z/) - a—xj;(ﬂ?o, 90)372 + 28x8y (330, yo)xy + a—yJ; (370, yo)yQ,

joue, de par sa signature, un role clef dans I’étude locale de la fonction f, lorsqu’elle
est non dégénérée. C’est la théorie du géometre américain Marston Morse (1892-
1977), que nous esquisseons en donnant un exemple.



Nous allons juste ici illustrer par trois figures les trois configurations que présente
(suivant la signature) le graphe d’une fonction

(z,y) = Qz,y)

ou Q est une forme non-dégénérée : si cette signature vaut (2,0), alors la fonction
présente un minimum global en (0,0) et le graphe se présente donc comme une
cuvette, comme le graphe de

(z,y) — 32% + 29*

sur la figure 2.3 ci-dessous :
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FiG. 2.3 — (z,y) — 3z% + 2y?

Si la signature vaut (0, 2), alors la fonction présente en maximum global en (0, 0) et
le graphe se présente donc comme une bosse, comme le graphe de

sur la figure 2.4

2

(z,y) — —32% — 2y

ci-dessous :
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Fi1G. 2.4 — (z,y) — —32% — 2y?



Si cette signature vaut (1, 1), alors on obtient le profil du col ou de la selle de cheval,
comme le graphe de
(z,y) — 32% — 2°

sur la figure 2.5 ci-dessous (il n’y a ni maximum ni minimum en (0, 0)) :
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Fic. 2.5 - (z,y) — 322 — 292

2.2.6 Classification des formes quadratiques sur un C-espace
vectoriel

Comme tout nombre complexe non nul a toujours une racine carrée (méme
deux!), la classification des formes quadratiques sur un C-espace vectoriel se fait
simplement par le rang. Le théoréme de Sylvester devient dans ce cas ’énoncé plus
simple suivant :

Théoreme 2.4 Soit E un C-espace vectoriel de dimension n et Q une forme qua-
dratique sur E ; il existe un unique entier r de {0,...,n} tel qu’il existe une base B
de E telle que la matrice de Q@ dans cette base s’écrive

I, 0 0
MQ,B = : : : : (217)

ou I, désigne la matrice identité de taille (r,r). L’entier r est le rang de la forme
quadratique.

Preuve. On utilise encore la réduction de Gauss qui nous dit que dans une base
bien choisie (€7, ..., €y,),

Q> mi&) = Na?
i=1 i=1

avec A\; -+ A # 0; on pose \; = p? pour i = 1,...,7 et 'on a donc

T

QY wid) = Y-zl

=1



Dans la base (€1, ..., €, €41, ..., €n), OU

la matrice de Q est bien de la forme (2.17). Comme r représente le rang de Q, il y
a unicité de r et le théoréme est démontré. <

Sur 'ensemble des matrices n X n symétriques complexes, on peut encore définir la
relation d’équivalence de congruence : deux matrices symétriques complexes A et B
sont dites congrues si et seulement si il existe une matrice n X n inversible complexe
P telle que :

A="'PBP

(attention encore une fois & ne pas confondre cette notion avec celle de similarité
sur ’ensemble des matrices n X n complexes). Le théoreme 2.4 induit le résultat
suivant :

Théoreme 2.5 Il y a correspondance biunivoque entre l’ensemble des classes d’équi-
valence pour la relation de congruence dans l’ensemble des matrices nxXn symétriques
complexes et les éléments r de {0,....,n}; plus précisément, dans chaque classe
d’équivalence pour cette relation de congruence (il y a n + 1 classes d’équivalence
car il y a n+1 choiz possibles pour un entier r entre 0 et n), figure une et une seule
matrice du type

I. 0 --- 0
0 0 --- 0
0 0 --- 0

Classer les matrices symétriques complexes par la relation de congruence équivaut
donc a les classer par le rang.

2.3 Formes sesquilinéaires, hermitiennes, sur un
C-espace vectoriel
Si E est un C-espace vectoriel de dimension n > 2, le théoréme 2.4 nous assure

que toute forme quadratique @ admet toujours au moins un vecteur isotrope : en
effet, on peut choisir une base B de E dans laquelle Q s’écrive :

n n T
Q( Z 2k €} Z Zkgk) = Z Z;%;
k=1 k=1 k=1

ou r est le rang de Q. Si r < n, l'espace E est isotrope (car la forme est dégénérée)
et tous les vecteurs non nuls du sous-espace
Cerp1+ -+ Cep

sont isotropes; si r = n et que ty, ..., t,_1 soient n — 1 nombres complexes tels que

G4+t #0



(par exemple n — 1 nombres réels non tous nuls), le nombre complexe
—( -+ t)

admet dans C deux racines carrées

et les vecteurs

n—1
> tge =
k=1

sont deux vecteurs isotropes de E. L’orthogonalité relativement & une forme bi-
linéaire symétrique non dégénérée © sur un C-espace vectoriel £ (ici de dimension
finie, mais cela serait a fortiori vrai dans un contexte général en dimension quel-
conque) ne correspond donc pas a U'intuition naive que ’on pourrait avoir de ’ortho-
gonalité dans un contexte géométrique : on aimerait en effet que dans un tel cadre,
si F' est un sous-espace de F et dim E = n, alors

Fte .={VeE;0W,W)=0 VW € F}

(qui est, on le sait suite au résultat établi & la fin de la section 2.1, un sous-espace
de E de dimension n — dim F') soit en fait un supplémentaire de F' dans F, ce qui
n’est pas le cas ici si F' a le malheur d’étre un sous-espace isotrope !

Pour pallier a cet handicap, il nous faut introduire un nouveau concept, différent de
celui de la bilinéarité, celui de sesquilinéarité.

Définition 2.8 Soit E un C-espace vectoriel; on appelle sesquilinéaire sur E toute
application = de E x E dans C telle que :

-

-

V.V, W e EVAAEC, EAV+AV, W) = AS(V, W)+ AS(V, W)
(2.18)

YV, W, W e EVAAEC, E(V, AW +AW) = AZ(V, W)+ A2(V, W).
(2.19)

La forme = est dite de plus vérifier la symétrie hermitienne st et seulement si

VV,WeE, 2(V,W)=2W,V).

Remarque IL.9. C’est au mathématicien frangais Charles Hermite (1822-1901) que ’on doit le
qualificatif de “forme hermitienne” ou de forme “vérifiant la symétrie hermitienne”. Si = est une
forme sesquilinéaire sur un C-espace vectoriel E et vérifie la symétrie hermitienne, la restriction de
E & la diagonale de E x E (c’est-3-dire & Pensemble des couples (V, V) lorsque V décrit E) est une
application & valeurs réelles; on exploitera cette remarque plus loin lorsque 1’on définira (définition
2.9) la notion de forme hermitienne sur E.

Exemples I1.4. Dans cette définition, nous ne sommes pas assujettis a supposer E de dimension
finie ; aussi nous donnerons des exemples empruntés au cas ou E est un espace de fonctions ou de

suites (en reprenant les exemples de formes “pseudo-linéaires” introduits dans la liste des exemples
2.1) :



— 1. si E est le C-espace des fonctions continues & valeurs complexes sur un intervalle [a, b] de
R, alors

b
= (fo) > [ g

est une forme sesquilinéaire (vérifiant la symétrie hermitienne) ;
— 2. si E est le C-espace vectoriel des fonctions C! sur un intervalle [a,b] de R, & valeurs
réelles, et telles que f(a) = f(b) = 0, alors

b
E:Ug%+/f®¢®ﬁ

est une forme sesquilinéaire, ne vérifiant pas la symétrie hermitienne (Z(f,g) = —Z(g, f) du
fait de la formule d’intégration par parties) ;

— 3. si E est le C-espace des séries numériques [uy]n>0 absolument convergentes, les applica-
tions

([un]HZOa[UH]nZO) - Zukﬁ
k=0

oo k
([unln>0, [Vn]n>0) — Z( ulﬂ)

k=0

sont des formes sesquilinéaires vérifiant la symétrie hermitienne ;
— 4. si E est un C-espace vectoriel de dimension n rapporté & une base B = (€, ....,€,) et si
A1, ..., A\p sont n nombres complexes, alors :

n n n
EB,)\ : ( E ZkEk E wkek) — E AL 2 WE
k=1 k=1 k=1
est une forme sesquilinéaire vérifiant la symétrie hermitienne;

Si F est un C-espace vectoriel de dimension finie (que ’on peut donc rapporter a une
base B = (€, ..., €,)), I'écriture matricielle nous permet de représenter (de maniére
biunivoque) toute forme bilinéaire. Nous avons en effet le résultat capital suivant :

Proposition 2.6 Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie, rapporté a une
base B = (€1, ..., €,) et = une forme sesquilinéaire sur E. Il existe une unique matrice
carrée [a; jl1<i<j<n telle que, pour tout (21, ...,2,) € C*, pour tout (ws, ..., w,) € C",
on ait :

n n
E(szé}c, széz) =
k=1 =1

a1 Q12 A3 ... Qin 21
2,1 Q22 A23 ... dgn 22
= (wl,m, w3, ...,mn) as,i as2 as3 ... 0azn 23
Gp,1 Qp2 Ap3 ... Qpgp Zn

(2.20)
les coefficients a; ; de la matrice en question sont donnés simplement par les formules
a;; = =(8,€), 1<i,j<n. (2.21)

La forme Z vérifie la symétrie hermitienne si et seulement si la matrice [a; j]1<ij<n
est telle que
Vi,je{l,...,n}, aj;=0;;



(une telle matrice carrée est dite hermitienne). Cette matrice [a; ;|1<ij<n (permettant
d’identifier la forme sesquilinéaire une fois une base B de l’espace précisée) est dite
matrice de la forme sesquilinéaire = dans la base B et notée Mz .

Preuve. Si la matrice [a; j]1<;,j<n impliquée dans (2.20) existe, on voit tout de suite,
en calculant Z(€}, €;) précisément avec cette formule (2.20), que

E(é},é;) = Qj; VZ,] € {1, ...,TL},

ce qui prouve en méme temps l'unicité de la matrice [a; ;]1<ij<n réalisant (2.20)
et les formules (2.21). La preuve de (2.20) s’obtient en remarquant juste que la
sesquilinéarité de = implique que pour tout (21, ..., z,) € C", pour tout (wy, ..., w,) €
C",on a :

n n n n

E(szé}c, Zwlgl) = Z szWLE(é’k,é}) ;

k=1 =1 k=11=1
ceci correspond exactement, si I'on développe le calcul matriciel au second membre
de (2.20), a I'identité voulue. <

Si I'on remplace la base B = (€1, ..., &,) par la base B = (51, ,,,,En) et si I'on note
[B — B] la matrice de passage de B a B, la relation entre le systéme de coordonnées
(Z1, ..., Z,) d’un vecteur V dans la base B en fonction du systéme (z1, ..., z,) de ses

coordonnées dans la base B est
21 Z
=B-8|: |;
Zn Ly

on voit donc ainsi comment relier les matrices d’une forme sesquilinéaire = dans les
bases B et B : on a effet, si [a;;]i<i j<n est la matrice de = dans la base B,

n n
E(Z Zyex ZVVlél) =
k=1 =1

a1 Q12 @13 ... O1g Al
2,1 G292 Q23 ... Q2nq Ly
(W, W, W, ., W) [B—B] | @31 @32 @33 - asn | [B— B | Zs
an,a1 Gp2 Qn3 ... Qpn Zn

d’otul la formule de changement de base pour une forme sesquilinéaire
M_z="'[B— BleMzpge[B— B (2.22)
(la “barre” au-dessus d’une matrice de nombres complexes indique que 'on en

conjugue tous les coefficients).

Revenons maintenant au cas général d’un C-espace vectoriel quelconque pour définir
les notions de dégénérescence (ou non) et, lorsque I’espace E est de dimension finie,
de rang d’une forme sesquilinéaire.

Soit E un C-espace vectoriel et = une forme sesquilinéaire sur F'; la forme = est dite
dégénérée si et seulement si il existe un vecteur V' non nul de E tel que

YW eE, EV,W)=0;



s’il n’existe pas de tel vecteur, on dit que la forme = est non-dégénérée.

Si E est un C-espace de dimension finie n, une forme sesquilinéaire = est non
dégénérée si et seulement si sa matrice dans une base quelconque est inversible (cette
condition ne dépend pas de la base puisque, d’apres la formule de changement de
base, on a

M, ;= |det[B — B][*Mzp ) .

Si = est une forme sesquilinéaire sur un C-espace vectoriel de dimension finie, I’en-
semble

Ke:={VeE;EV,W)=0 VW € E}

est un sous-espace vectoriel de E; si A est la matrice de = dans une base B =
(€1,...,€,) de E, on voit que

21
KE::{V:szé'k;Ao : =0};
k=1

le sous-espace Kz est donc le noyau du C-endomorphisme de E dont A est la matrice
dans la base B; le rang de la matrice de = dans une base quelconque de E est donc
indépendant de cette base et vaut n — dim Kz ; on appelle cet entier le rang de la
forme sesquilinéaire =.

Etant donnée une forme sesquilinéaire = sur un C-espace vectoriel, telle que = vérifie
la symétrie hermitienne, on a sur F une relation d’orthogonalité relativement a =
(cette relation est symétrique) en décrétant :

V e W = 2(V,W)=0.

Comme pour les formes bilinéaires symétriques, on a la notion d’is_{)t@pie : un vecteur
non nul V' est dit isotrope relativement d = si et seulement si Z(V, V) = 0; un sous-
espace F' de F est dit isotrope relativement a = si et seulement si

FN{VeE;V.1eW, VW eF}+{0}.

Dire que la forme = est dégénérée équivaut donc a dire que ’espace F lui-méme est
isotrope.

Donnons maintenant la définition des étres déduits des formes sesquilinéaires vérifi-
ant la symétrie hermitienne comme le sont les formes quadratiques a partir des
formes bilinéaires symétriques.

Définition 2.9 On appelle forme hermitienne sur un C-espace vectoriel E toute
application H de E dans R telle qu’il existe une (for¢ément unique, on le verra!)
forme sesquilinéaire = sur F, vérifiant la symétrie hermitienne, et telle que

WeE, H(V)=EV,V).

L’unicité de la forme =, lorsqu’elle existe, est facile a prouver ; d’ailleurs cette forme
= est donnée par la formule dite encore de polarisation; on dit que = est la polarisée




de la forme hermitienne H. Pour calculer = a partir de A, voici comment on procede :
on remarque que si V et W sont deux vecteurs de F,

HV+W) = EV+W,V+W)=E(V,V)+EW,W)+EV,W)+2W,V)
= U VW) + 2V, W)

= H
tandis que

HV -W) = EV-W,V-W)=EV,V)+ZW,W)-2(V,W)-E(W,V)

d’autre part, toujours en exploitant la sesquilinéarité de = et le fait que = vérifie la
symétrie hermitienne,

tandis que

HV —iW) = E(V —iW,V —iW)=2(V,V)

= H
= A

d’ou la seconde formule

finalement, la formule de polarisation est donc :

HV +W) = HV = W) +iHV +iW) —iH(V —iW)

E(V,W) = 1

(2.23)

En dimension finie, on a le résultat suivant :



Proposition 2.7 Soit E un C-espace vectoriel de dimension n et ‘H une forme
hermitienne sur E, de forme polarisée =. Alors, si B = (€1, ...,€,) est une base de
E, ona

n n
H ( Z Zk€k> = Z A,k |Zk|2 +2 Re [ Z ak,leZ_l] y (224)
k=1 k=1 1<k<I<n

ot
A = [ag|i<ki<n = Mz 5.

On dit que A est la matrice de H dans la base B et l’on écrit :
A = M’H,B .

Preuve. Pour obtenir la formule (2.24), il suffit d’écrire, comme = est la forme

polarisée de H et que A (qui est une matrice hermitienne) est la matrice de = dans
la base B :

n n n
H ( Z Zk€k> = E( Z Zkék s Z Zkék)

a1 Q12 G1,3 ... Qin 21
Q1,2 Q22 G23 ... Q2n 29

= (21,22,23, ,zn) e | Q13 G23 A33 ... U3n |e@| 23 |,
al,n a'2,n a3,n e an,n Zn

puis de développer le calcul matriciel figurant au second membre de I'identité ainsi
obtenue. <

2.4 Produit scalaire, espaces euclidiens ou hermi-
tiens

2.4.1 Le cadre réel

Soit E un R-espace vectoriel ; nous introduisons pour les formes quadratiques
sur F trois concepts importants :

— une forme quadratique Q sur F est positive si et seulement si
vWe E, QV)>0;

dans le cas particulier ou £ est un R-espace vectoriel de dimension finie n, une
forme quadratique est positive si et seulement si elle est de signature (r,0),
avec r entre 0 et n;

— une forme quadratique est dite définie si et seulement si

WeE, QV)=0<V=0;

si F est de dimension finie n, on voit immédiatement en utilisant la loi d’inertie
de Sylvester (théoréme 2.2) qu’une forme quadratique sur E est définie si et
seulement si elle est de signature (n,0) ou (0,n);



— une forme quadratique sur E est dite définie positive si et seulement si elle est
définie et positive; si E est de dimension finie n, une forme Q est définie posi-
tive si et seulement si elle est de signature (n, 0) ; on appelle produit scalaire sur
E x F la forme bilinéaire polarisée d’une forme définie positive. Par exemple,
si E est un R-espace de dimension finie n, rapporté a une base (€1, ..., &,), la

forme
n n n
o : (iné},Zyjé'j) — ) TkYk
i—1 j=1 k=1
est un produit scalaire sur £ x E; si E = C([a,b],R), la forme bilinéaire

symétrique .
O :(f.9) > [ fBg(t)dt

est un produit scalaire sur F X E (associé a la forme quadratique correspondant
a Pénergie).

Le couple constitué d’un R-espace vectoriel £ et d’un produit scalaire est appelé
structure pré-euclidienne sur E (ou simplement euclidienne si E est de dimension
finie) ; on verra plus loin que c’est dans un tel cadre que 'on peut faire de la géométrie
réelle “a la Pythagore”, c’est-a-dire transposer les idées de la géométrie euclidienne
classique que l'on fait dans le cadre de R? (géométrie euclidienne plane) ou de
R? (géométrie euclidienne dans Iespace). Si I’on dispose d'une forme quadratique
non dégénérée qui ne soit pas un produit scalaire (commer la forme de Lorentz,
Q(z,y,2,1) := 2% + y> + 22 — ct?> dans I'espace-temps R*), on peut néanmoins
faire de la géométrie, mais cette fois non euclidienne, c’est-a-dire sans théoreme de
Pythagore : avec par exemple la forme de Lorentz dans R*, on fait de la géométrie
Lorentzienne, qui est la géométrie de la mécanique relativiste, celle dans laquelle se
placait Einstein, au contraire de la géométrie euclidienne qui soutend la mécanique
Newtonienne dans I'espace R3.

Dans le cadre pré-euclidien, I'inégalité ci-dessous, dite inégalité de Cauchy-Schwarz,
établie par I'analyste francais Augustin Cauchy et le géometre allemand Hermann
Schwarz (1843-1921) (on D’appelle aussi inégalité de Cauchy-Bunyakovsky dans la
culture de I’ex-monde soviétique) joue un réle central.

Proposition 2.8 [Cauchy-Schwarz réel] Soit E un R-espace vectoriel et Q une
forme quadratique positive sur E, de forme polarisée © ; alors

VVeE, YWeE, |0V,W)<yaWV)JyoW). (2.25)

St de plus la forme quadmtzque Q est définie positive, il y a égalité dans (2.25) si et
seulement si V et W sont des vecteurs liés.

Preuve. On utilise le fait que, pour tout A € R, on ait
QV +AW) >0
en développant, il vient
NQ(W) + 200(V, W) + Q(V) >0 (2.26)

pour tout A réel. De deux choses I'une :



— soit Q(W) # 0 et dans ce cas le fait que le trinome en A intervenant dans
(2.26) reste positif ou nul (c’est-a-dire du signe du coefficient dominant Q(W))
implique que le discriminant réduit de ce trinome doit étre négatif ou nul, soit

(O(V,W))% < Q(V) Q(W),

ce qui correspond bien, si ’on prend la racine carrée, a I’inégalité de Cauchy-
Schwarz (2.25) ;

— soit Q(W) = 0, mais dans ce cas il est indispensable, pour que la fonction
polynomiale du premier degré

— =

A= 220V, W) + Q(V)

reste positive ou nulle, que @(‘7, W) =0.

On suppose maintenant Q définie positive. Si 'on a 1’égalité dans (2.25), alors de
deux choses 1'une :
~ soit on est dans le premier cas (Q(W) > 0) et alors, si le discriminant du
trindme en A figurant dans (2.26) est nul (c’est-a-dire si I'on a égalité dans
(2.25)), ce trindome admet une recine double réelle Ay et 'on a donc

mais comme Q est définie, il vient V+ /\OW =0, ce qui prouve que les deux
vecteurs V et W sont liés ;
— soit Q(W) = 0, mais alors W = 0 et les vecteurs V et W sont bien sir liés
(car I'un d’eux est le vecteur nul).
On voit donc que dans les deux cas, I’égalité dans (2.25) n’est possible que si les
vecteurs V et W sont liés; s’ils le sont, alors on vérifie tout de suite qu’il y a
automatiquement égalité dans (2.25).

On a bien prouvé les deux volets de la proposition. <

2.4.2 Le cadre complexe

Soit F un C-espace vectoriel ; nous introduisons pour les formes hermitiennes sur
FE trois concepts inspirés des concepts introduits pour les formes quadratiques sur
un R-espace vectoriel :

— une forme hermitienne H sur E est positive si et seulement si
VW e E, H(V)>0;
— une forme hermitienne est dite définie si et seulement si
WeE, HV)=0<V =0;

une forme hermitienne définie ne peut avoir aucun vecteur isotrope, elle est
certainement non dégénérée ;

— une forme quadratique sur E est dite définie positive si et seulement si elle est
définie et positive.




On appelle encore produit scalaire sur E x E (E étant un C-espace vectoriel) la
forme sesquilinéaire (et vérifiant la symétrie hermitienne) polarisée d’une forme her-
mitienne définie positive sur E. Si par exemple E est un C-espace de dimension finie
n, rapporté a une base (€1, ...,€,), la forme

n n n
= (Z Zkgk, Zwlé}) — Z ZpWy
k=1 =1 k=1
est un produit scalaire sur Ex E'; si E = C([a, b], C), la forme sesquilinéaire (vérifiant

la symétrie hermitienne)
_ b
::(f,g)—)/ftgtdt

est un produit scalaire sur E x E (associé a la forme hermitienne correspondant a
Iénergie).

Le couple constitué d'un C-espace vectoriel E' et d’un produit scalaire est appelé
structure pré-hilbertienne sur E (ou simplement hilbertienne si E est de dimension fi-
nie, ce en référence au mathématicien allemand David Hilbert, 1862-1943, qui contri-
bua a forger les aspects opérationnels de ce concept); on verra plus loin que c’est
dans un tel cadre que 'on peut faire de la géométrie complexe “a la Pythagore”.

Dans le cadre préhilbertien, subsiste 'inégalité de Cauchy-Schwarz; on a en effet la
proposition suivante, tout-a-fait analogue a la proposition 2.9 :

Proposition 2.9 [Cauchy-Schwarz complexe] Soit E un C-espace vectoriel et
‘H une forme hermitienne positive sur E, de forme polarisée = ; alors

VVeE, YVWeE, [EV,W)<VHV)VHT). (2.27)

Si de plus la forme hermitienne H est définie positive, il y a égalité dans (2.27) si
et seulement si V et W sont des vecteurs liés.

Preuve. On utilise le fait que, pour tout A € R, on ait
HV + AW) > 0;
en développant, il vient
IAPH(W) + 2Re NE(W, V)] + H(V) > 0 (2.28)

pour tout A complexe; on peut en particulier prendre A = te?, avec 6 fixé dans R
tel que

IZ(V,W)| = Re [’ Z(W, V)]; (2.29)
on a alors, pout tout ¢t € R,

HW)E + 2tRe [’ E(W, V)] + H(V) = HW)t* + 2t |E(V, W)+ H(V) > 0
(2.30)

et I’on conclut comme pour la preuve de la proposition 2.9.

On suppose maintenant H définie positive; on se donne 17, W et 0 comme dans
(2.29). Si l'on a I’égalité dans (2.27), alors de deux choses I'une :



— soit on est dans le premier cas (H(W) > 0) et alors, si le discriminant du
trindme en ¢ figurant dans (2.30) est nul (c’est-a-dire si 'on a égalité dans
(2.27)), ce trindme admet une recine double réelle Ay et 'on a donc

Q(V + toe®W) = 0;

mais comme Q est définie, il vient V+ toewVf/ =0, ce qui prouve que les deux
vecteurs V et W sont liés ;
— soit Q(W) = 0, mais alors W = 0 et les vecteurs V et W sont bien siir liés
(car I'un d’eux est le vecteur nul).
On voit donc que dans les deux cas, I’égalité dans (2.27) n’est possible que si les
vecteurs V et W sont liés ; s’ils le sont, alors on vérifie comme dans le cas réel qu’il
y a automatiquement égalité dans (2.27).

On a bien prouvé les deux volets de la proposition. <

La raison pour laquelle I'inégalité de Cauchy-Schwarz, tant dans le cadre réel que
dans le cadre complexe, joue un réle si crucial en mathématiques (toutes spécialités
confondues) est certainement qu’elle se situe au carrefour de 1’algebre (théorie des
formes quadratiques ou hermitiennes), de ’analyse (la positivité dans R ou C y
joue un role capital et il s’agit d'une inégalité, donc d’un concept de nature a prior:
analytique) et enfin de la géométrie (le cadre ou s’exerce dans toute sa puissance le
théoreme de Pythagore).

2.4.3 Orthogonalité relativement a un produit scalaire

Soit £ un R ou C-espace vectoriel et (-, -) un produit scalaire sur £ x E (on
utilisera toujours cette notation entre crochets pour désigner un produit scalaire).
On notera || ||* la forme (quadratique ou hermitienne, mais en tout cas définie
positive) dont le produit scalaire est la polarisée. Si F' est un sous-espace de E, on
notera aussi F'*- I'orthogonal de F' relativement & ce produit scalaire, c’est-a-dire

Ft={VeE,VWeF (V,W)=(W,V)=0}.
Dans le cadre des espaces (pré)-euclidiens ou (pré)-hilbertien, on a le trés classique

théoréeme de Pythagore, fondement de toute la géométrie dans ces espaces, qu’ils
soient espaces sur R ou sur C.

Théoréme 2.6 [Pythagore] Soit E un R ou C-espace vectoriel équipé d’un produit
scalaire (-, -) et F un sous-espace non réduit & {0} de E. Alors F est non-isotrope
relativement a ce produit scalaire et tout élément V du sous-espace F @ F* s’écrit
de maniere unique sous la forme :

V =prp(V) +prp. (V) (2.31)
avec prp(V) € F, prp (V) € F*,

(prp(V), prpo(V)) =0
et

VI = llpre(DI? + llprpe (V)2 (2.32)



les deuz vecteurs prp(V) et prp. (V) sont appelés projections orthogonales de V' sur
F et de V sur F*. Si de plus E est de dimension finie, on a

E=F&®F+

et ’endomorphisme
VeE—prp(V)

est appelé projection orthogonale sur le sous-espace F'.

Remarque I1.10. 11 suit du théoréme de Pythagore que si E est de dimension finie

IV —prp (V)P = ;VpégIIV—WIIQ; (2.33)

en effet, si W est un vecteur de F, les deux vecteurs V — pr (V) (ce vecteur est dans F- car c’est
prpi(V)) et prp(V) — W (avec W dans F') sont orthogonaux (le second vecteur étant dans F');
comme

V=W = ~prp(V)) + (prp(V) = W)
on a, d’aprés la formule de Pythagore (2.32),
IV =W = IV = prp(I” + llprs(V) = W > [V = prp(V)],

d’ol notre affirmation (2.33); cette remarque sera trés importante du point de vue pratique car
c’est elle qui sera a la base de la méthode des moindres carrés, si essentielle en analyse numérique

ou plus généralement en mathématiques appliquées.

Preuve. Si V est un vecteur non nul de F tel que V € F+ ona||V|2=(V, V) =
et donc, puisque la forme est deﬁnie positive, V = 0. Ainsi F et F* sont-ils tels que
Fn FL {0}. Tout vecteur V de F @ F* s%écrit bien de maniére unique

PVt

avec Vi € F et V, € FL. On peut donc bien définir er(V) comme le vecteur V; et
erpeTp(V) comme le vecteur V;. On a bien siir V; LV, soit (V;, V5) = 0 et

VP = VAP + IVall? + (Vi V) + (V2 TA)
= |[VAI* + [IV2l* + 2 Re [(Vi, V)
= [Vl + [1V2l*.

Soit maintenant F de dimension finie et G = F @ F*; si G # E, il existe un
vecteur W de E \ G'; nous allons “corriger” ce vecteur par un élément de G' pour
en faire un vecteur non nul et orthogonal & G' (nous reprendrons plus loin cette idée
de construction pour en faire la pierre angulaire du procédé de Gram-Schmidt). Soit
(€1, ..., €p) une base de G; considérons le vecteur

- p
W =W ZAkEka

AL, ..., Ap étant p éléments pour l'instant arbitraires du corps de base R ou C; ce

vecteur T sera orthogonal & G (et certainement non nul puisque w ¢ G) si et



seulement si il est orthogonal a tous les €, k =1, ..., p, c’est-a-dire si (Ay, ..., Ap) est
solution du systeme linéaire de p équations a k inconnues :

p -

S, @) =W, @), I=1,.,p. (2.34)
k=1

Or la restriction du produit scalaire a G' X GG est une forme bilinéaire si le corps de
base est R (ou sesquilinéaire si le corps de base est C) non dégénérée (puisqu’il n’y a
pas de vecteur isotrope relativement a la forme quadratique ou hermitienne définie
positive associée) ; la matrice

l(gk : é'l)]

1<ki<p

est donc de rang p et le systéme (2.34) est un systéme de Cramer. Il existe donc un
unique choix de scalaires (Ay, ..., A,) tels que le vecteur

= p

W=W->Y \é
k=

1

soit non nul et orthogonal a G. Le vecteur w correspondant a ce choix de parametres
est donc un vecteur non nul orthogonal & G, donc & F et F*; ce vecteur est donc F*

(il est orthogonal a F'), ce qui est contradictoire avec le fait que W n’appartienne
pssaG=F+F+ ¢

Le fait que le cadre euclidien ou hilbertien soit un cadre dans lequel on peut mimer
les idées classiques de la géométrie “a la Pythagore” de R? pour les transposer &
un contexte plus abstrait est fondamental. Méme s’il faut prendre garde a certains
pieges (surtout d’ailleurs en dimension infinie, c’est-a-dire lorsque les espaces sont
des espaces de fonctions), on peut s’aider de diagrammes simples copiés du modeéle
qu’est R? avec le produit scalaire usuel pour avoir I'intuition de raisonnements ou
d’algorithmes cruciaux en mathématiques tant pures qu’appliquées; en voici un
exemple : supposons que E soit un R (resp. C)-espace euclidien (resp. hilbertien),
disons de dimension finie, et que F} et F} soient deux sous-espaces tels que F} et Fj-
fassent entre eux un angle strictement positif, ce que ’on peut quantifier en disant
par exemple qu’il existe 6 €]0, 1] tel que

VWVe R, YWeF, [(V,W)<@-0)|V|IW

(comme nous ’avons illustré sur la figure 2.6, ol nous avons schématisé les sous-
espaces par des droites). Supposons que V soit un élément (inconnu) de F; dont
on connaisse la projection orthogonale sur Fj, Vo = Prp, [‘7], alors nous pouvons
suggérer a l’aide du diagramme inspiré des idées pythagoriciennes une démarche
itérative Vo — Vi = Vo — ... (voir la figure) pour se rapprocher du vecteur inconnu
‘7; c’est la méthode dite des projections itérées si intéressante en mathématiques
appliquées que nous avons voulu suggérer ici pour souligner toute 'importance pra-
tique de “I’algorithmique hilbertienne”.




V.

v,

?1‘

= F

Vo . 0 2
7+Fi

F1G. 2.6 — Un exemple pratique d'algorithmique hilbertienne

2.4.4 Le théoreme de dualité

Si E est un R (resp. C)-espace vectoriel de dimension finie équipé d’un produit
scalaire (-, -) et si V est un vecteur de F, 'application

W — (W, V)
est une forme linéaire sur E, c’est-a-dire un élément du dual E* de E (remarquons
que I’on ne pourrait en dire autant de W — (V| W) puisque dans le cas ot le corps

de base est C, pareille application n’est plus linéaire, mais seulement antilinéaire,
au sens ou les scalaires complexes sont conjugués).

En fait, tout élément de E* se représente de cette maniere, ce que nous forma-
lisons avec le tres important théoréme de Riesz, du dans un contexte bien plus
général que celui des espaces vectoriels de dimension finie que nous évoquons ici) au
mathématicien austro-hongrois Frigyes Riesz (1880-1956) :

Théoréme 2.7 [théoréme de F. Riesz] Soit E un R (resp. C)-espace vectoriel
de dimension finie n équipé d’un produit scalaire (c’est-a-dire d’une structure eucli-
dienne, resp. hermitienne) et L un élément du dual de E ; il existe un unique vecteur
V =V(L) dans E tel que

VW e E, LW)=(W,V):;

st L # 0, le vecteur V = V(L) est_un vecteur directeur de la droite vectorielle
[Ker (L)]*; lapplication ® : L — V(L) est un R (resp. C) isomorphisme entre
E et E* (resp. anti-isomorphisme au sens ot ®(A\V) = A®(V) et &(V + XN;) =
o(V) + &(V)).

Preuve. Soit L un élément non nul du dual de E, c’est-a-dire une forme linéaire
non identiquement nulle sur F ; alors le noyau de L est un sous-espace de dimension
1 de E (ceci en vertu du théoreme du rang, puisque I'image de F par L est le corps
R ou C, donc est de dimension 1). Le sous-espace [Ker (L)]* est donc, d’apres le



théoreme de Pythagore, une droite vectorielle, engendrée par un vecteur non nul
é(L). Considérons les deux formes linéaires sur F :

W — L(W)

W= (W, éL);
ces deux formes linéaires ont toutes deux pour noyau le sous-espace Ker (L), la
premiere par construction méme, la seconde puisque ’orthogonal de la droite vec-
torielle engendrée par €(L) est de dimension n — 1 et contient le noyau de L qui lui
aussi est de dimension n —1). Ces deux formes linéaires (toutes les deux non nulles)
sont donc proportionnelles (car on peut les exprimer dans une base (€1, ..., €,) de E

telle que (€, ..., €,_1) constituent une base de leur noyau commun); il existe donc
A # 0 dans le corps de base (R ou C) tel que

VW eE, LW)=XW, &L)) = (W, 3e(L));

le vecteur V(L)

Aé(L) # 0 est donc bien tel que
VW eE, LW)= (W, V(L))

et 'existence de V(L) dans la premiere assertion du théoréme de Riesz est prouvée;
I'unicité de V(L) tient au fait que le produit scalaire est non dégénéré; que 1’appli-
cation

LeE —= V(L)

soit linéaire dans le cas réel (resp. anti-linéaire dans le cas complexe) est alors évident
(ceci résulte de la linéarité & gauche du produit scalaire) ; cette application étant
linéaire (resp. antilinéaire) et surjective, c’est un isomorphisme de R (resp. anti-
isomorphisme de C)-espaces vectoriels.

2.4.5 Adjoint d’'un endomorphisme

Soit E est un R (resp. C)-espace vectoriel de dimension finie équipé d’un produit
scalaire (-, -) et 7" un R (resp. C) endomorphisme de E. Considérons, si V est un
vecteur de E, I'application :

WeE— (TW),V);
c’est (puisque T est un R (resp. C)-endomorphisme de E) une application linéaire

de E dans R (resp. C), donc un élément L[T, V] du dual E* de E que l'on peut
représenter (grace au théoreme de Riesz) sous la forme

LT, VI(W) = (W, 4T, V)
ol @[T, V] est un certain vecteur (d’ailleurs unique) de E ; I'application
V = 4T, V]
est aussi un R (resp. C)-endomorphisme de E (ceci résulte encore de la clause

d’unicité dans la premiére assertion du théoréeme de Riesz), que 'on notera T, et
qui se trouve parfaitement défini par la regle :

VV,WEeE, (T(W), VY= (V,T*(W)).

Ceci conduit a la définition naturelle :



Définition 2.10 Soit E un R (resp. C)-espace vectoriel de dimension finie n équipé
d’un produit scalaire (c’est-a-dire d’une structure euclidienne, resp. hermitienne) et
T un R (resp. C)-endomorphisme de E ; il existe un unique endomorphisme T* de
E, dit adjoint de T tel que

VV,WeE, (TW),V)y=({,6 T:W)); (2.35)

un R (resp. C)-endomorphisme T de E est dit autoadjoint (on dit aussi symétrique
dans le cas ou le corps de base est R, hermitien dans le cas ot le corps de base est
C) si T =T*; l’endomorphisme T est dit normal si TT* = T*T (T commute avec
son adjoint).

On remarque tout de suite que (7*)* =T car

VV.WeE, (T"(W),V) =

dot
T =T (2.36)

puisque le produit scalaire est non-dégénéré; d’autre part, si 77 et 75 sont deux
endomorphismes de E, on a immédiatement :

VV.WeE, (MioT)W),V)=(hLW),T;(V))=(W, T[TTV)),
d’ou la formule

En particulier, "opérateur 7% o T (si T est un R, resp C-endomorphisme de E) est
toujours autoadjoint car

(T o) =T o (T*)* =TT

en combinant (2.35) et (2.37). Ceci nous servira ultérieurement lorsque 1’on verra
le bon comportement des endomorphismes autoadjoints (méme plus généralement
normaux) vis-a-vis de la réduction.

Exemples IL.5.
— si E = R" muni du produit scalaire

Z1 n n
< ’ > = Z ZjYj»
Ty J=1

Yn

un endomorphisme T est autoadjoint (ici symétrique) si et seulement si sa matrice A dans
la base canonique de R™ est symétrique (A = *A) ; en particulier (ceci est un exemple tres
important du point de vue pratique), si Vi,...,V,, sont n vecteurs de RY, avec



(par exemple n mesures d’une méme expérience physique) et si

1 XN
%ij = 3 E Tig Tji
=1

la matrice [a; ;]1<ij<n (dite matrice de corrélation des vecteurs V;) est la matrice d’un en-
domorphisme symétrique; si par exemple ’on souhaite étudier la polarisation d’une onde
sismique (générée par une secousse) et que l'on dispose de trois enregistrements (pris dans
le sens Est-Ouest, Nord-Sud, Vertical), disposer d’une réduction de 'opérateur symétrique
(de R? dans R3) de corrélation correspondant s’avere un outil puissant ;

si E = C™ muni du produit scalaire

z1 w1 n
< ) > = § :zjw—j’
=1

Zn Wn

un endomorphisme 7' est autoadjoint (ici hermitien) si et seulement si sa matrice A dans
la base canonique de C™ est hermitienne (A = tA); en particulier (ceci est un exemple tres
important du point de vue pratique), si Vi,...,V,, sont n vecteurs de N, avec

zjil

(par exemple n mesures d’une méme expérience physique & résultats complexes) et si

1 N
Q5 = N E Zid 2,0
=1

la matrice [a; ;]1<i,j<n (dite matrice de corrélation des vecteurs V;) est la matrice d’un en-
domorphisme hermitien.

Endomorphisme et endomorphisme adjoints sont aussi reliés via la proposition inté-
ressante suivante :

Proposition 2.10 Soit E un R (resp. C)-espace vectoriel de dimension finie n
équipé d’un produit scalaire (c’est-a-dire d’une structure euclidienne, resp. hermi-
tienne) et T un R (resp. C)-endomorphisme de E ; on a

et

(KerT)* = Im (T%)

ImT = [Ker T*]*.

Preuve. 1l suffit de prouver la premiere égalité et d’y remplacer ensuite 7" par T*
pour obtenir la seconde. Soit

V =T"W)

un vecteur de Im 7™ et 4 dans le noyau de 7'; on a

-

(V. d@) =(T*(W), @) = (W, (T")" (@) = (W, T(@)) =0,

ce qui prouve que W € (KerT)+; on a donc bien I'inclusion

ImT* C (KerT)*.



Ceci implique
rang (7)) = dim(Im7*) < dim(Ker T')* = n — dim(Ker T') = rang (T

(on utilise ici le théoréme de Pythagore assurant la supplémentarité de F et F-
pour tout sous-espace F' de F); en prenant 7™ & la place de T, on a aussi

rang ((7*)*) = rang(7T) =dim(Im7)
< dim(Ker T*)* = n — dim(Ker T*) = rang (T™) ;

les endomorphismes 7" et 7™ ont donc méme rang r; or
dim(Ker T)* = n — dim(Ker T) = rang (T) = rang (T*)

(on utilise encore le théoreme de Pythagore assurant la supplémentarité de F et
F* pour tout sous-espace F de FE). Comme (KerT)' a méme dimension que le
sous-espace Im7T™ qu’il contient, il lui est de fait égal et la proposition est ainsi
démontrée. <

2.4.6 Endomorphismes orthogonaux ou unitaires relative-
ment a un produit scalaire

Une propriété importante que l'on puisse exiger d’'un R (resp. C) endomor-
phisme 7" d’'un R (resp. C) espace de dimension finie E (équipé d’une structure
euclidienne ou hermitienne) est qu’il préserve le produit scalaire, outil fondamen-
tal de travail lorsque ’on prétend faire de la géométrie dans le cadre euclidien ou
hermitien (E, (-, -)); ceci équivaut a dire :

VV,WeE, (T(V),T(W))=(V,W);
Mais on a, par définition de I’adjoint de T,
(T(V), TOW)) =V, T"T(W)) ;

on doit donc avoir T*T = Idg, ce qui signifie que les deux opérateurs T et T sont
inverses I'un de I'autre (I’espace est de dimension finie, donc inversible a gauche
équivaut a inversible a droite). Ceci nous conduit a la définition suivante :

Définition 2.11 Soit E un R (resp. C)-espace vectoriel de dimension finie n équipé
d’un produit scalaire (c’est-a-dire d’une structure euclidienne, resp. hermitienne) et
T un R (resp. C)-endomorphisme de E ; un endomorphisme T de E préserve le
produit scalaire, donc est tel que

VV,WEeE, (T(V), T(W)) =(V, W)

si et seulement si T* o T = T oT* = Idg; dans le cas euclidien (i.e le corps
de base est R), un tel endomorphisme (en fait isomorphisme) est dit orthogonal
(relativement au produit scalaire); dans le cas hermitien (i.e le corps de base est C),
un tel endomorphisme (en fait isomorphisme) est dit unitaire.

Exemples II1.6.



— si E = R" muni du produit scalaire

71 un n
<5, E>=Z%% (2.38)

In Yn

un endomorphisme T est orthogonal si et seulement si sa matrice A dans la base canonique
de R™ vérifie

Al =14, (2.39)

une telle matrice est dite orthogonale ;1’ensemble des matrices orthogonales, équipé avec la loi
interne qu’est la multiplication des matrices, constituent un sous-groupe du groupe GL (n, R)
des matrices inversibles réelles de type (n,n); ce sous-groupe est appelé groupe orthogonal
d’ordre n et noté O(n,R); si A est dans O(n,R), on a (det A)2 = 1, soit det A = +1.
On dit que A est une matrice orthogonale directe si det A = 1; les matrices orthogonales
directes forment un sous-groupe SO (n, R) distingué (et d’indice 2) dans O(n, R). Dans le cas
n = 2, le groupe SO (2, R) est le groupe des rotations vectorielles de R? et le groupe O (2, R)
est le groupe engendré par ces rotations et ’application (z,y) — (—z,y) par exemple (ou
n’importe quelle symétrie orthogonale par rapport a une droite passant par l’origine).

— si E = C™ muni du produit scalaire

<7f ) wl >:=izj Wy (2.40)

Zn Wn

un endomorphisme 7" est unitaire si et seulement si sa matrice A dans la base canonique de
C" vérifie

Al =t4; (2.41)

une telle matrice est dite unitaire ; ’ensemble des matrices unitaires, équipé avec la loi interne
qu’est la multiplication des matrices, constituent un sous-groupe du groupe GL (n, C) des
matrices inversibles complexes de type (n,n); ce sous-groupe est appelé groupe unitaire
d’ordre n et noté U(n,C); si A est dans U(n,C), on a |det A|?> = 1, soit |det A| = 1; les
matrices unitaires de déterminant 1 forment un sous-groupe SU (n,C) (dit groupe spécial
d’ordre n) du groupe unitaire d’ordre n.

2.4.7 Bases orthonormées

Soit E un R (resp. C)-espace vectoriel de dimension finie n équipé d’un produit
scalaire (-, -). Soit (€}, ...,€,) une base de E. Le procédé algorithmique décrit dans
la preuve du théoreme suivant (dit procédé de Gram-Schmidt) permet de construire
a partir de (€7, ..., €,) une nouvelle base (71, ..., ) telle que

v:{0$k¢l

(T 7 1sik=1.

Un tel systeme est dit orthonormé relativement au produit scalaire.

Les systemes orthonormés facilitent grandement les calculs soutendant la géométrie
dans le cadre euclidien : par exemple, si (771, ..., U,) est un tel systeme

2 n
= |l
k=1

n
> 2
k=1

et
p

v‘? €L, Plect (71 ...,7,) (‘7) = Za_/" Uk) Uy
k=1



pour p =1, ...,n; en particulier

VVeE, V=Y V,d) .

Exemples II1.7.

— pour les deux exemples E = R"™ et E = C" présentés dans les séries d’exemples IL.5 et
I1.6 (avec le produit scalaire (2.38) dans le premier cas, (2.40) dans le second), les bases
canoniques sont orthonormées;

— Si Ey désigne le C-espace vectoriel des fonctions 27-périodiques de R dans C du type

N
f(0) = Z are? a_n,..,an € C,
k=—N

avec le produit scalaire
1 2 -
{fs9)=q- | f(0)g(0)db,
le systeme
(e*"N('), . eiN('))

est une base orthonormée;
— si Fy désigne le R-espace vectoriel des fonctions polynomiales de R dans R de degré au
plus n, avec le produit scalaire

1
(P, Q)= / POQW,

le systeme constitué des polyndmes de Legendre

+

k+g g -
L(t) = Yo = Se[A=)F |, k=0,.,N,

forme un systéme orthonormé (on verra comment le retrouver avec le procédé de Gram-
Schmidt décrit dans la preuve du théoréme suivant).

Qu’un R-espace euclidien (£, (-, -)) de dimension n admette une base orthonormée
n’est pas nouveau pour nous car nous savons (d’apres la loi d’inertie de Sylvester) que
toute forme quadratique Q sur E de signature (n,0) s’écrit dans une base judicieuse
(V1 .., Up)

7j=1

ce qui veut bien dire que la base (7, ..., 7,) est orthonormée. Par contre, pour un
C-espace hilbertien (F, (-, -)) de dimension n, le résultat est ici nouveau.

Théoréme 2.8 [algorithme de Gram-Schmidt]| Soit E un R (resp. C)-espace
vectoriel de dimension finie n équipé d’un produit scalaire (-, -). Soit (€1,...,€,) une
base de E. Il existe un procédé algorithmique (dit de Gram-Schmidt) permettant de
construire un systéme orthonormé (U4, ..., %) de E tel que, pour tout p=1,...,n, T,
soit dans le sous-espace engendré par €, ..., €.

Preuve. Voici comment on procede : on pose

— —

1 €1

@, ) lal

S
I




(ceci est licite car ||€1||? > 0 puisque €] # 0, puisque partie prenante d’une base de
E); supposons construits Uy, ..., U, avec p entre 1 et n — 1; on cherche tout d’abord
un vecteur W, de la forme

p
Wp+1 = €py1 — Z Ak Uk
k=1

qui soit orthonogal a Vect (41, ..., U,) = Vect (€1, ..., €p) ; pour cela, il faut que

p
VlE{l,,p}, <5p+1,@>:<2)\kﬁk,@>:)\l§
k=1

le vecteur )

Epr1 — O Cps1 s ) Uk
k=1
(qui d’ailleurs est la projection orthogonale de e, sur 'orthogonal du sous-espace
engendré par (€, ..., €,) ou (%, ..., Up) —C’est pareil par construction préliminaire des
Uk, k = 1,...,p) est non nul et orthogonal & tous les U, K = 1,...,p; on pose alors,

ce qui est licite :
p
Ept1 — 2 (i1, U) Ui

Upy1 = »
Gyt — 3 (Gpe» ) T

Il est clair que 'on construit ainsi un systéeme orthonormé ayant les propriétés
exigées. <

Exemple I1.8. Si Fy désigne le R-espace vectoriel des fonctions polynomiales de R dans R de
degré au plus n, avec le produit scalaire

(P, Q)= / POQ®

'algorithme de Gram-Schmidt, conduit & partir de la base (1,t,...,t"), fournit le systéme ortho-
normé des polynomes de Legendre introduits dans le troisieme exemple de la liste I1.7.

Etant donnée une base orthonormée d’un R-espace euclidien (resp. d'un C-espace
hilbertien) de dimension finie n et un endomorphisme 7" de E, il est facile de lire
dans cette base la matrice de T et donc de vérifier si 'opérateur est autoadjoint,
normal ou unitaire. On a en effet la proposition suivante :

Proposition 2.11 Soit E un R (resp. C)-espace vectoriel de dimension finie n
équipé d’un produit scalaire (-, -). Soit B := (4, ..., ¥,) une base orthonormée de E
(relativement a ce produit scalaire) et T un R (resp. C)-endomorphisme de E dont
A = My est la matrice dans la base B (les colonnes de A sont les coordonnées des
vecteurs T(U;) exprimés dans la base B). Alors la matrice de T* dans cette méme
base B est

MT*,B = m

(cette matrice est dite adjointe de A ou parfois trans-conjuguée de A); dans le
cas réel (cadre euclidien) Uopérateur T est donc symétrique si A est symétrique,
orthogonal si A est une matrice orthogonale (A € O(n,R)), normal si A commute
avec sa transposée ' A ; dans le cas complexe (cadre hilbertien), 'opérateur T est donc
hermitien si A est hermitienne, unitaire si A est une matrice unitaire (A € U(n,C)),
normal si A commute avec 'A.




Preuve. Cette proposition est immédiate car le produit scalaire s’exprime dans la
base orthonormée sous la forme

n n n
< Z LUk , Z ylel> = Z TrYk
k=1 1=1 k=1
dans le cas réel ou
n n n
< Z ZkVk Z wz€l> = Z 2k Wk
k=1 =1 k=1
dans le cas complexe. <

Remarque II.11. Tout R (resp. C) endomorphisme d’'un R (resp. C) espace euclidien (resp.
hermitien) de dimension finie transformant une base orthonormée de E en une base orthonormée
(au sens du produit scalaire sur E x E) est un endomorphisme unitaire ; d’ailleurs, la réciproque
est vraie : un R (resp. C)-endomorphisme de E est unitaire (relativement au produit scalaire choisi

sur E x E) si et seulement si il transforme une base orthonormée de E en une base orthonormée.

2.4.8 Décomposition spectrale des opérateurs normaux

Les opérateurs normaux d’un C-espace hilbertien de dimension finie (le pro-
duit scalaire étant noté (, )) ont la treés intéressante propriété d’étre diagonisables :
mieux, il est possible de trouver une base de vecteurs propres constituant (toujours
pour ce produit scalaire) un systéme orthonormé. Ce résultat aura, on le verra,
des conséquences tres intéressantes concernant la réduction des formes quadratiques
(dans le cadre réel) ou hermitiennes (dans le cadre complexe) ou celle, par ricochet,
des matrices réelles symétriques (dans le cadre réel) ou complexes hermitiennes (dans
le cadre complexe). C’est au mathématicien suédois Erik Ivar Fredholm (1866-1927)
que revient I’étude spectrale d’opérateurs “intégraux” du type :

fec(0,1],C) - [Tf: te[(),l]—>/01K(t,s)f(s)ds ,

ou K désigne une fonction continue de [0,1] x [0,1] dans C. Le C-espace FE est ici
Pespace des fonctions continues de [0, 1] dans C équipé du produit scalaire corres-
pondant a I’énergie

(0= [ Fg@a

On peut, au moins formellement, calculer I’adjoint de 7" et remarquer que, sous une
hypotheése algébrique supplémentaire que 1’on précisera concernant le noyau K, T
et T* commutent, ce qui est une des particularités importantes de ces opérateurs
intégraux. Ici cependant, on se limitera au cadre (plus simple) des C-espaces de di-
mension finie (ce qui exclut donc le cadre E = C([0, 1], C) qui est celui des opérateurs
dont Fredholm étudiait la réduction) et ’on énoncera le théoréme important suivant,

que le cadre proposé par Fredholm illustre lorsque I'on remplace E par l'espace
Cc([0,1],C) :

Théoréme 2.9 [Théoréme de Fredholm] Soit E un C espace vectoriel de di-
mension finie n équipé d’un produit scalaire (, ), donc d’une structure hilbertienne.
Soit T un C-endomorphisme normal de (E,(,)) (T commute avec son adjoint rela-
tivement a la structure hilbertienne). Il existe alors un systéme orthonormé (relati-
vement au produit scalaire {,)) (¥, ...,v,) de E tel que la matrice de T' dans la base



(U1, .oy Up) S0it une matrice diagonale. De plus, si T est un opérateur de E dont la
matrice est diagonale dans une base orthonormée relativement au produit scalaire,
alors T est un opérateur normal de (E, (, )).

Preuve. La seconde assertion est facile : supposons que 7 se diagonalise dans une
base orthonormée B ; la matrice de T* dans cette base B étant ’adjointe de la matrice
(diagonale) de T dans cette base, c’est dont encore une matrice diagonale ; comme
deux matrices diagonales commutent, 7' commute bien avec son adjoint et est donc
un opérateur normal.

Reste a prouver la premiere assertion, plus intéressante. La preuve se fait par
récurrence sur la dimension n de 1’espace vectoriel.

— sin =1, on peut prendre pour ¥ un vecteur directeur de F tel que (7, ) =1;

— on suppose n > 1 et le résultat vrai si £ est un espace vectoriel de dimension
k < mn;soit T un C-endomorphisme normal de E'; on sait (voir le chapitre 1 du
cours) que T est toujours trigonalisable (puisque tout polynéme a coefficients
complexes se scinde dans C[X]| en facteurs du premier degré), ce qui implique
que 7" admet un vecteur propre 7, (que I’on peut supposer, quitte a le remplacer
par U1 /||01||, tel que ||| = 1), associé a une valeur propre A; € C. D’apres le
théoréeme de Pythagore, on a, si F), := Ker (A\Idg — T désigne le sous-espace
propre associé a la valeur propre Aq,

L
E = E,,®E;, .

il se trouve que T(Ey;) C Ej; : soit en effet Ve Ej- ; on a, pour tout W € Ey,,

(puisque T et T* commutent); ceci implique que si W € E,, T*(W) appar-
tient encore & Ey,, d’ott T(V) L W d’aprés (2.42). Le sous-espace Ej. hérite
d’une structure de C-espace hermitien (de dimension n — dim E), < n) si l'on
considére sur E;. x Ej. la restriction (, ); du produit scalaire (, ). Soit T} la
restriction de T a F), ; la regle permettant la définition de I’adjoint montre
que P'adjoint de 77 (dans ce nouveau cadre hermitien (Ej,, (, )1) est la res-
triction de T* a E,t ; on voit que le fait que 7" commute avec T* implique
que T7, considéré comme C-endomorphisme de I’espace hermitien (E)t, (, 1),
est un endomorphisme normal. Il existe donc (grace a ’hypothese inductive,
applicable ici car la dimension n — k de E)%l est strictement inférieure & n)
une base vgi1, ..., v, de E/\L1 constituée de vecteurs propres pour 77 et ortho-
normée relativement au produit scalaire (, );. Le procédé de Gram-Schmidt
permet, lui, de construire a partir d’une base quelconque du type (¥, €3, ..., €)
de E,,, une base orthonormée (relativement au produit scalaire (, ) cette fois)
(¥4, ..., Uk) de Ej,. Il est immédiat de constater que (¥, ..., Uk, i1, ---, Un) €St
une base orthonormée de E constituée de vecteurs propres pour 7.



La preuve par induction sur n du théoréme est ainsi complete. <

Ce résultat se répercute sur la réduction des matrices comutant avec leur adjointe,
puis des formes hermitiennes en les deux résultats suivants :

Corollaire 2.1 Soit A une matrice n X n a coefficients complexes commutant avec
son adjointe; il existe une matrice n X n unitaire U € U(n,C) et une matrice
diagonale D = diag(\y, ..., \,) @ coefficients complezes telles que

A=UeDeU*=UeDeU !;

en particulier, A est diagonalisable dans une base de vecteurs propres orthonormée
pour le produit scalaire usuel sur C".

Preuve. On considere I'espace C" équipé de son produit scalaire usuel

21 w1y n
< S I I >:=§:%wa (2.43)
k=1

Zn Wn,

produit scalaire pour lequel la base canonique de C" est bien sur orthonormée. Si A
est une matrice n x n a coefficients complexes commutant avec sa matrice adjointe,
c’est, d’apres la proposition 2.11, la matrice (dans la base canonique de C") d’un
C-endomorphisme normal. [’opérateur 7" admet donc une base de vecteurs propres
(¥, ..., U,) orthonormée relativement & ce produit scalaire. La matrice de passage
P de la base canonique de C" & cette base (%, ...,,) est donc (ceci vient de la
remarque I1.11) la matrice d’un C-endomorphisme unitaire de C" (pour la structure
hilbertienne induite par le produit scalaire (2.43)), c’est donc une matrice unitaire
P =U € U(n,C), donc telle que U* = U~'. Comme

A=PeDeP '=UePelU™!

ou D est la matrice diagonale constitué des valeurs propres attachées aux vecteurs
propres Ui, ..., Up, on a bien le résultat voulu.

Remarque I1.12. Si A est de plus hermitienng, les valeurs propres de A sont réelles et la matrice
D dans le corollaire 2.1 est réelle; en effet, si V est un vecteur propre (associé a la valeur propre
A)

(TV), V)=AIVIP =V, T*(V)) =(V,T(V)) =(V,\V) = X|V|?,

d’ol1 A = X, soit A € R.

Exemples I1.9.
— si A est une matrice n x n a coefficients complexes, la matrice A e A* est une matrice
hermitienne ; on remarque d’ailleurs que les valeurs propres de A e A* sont réelles positives
(ou nulles) puisque

(V, (Ao A")(V)) = (A*(V), A*(V)) > 0 (2.44)

pour tout V dans E. Les racines positives ou nulles p1, ..., tt,, des valeurs propres de A e A*
sont dites wvaleurs singuliéres de la matrice A (ou de Vopérateur T dont A représente la
matrice dans la base canonique de C") ; on remarque d’ailleurs que ’on peut écrire

Ao A* = U ediag (13, ..., pu2) e U* = (Uo diag (1, ...,un)) . (U e diag (p1, ...,,un))* ;
(2.45)



si A (donc A*) est inversible, les nombres réels p?, ..., u2 sont tous strictement positifs car
(A*(V), A* (V)N =0=A*(V)=0=TV =0
et la matrice diag (u1, ..., ttn) est inversible. Comme ’on a (du fait de (2.44) et (2.45))
VV € B, (A7), 4°(7P) = ((U o diag (a1, o 1)) 7], (U o ditg (o, ) ) 17]),
la matrice
A* o [(U e diag(pi, -, f1n))*] ™' = A* @ [diag(piy, ..., pin)] L 0 U* =V
est unitaire et ’on peut écrire
A* =V e (diag (u1,-.., i) @ U)* =V e diag (uy, ..., up,) ¢ U™,

soit

A=U ediag(pir, ..., ptn) o V", (2.46)
ou U et V sont des matrices unitaires. Une décomposition de A sous la forme (2.46), ol

12 po 22 g >0

et U,V € U(n,C) est dite décomposition en valeurs singuliéres de A; d’ailleurs une telle
décomposition existe toujours (avec les pu; > 0 cette fois) lorsque A est une matrice de
M,,(C) de rang strictement inférieur & n : on utilise le fait que l'opérateur correspondant
A A réalise un isomorphisme entre (Ker T)* et ImT = (Ker (T*))* et 1’on choisit ainsi des
bases orthormées (¥4, ...,7,) et (@1,...,w,) (obtenues en complétant des bases judicieuse-
ment choisies de (Ker7T)L et ImT') de maniere & ce la matrice de T' écrites dans les bases
(¥, ..., Tn) (choisie comme base de ’espace de départ) et (W, ..., W,) (choisie comme base
de lespace d’arrivée) soit diagonale. La recherche d’une décomposition en valeur singuliéres,
qu’un logiciel de calcul implémente en [U, D, V] = svd(A) (“Singular Value Decomposition”)
est un outil important du point de vue de I’analyse numérique; d’ailleurs cet algorithme
s’implémente sur les matrices de nombres complexes non nécessairement carrées.

Si V;,...,Vn sont n vecteurs de CV, avec

24,1
Vi = : , Jj=1,..,n,
Zj,N

(par exemple n mesures d’'une méme expérience physique & résultats complexes) et si

1 N
aivj = N : :Z’L,l Z.]’l ?
=1

la matrice [a; ;]1<ij<n (dite matrice de corrélation des vecteurs V;) est une matrice hermi-
tienne, donc diagonalisable dans une base orthonormée; c’est par exemple cette propriété
que ’on exploite pour déterminer la polarisation d’une onde sismique si I’on dispose des
mesures dans les trois directions Nord-Sud, Est-Ouest, Verticale ; la réduction des matrices
de corrélation est un outil essentiel en mathématiques appliquées.

Corollaire 2.2 Soit E un C-espace hermitien, le produit scalaire étant noté (, ) et
H une forme hermitienne sur E ; il existe une base (v, ...,0,) de E, orthonormée
relativement a ce produit scalaire, et telle que, dans cette base, on ait

%(zzwk) — S ML
k=1 k=1



Preuve. Soit B := (€, ..., €,) une base orthormée de E et Mp la matrice de H dans
cette base (le coefficient a;; de cette matrice est par définition le nombre Z(ej, &),
ol = désigne la forme sesquilinéaire et possédant la symétrie hermitienne obtenue en
polarisant H) est une matrice hermitienne et 'on peut donc appliquer le corollaire
2.1, disant que

My g=UeDeU",

ou U est unitaire. Dans la base (4, ...,%,), ou ¥; = U(€)), j = 1,...,n, la forme
hermitienne s’écrit
n n
7{(:§:.Zkﬁk>2: E:‘Ak|2%|2
k=1 k=1

D = diag (A1, ..., Ap)-
Le corollaire est bien ainsi démontré.

Exemple I1.10. Si Vi, s V,, sont n vecteurs de CV (ou plus généralement d’un C-espace hilbertien
E de dimension N), la forme hermitienne positive sur C"
21 n 2 n n
H:f = szVk =<ZZka,Zszl>
k=1 k=1 =1

Zn

(de matrice dans la base canonique de C" la matrice de Gram des vecteurs V;, j = 1,...,n) s’exprime
dans une judicieuse base orthonormée (¥, ..., ¥,) de C" sous la forme

H(Z Zkﬁ‘k> =3 M| Zif?
k=1 k=1

ol les nombres réels positifs (ou nuls) Aq, ..., A, sont les valeurs propres de la matrice de Gram des
Vi, 3 =1,...,n. Les éléments de E définis par

si

Vj,n

sont les modes propres relatifs a la famille V}, s V. Celui qui correspond & la plus grande valeur
propre est la combinaison linéaire de V’l, ,Vn qui réalise le meilleur compromis (au sens des
moindres carrés si E = CV ) pour synthétiser en un seul élément les diverses données V’l, v V,.En
un sens, stocker les modes propres correspondant aux premieéres valeurs propres A\; > A > --- > \g
est une maniere intelligente de stocker les informations contenues de maniere statistique dans la
liste de données V}, - Vi ; lorsque ¢ << n, il y a donc un gain évident au niveau de la compression
d’information, ce qui est évidemment tres appréciable du point de vue pratique.

Dans le cadre euclidien (donc réel), les endomorphismes normaux ne sont pas dia-
gonalisables : par exemple, si F = R? avec le produit scalaire usuel de la géométrie

euclidienne plane
X1 X9
) = X122 + ;
<<y1> <y2)> 12 T Y1lY2

I’opérateur de rotation d’angle #, de matrice

(cos@ —sinH)
sinf cos@



est un opérateur normal (il est méme orthogonal donc T o T* = T* o T' = Id), mais
non diagonalisable (il n’y a d’ailleurs pas de valeur propre réelle) si § Z 0 (modulo
7). Cependant, les corollaires 2.1 et 2.2 subsistent dans le cadre réel.

Corollaire 2.3 Soit A une matrice n X n a coefficients réels symétrique ; il existe
une matrice n X n orthogonale O € O(n,R) et une matrice diagonale

D = diag(Ay, ..., An)
de nombres réels telles que
A=0eDe0*=0eDeO};

en particulier, A est diagonalisable dans une base de vecteurs propres orthonormée
pour le produit scalaire usuel sur R™.

Preuve. On remarque que A considérée comme matrice a coefficients complexes est
hermitienne et I’'on apphque le corollaire 2.1. 1l existe une base de C", constltuee
de vecteurs Vl, . V de C", orthonormée pour le produit scalaire de C", avec V
vecteur propre du C-endomorphisme 7' de C" de matrice A dans la base canonique.
Si Eyy, ..., B, sont les sous-espaces propres de T correspondant aux valeurs propres
distinctes (et réelles car 7" est hermitien) Ay, ..., Ay, on voit que

p
"= @E)\j ’
j=1

ce qui implique
R" =Y {Re(V); V € By, }; (2.47)
7j=1
or, comme la matrice dans la base canonique de T est réelle (c’est A) le R-sous-
espace de R" o
By, :={Re(V); V € By}

constitué des vecteurs partie réelle d'un élément de E,; (on vérifie tout de suite que
c’est bien un R-sous-espace vectoriel car Ey; est un C-espace vectoriel) est constitué
de vecteurs propres pour le R-endomorphisme 7" de R" représenté par A dans la base
canonique. On a donc, compte-tenu de la proposition 1.5, que T est diagonalisable
puisque

P
Z Ker (/\JIan — T) =N
j=1
a cause de (2.47). Les sous-espaces propres (réels cette fois) F), sont orthogonaux
(dans R" cette fois) car on a F); C Ej; (si'on considére R" inclus dans C") et que la
restriction du produit scalaire canonique sur C" x C" a R" xR" est le produit scalaire
canonique sur R" X R"™). On construit un systéme orthonormé de vecteurs propres en
construisant (via le procédé de Gram-Schmidt) une base orthonormée pour chaque
sous-espace propre Ker (\;Idg» — T'), j = 1,...,p, puis ensuite en juxtaposant ces
divers systemes. C’est d’ailleurs la la maniére pratique de faire : chercher les sous-
espaces propres, trouver dans chacun d’eux des bases de vecteurs propres, appliquer
enfin Gram-Schmidt pour orthonormaliser ces bases. <

Remarque I1.13. Les valeurs singulieres (exemple 11.9,(1)) d’une matrice symétrique réelle sont
les valeurs absolues des valeurs propres de cette matrice.



Corollaire 2.4 Soit E un R-espace euclidien, le produit scalaire étant noté (, ) et
Q une forme quadratique sur E ; il existe une base (Uy,...,0,) de E, orthonormée
relativement a ce produit scalaire, et telle que, dans cette base, on ait

k=1 k=1
ol )\k = Q(’Uk), k= 1, ey T

Preuve. Soit B := (€}, ..., €&,) une base orthormée de E et Mp la matrice de Q dans
cette base (le coefficient a; ; de cette matrice est par définition le nombre ©(¢;, €;),
ou O désigne la forme bilinéaire symétrique obtenue en polarisant Q); c’est une
matrice réelle symétrique et I’on peut donc appliquer le corollaire 2.3, disant que

MH,B:O.D.O*a

ol O € O(n, R) est orthogonale. Dans la base (1, ..., #i,), o0 7; = O(€;), j =1, ...,n,
la forme quadratique s’écrit

Q(Z Xﬁk) =Y M X;
k=1 k=1

D = diag (A1, ..., An)-
Le corollaire est bien ainsi démontré.

Remarque I1.14. Ce corollaire complete, dans le cas K = R, le théoréme de Gauss 2.1 : non
seulement il est possible de trouver une base orthogonale relativement & la forme bilinéaire © cor-

respondant & une forme quadratique @ donnée, mais encore on peut faire en sorte que la base

trouvée soit aussi orthonormée relativement & un produit scalaire donné a priori sur E (ce qui fait

qu’en travaillant dans E, on travaille dans le cadre euclidien). La base trouvée est simultanément
orthogonale pour © et orthonormée pour le produit scalaire (, ). C’est pourquoi on appelle la
conclusion du corollaire 2.4 le principe de réduction simultanée des formes quadratiques (on réduit

simultanément la forme quadratique donnée et la forme || ||? induite par le produit scalaire).

Exemples I1.11.
— si V4,...,V,, sont n vecteurs de RV, avec

Zj,N

(par exemple n mesures d’'une méme expérience physique) et si

la matrice [a;,;]1<i,j<n (dite matrice de corrélation des vecteurs V;) est la matrice d’un en-
domorphisme symétrique; c’est donc une matrice symétrique réelle diagonalisable (sur R"),
d’ailleurs dans une base orthonormée de vecteurs propres (corollaire 2.3) ;

— si 171, ,Vn sont n vecteurs de R™ (ou plus généralement d’un R-espace euclidien E de
dimension N), la forme quadratique positive sur R"

2 n n
(e th, i)
k=1 =1

Z1

In

n
E xr Vi
k=1




(de matrice dans la base canonique de R" la matrice de Gram des vecteurs V;-, j=1,..,n)
s’exprime (corollaire 2.4) dans une judicieuse base orthonormée (71, ...,0,) de R™ sous la

forme
n n
Q(ZXkﬁk> =Y MX;
k=1 k=1

ol les nombres réels positifs (ou nuls) Ay, ..., A, sont les valeurs propres de la matrice de
Gram des Vj, j = 1,...,n. Les éléments de E définis par

- n —
W; = E Uk Vi
k=1

si
Uj,1

St
Il

Uj,n

— —
sont les modes propres relatifs 3 la famille V1, ..., Vv ; comme dans le cas complexe (exemples
I1.10), ils jouent un rdle important dans ’approximation simultanée au sens des moindres
carrés des vecteurs de données réelles Vi, ..., V.

FIN DU CHAPITRE II ET DU COURS D’ALGEBRE



