


L’anneau Z des entiers relatifs

Construction de I’'anneau ordonne
(Z,+,X)

Un exemple de calcul algebrique :
I'identité de Bézout

@ % %
m Francois Viete Etienne Bézout \-l\

1540 - 1603 1730 - 1783




La construction de Z a partir de
I’ensemble N x N des couples

daentie* itlfs ou nuI

[(ab)={ () ;a+q=b+p)}

Si b > a, la classe [(a,b)] est notée
b-a
Si a > b, la classe [(a,b)] est notée
- (a-b)
Si a = b, la classe [(a,a)] est notée
0
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... et un ordre total prolongeant
I’ordre sur N en incorporant les
deux regles additionnelles
suivantes :

Si a et b sont des éléments de N, -a est

inférieurou égala b
Si a et b sont des éléments de N, -a est

inférieur ou égal a -b si et seulement sib
est inférieur ou égal a a.

L’ordre est compatible aux deux opérations



(Z,+) groupe
abélien

Proprietés des operations
+ (Z,+,X) anneau
Commutativite commutatif unitaire
X+Y=y+X
Associativité
X+(y+2)= (X+Yy)+Z X

Elément nheutre 0
Commutativité
X+0=0+X =X -
Xx Y=y x X

Tout élément x admet

un «0 ppose» =X Associativité
X+(-X) — (-X)+X =0 XX (Y X Z)= (X X y) &
Element unite 1=[(0.1

Addition

Multiplication

Distributivité mult/addition
Xx(y+Z)=(Xxy)+(xxz) Xx1=1xx=x




Proprietés de Z liees a I'ordre

Toute partie non vide et minorée admet
en son sein un plus petit element
(borne inférieure)

Toute partie non vide et majoréee admet
en son sein un plus grand élement
(borne supérieure)
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La division dans Z

Soient A et B deux entiers relatifs :

On dit que B divise A s’il existe un entier
relatif q tel que A=Bq.

PGCD (A,B) := PGCD (|Al,|B|)
(si A,B non tous les deux nuls)




Le théoreme de Bézout
1. Clause d'existence

Soient a et b deux entiers relatifs
non tous les deux nuls et d leur PGCD

Il existe au moins un couple d’entiers
(u,,v,) dans Z2 tel que : .

au,+bv,=d 4 ' ()




Une démarche algorithmique récursive
fonction [PGCD,u,v] = bezout (a,b)

X=a,
y = abs(b) ; a=bq,+r,
[q,r] =div (x,y) ;
SIY ==

u=0 ;

v=1;
sinon

[d, u,,v.] = bezout (y,r) ;

PGCD=d ’

u=yv,;

v = sighe (b) . (u,- q.v,) ;
fin

'vi=0ysd+0  PGCD (ry,r)=d

d=ry,—0Oyfyy = o= On (s = O Tyo) = .o =ua+vb




Le théoréeme de Bézout
2. Clause d'unicite
On suppose a et b non nuls, de PGCD

égalad,aveca=da’,b=db’ et
PGCD(a’,b’)=1

Les solutions (u,v) dans Z2 de I'équation

au+bv=d (%)
sont exactement les couples de la forme
(u, + b’ k,v,—a’ k)
ou k désigne un entier arbitraire et
(u,,v,) une solution particuliere de (*)




~ Le lemme de Gauss

Soient-a €t b deux entiers relatifs nonnuls

__—-On suppose PG?D ;(':a,b) =1

Alors, si ¢ est un nombre entier '
relatif tel'que b dwnse ac, nécessalrement
b lelse C. |

Carl F. Gauss (1777-1855)




Le théoreme d’Euclide
(élargi a 2)

Soient a un entier relatif et b un entier positif non nul.
Il existe un UNIQUE couple d’entiers (g,r) tels que :

a=bq+r

‘r est entre 0 (inclus) et b-1 (inclus)‘

Définition : le nombre r est dit RESTE dans la division EUCLIDIENNE de a par b.
Le nombre q est dit QUOTIENT dans la division EUCLIDIENNE de a par b.




Nombres rationnels
Nombres réels

Fractions et developpements decimaux periodiques :
deux approches des rationnels

Une approche de I'ensemble des nombres reels
Suites de nombres reels

Les opérations sur R

Le lemme des « gendarmes»

Borne supeérieure, borne inférieure d’un sous-
ensemble de R

Intervalles de R ; la propriété des « segments
emboités» ; non dénombrabilité de R

La droite numeérique achevee



Fractions : la construction de Q@
a partir de I’'ensemble Z x N*

le point de vue « abstrait »

[[(a,b)]] = { (p.q) dans ZxN*;aq =pb }

La classe [[(a,b)]] est notée
a/b

/ Dénominateur

Numerateur




Z sous-ensemble de Q@

Q\ Z = {[[(a,b)]] ; a non multiple de b}

Z2={[[(a,b)]] ; a multiple de b}

Deux operations ...
[[(a,,b,)]] +[[(axb,)]] := [[(a, b,+a, b, , b, b,)]]

[[(a;;b,)]] x [[(a,,b,)]] := [[(a;a, , b;b,)]]



Distri

(Q ,+) groupe
abélien

Addition  propriétés des opérations
+ (Q,+, x) corps

Commutativité commutatif

X+V=V+X - u -
Associativité Multiplication
X+(Y+2)= (X+Y) +2
Elément neutre 0 :
X+t0=0+Xx=X x
X+(-X)=(-X) +x=0 Xxy=y x X

: iativité

Xx(yx2)=(Xxy)x2z

Elément unité 1 = [[(1.1]]:
Xx1=1xxXx=X

ivité mul ition Tout élément non nul admet un inverse pour la
multiplication :

xx (y+2) = (xxy) + (xx 2) [[a,b)]] x [{(b.a)]] = 1




Fractions : developpements
décimaux

le point de vue « concret » (hérité de I'enseignement primaire)




Rationalité développement décimal
periodique
23456 0 33567
33158 O

0,69

L'un des 33567
restes possibles !




Developpement decimal periodique
rationalité

X = 12, 431572
1000 x — 12431 = 0, 572

1000 (1000 X — 12431)= 572, 572
1000 (1000 x -12431) — 572 = 1000 x - 12431

X = (999 x 12431 . 572)/999000




Fractions : écriture décimale et
décimaux

x =fm + o, d1 d2 d3 d4 L LR dp L L R L L
‘\'\ ddcimzlas

Pziriie arjijare

m+0,d d,d.d,.. d, 0

romoras dacirzitg

m+0,d, d,d,d,.. (d-1) 9




Un« manque »aQ:un
ensemble majoré n’a pas
nécessairement de plus petit
majorant dans Q !

Exemple : ’'ensemble des hombres
rationnels positifs dont le carre est
inferieur ou égal a 2!

Il faut en connaitre une
(ou plusieurs) preuves !!




Une approche de I'ensemble des _
nombres reels : les developpements
décimaux « illimités »

X =fm "!" 0, d'l d2 d3 d4 nan dp .-
1 ‘\;\._ _cJ_:Z,y]maJes;

Pziriie arjijars
- 9

@='{developpements illimites
avec motif periodigue}




Un ordre sur R

x=m+0,d,d,d,d, ... d .

p

X=m+0,d’d; d d; ... d ..

P

x est «i nferieur ou égal a X’» si et seulement si m
est inférieur ou eégal a m’ et si la suite (d.),

précede la suite (d’.), pour I'ordre lexicographique
construit a partir des lettres {0,...,9}




Suites de nombres reels et
convergence =D

X, =m, +0$ dzdfsg,m... ?n,p...
X= +0 d, d,... d...

La suite de nombres réels (xn)n converge vers. le
nombre réel x si et seulement si :

1. La suite d’entiers relatifs (m,), finit par
«s tationner "» pour n assez grand a I’entier relatif m

2. Pour tout entier positif p, la suite de chiffres (d, ),
finit par «<s tationner: » pour n assez grand a I’entier




Une propriete essentielle des suites
monotones de nombres réels

Toute suite (x_ ), de nombres réels
croissante (au sens de:l’ordre) et
majorée est convergente

Toute suite (y,), de nombres réels

décroissante (au sens de I’ordre) et
minorée est convergente




Les operations sur R

2

Z, (décimaux)

(décimaux)



Ordre et operations

Compatibilitée des deux opérations avec
I’ordre

R est archimédien : étant donnés deux
nombres reels x ety avec x >0, il existe
un entier Ntelque Nx'>y




Addition Proprietés des opérations

+ (R,+, X) corps

(R ,+) groupe
abélien commutatif

Commutativité

X+Y=Y+X REWE o o
Associativits Multiplication
X+(Y+2)= (X+Y) +2

Elément neutre 0 ;

x+0 =,0’+ X=X x

Tout élement x admet un « opposeé » -x_ Commutativité

X+ (-X)=(-X) +x=0 Xxy=y x X
) iativité

Xx(yx2)=(Xxy)x2z

Elément unité 1;
Xx1=1xXx=Xx

Distributivité mul ition Tout élément non nul admet un inverse pour la
multiplication :

xx (y+2) = (xxy) + (xx 2) xy=yx =1




Suites adjacentes et lemme
« des gendarmes »

Soient deux suites (x,), et (y,), de nombres réels telles que :

1. Pour tout n dans N, les nombres
X.» Xo.0 Youts Y SONt rangés dans cet

ordre (croissant)

2. La suite (y,-X.), converge vers 0
Les deux suites (x,), et (y.), sont dites adjacentes

Lemme des gendarmes : « deux suites
de nombres réels adjacentes sont toutes

eux convergentes vers un méme nombre

[ &2¢ »




Un exemple d’application : a la
recherche des décimales de &

u=4(1-13+1/5+ ... +1/(4n-3) — 1/(4n-1))
v.=U_, +4/(4n+1) [deux suites adjacentes !]

ou par la formule de John Machin (1680-1752)




R vérifie la « propriété de la
borne supérieure »

Soit A un sous-ensemble non vide et majoré
de R ; 'ensemble des majorants de A admet
dans R un plus petit élément (noté sup(A)).

Cet élément est appelé borne supérieure de A

Caractérisation de sup (A) (deux clauses)

1. C’est un majorant de A

2. Si.y=< sup(A), il existe toujours au moins un point x de A
avec y<x et x inférieur ou égal a sup (A)




Une esquisse de preuve viale
« |lemme des gendarmes »

sSup(A) = lim (¢ )= lim (y.)



Ildem en ce qui concerne la
« propriété de la borne

inférieure »

Soit A un sous-ensemble non vide et minoré
de R ; 'ensemble des minorants de A admet

dans R un plus grand élément (noté inf(A)).

Cet élément est appelé borne inférieure de A
Caractérisation de inf (A) (deux clauses)

1. C’est un minorant de A

2. Si .y > inf (A), il existe toujours au moins un point x de A
avec x<y et x supérieur ou égal a inf (A)




La valeur absolue

IX| :=sup ({x,-x})

xy|=Ix| lyl

x+Vy| - |x| +]|y|(inégalité triangulaire,
volet de droite)

L Ix| = 1yl| [x-1y|(inegalite
triangulaire, volet de gauche)




Quantifier la notion de convergence :

Une suite (x ), de nombres réels converge
vers un hombre réel x si et seulement si :

Pour tout & positif,
il existe N(g) dans N,

tel que :

n >N(g) X~ X | <€




Limites et operations

lim(x) =xetlim(y,)=y lim (X, +Y,) = X+Y
lim(x ) =xetlim(y,) =y im(xy) =xy
lim (x_) = x (non nul) lim(1/x) =1/x’
lim (x,) =x lim (|x,)) =Ix

(*) x,, est forcément non nul pour n assez grand




Intervalles (bornes) de R

Intervalles guverts :
la,b[ ={x ; a<x<b}

Intervalles fermés
[a,b] ={x;a < x < b}
(on dit aussi «segments»)

Intervalles semi-ouverts (2 types) :
[a,b[ ={x ; a < x < b}

Ja,b] ={x;a < x < b}




Intervalles (non bornes) de R

Intervalles guverts : 3 types
{x; x<b},{x;x>a},R

Intervalles fermés : 3 types
{x;x< b}, {x;x>a},R




Intérieur, adherence

intérieur (1) : 0
|\ {bornes (sup et inf)} =1

adherence (l)

| U {bornes (sup et inf)} = 1




R verifie le principe des
« segments emboités »

([a,,b.]), est une suite de segments
emboités les uns dans les autres (au sens ou
[a,..,,b,..] estinclus dans [a,,b.] pour
tout n) , il existe nécessairement au moins
un point dans tous les segments [a,,b, ].




Une application du principe des segments
emboites : la non-dénombrabilité de R

X X5 Xy - (preuve par I'absurde)




Sous-ensembles ouverts

Un ouvert U de R est un sous-ensemble
voisinage de chacun de ses points, ce qui
signifie :

Pour tout x dans U,

il existe un intervalle ouvert borné
I, contenant x et inclus dans U

R R |




Sous-ensembles fermés

Un sous-ensemble F de R est dit fermé

si et seulement si son complémentaire
est ouvert.




Intérieur, adhérence, frontiere
d’un sous-ensemble E de R

L’intérieur E d’un sous-ensemble E de R est
le plus grand sous-ensemble ouvert de R
inclus dans E

L’adhérence E d’un sous-ensemble E de R
est le plus petit sous-ensemble fermé de R

contenant E




Caractérisation de 'adhérence

Un point x de R est adhérent a

un sous-ensemble E si et seulement si
on peut l'atteindre comme limite d’une
sSuite de points de E.




La droite numérique «achevée»

R

Adjonction a R de deux éléments




La droite numeérique «achevee»
(une autre maniere de proceder)

R
- ﬁ\\
~

L’infini

Adjonction a R d’un élément




Retour au premier point de vue
(deux points a I’'infini)

Une suite (x ). de nombres réels tend
vers «plus l'infini» si et seulement si :

PourtoutA>0,
il existe un-entier N=N(A) dans'N tel que :

A:NA) = x.SA




Une suite (x_ ). de nombres réels tend
vers «moins l’'infini» si et seulement si :

PourtoutA>0,
il existe un entier N=N(A) dans N tel que :

n %N(A) N X <= A




Attention aux formes indeterminées !

nz-n?

quand n tend vers + l'infini

(log n) /n=(1/n) x log n ?

Lim(@, nP+a, nf' +...+a)=

+ linfini sia,>0

= Pinfini sia, <0



(2, — 0)A (Ja,b e R, Wn a <y, <b)

I

|

(2 — Foo) A(Ja e R, Vn,y, > a
(2y — —00) A (FBER, ¥n, y, <b

2y — Foo) A (e >0 W >>0 )y, >¢

(@ — —00) A (e >0 ¥ >>0y, >¢

(Zp — Fo0) A (Je >0, Yn >> 0y, < —¢

L/ A

(Zy — —00) A (e >0, Vn >> 0y, < —c



Le plan R? et les nombres
complexes

Le plan R?

Le corps (C, +, X)

Module et argument

La fonction exponentielle complexe et les
formules de Moivre et d’Euler

Résolution dans C de I'’équation algébrique
Z2"=A

Résolution dans C des équations du second
degré




Le plan R? : une structure
d’espace vectoriel

Addition (loi interne)
(X5 Y1) + (X35 ¥2) 1= (X 4X5, Yi+Yy)

(pour (%, ,y,), (X, ¥,) dans R?)

Action « externe » de R sur R?
a.(x,y)=(axx,axy)

(pour a dans R, (%, y) dans R?)




Les regles regissant les deux
opérations (interne et externe)

(R%,+) est un groupe abélien
a.(b.(xy))=(axb).(xy)

(a+b) . (x,y) =a.(xy) +b. (xy)
a. ((X1 Y1) + (%, :yz)) =a.(X,,y,) +a.(X,,)y,)
1. (%y) = (%,y)

(R2,+,.) R-espace vectoriel




Applications lineaires du plan
dans lui-meme

L(a.(x,,y,)+b.(x2,y2))=

a.lL ((x,,y,)) +b.L ((xz :yz))




Application linéaire  tableau 2 x 2

Matrice de L
L ((1 ,0)) = (a ) c)

a b
L ((0,1)) =(b, d) ( s dl)

L((xy) =(ax+by,cx+dy)



Composition des applications linéaires et

«produit» de tableaux 2 x 2
8,




Les complexes ; pourquoi ?
Des motivations issues de la
physique (et quelques noms)

Hydrodynamique, Mécanique des (=
fluides (A. Cauchy, G. Stokes, ...) ‘

AStronomie et Mécanique Céleste Augustin Cauchy

1789-1857

(P. S. Laplace,...)

Mécanique Ondulatoire, ﬁ
Thermodynamique, Optique,
Electromagnétisme (.l. B. J. Fougje Joseph Fourier
J. C. Maxwell, ..) ==

b Pierre Simon Laplace ;& ’ James C. Maxwell
1749-1827 [ 4 1831-1879




Quelles sont les applications linéaires

preservant les angles orientés des figures ??

Le principe
de moindre action M

cos O -sin 6 rcos® -rsin®

sin® cos®© rsin® rcos®




L’ensemble des nhombres
complexes (I'ensemble C)

TR
;+|b >_a ( 1 ),.th (° "‘)

%



L’addition sur C

a,+a, =(b,+b,)

a, b,+b, a,+a,

(a, +ib,)+(a, +ib,) :=(a+a,) +i(b,+b,)




(a,+i b)) x (a, +ib,) = (a,a,-b,b,) +i(ab, + b, a,)

La Multiplication |2 b,

Sur C

(&, -b, | | ababs) |

b z) ‘31 b,+b,a, \ F1az‘b1 b, \




Inverse d’un element non nul
pour la multiplication




Addition

+ (C ,+) groupe
abélien

Commutativité
Z,42,=2,+2,
Associativité
Z,+(2,+2,)= (2,+2,) +2,
Elément neutre 0 :
z+0=0+2z=2

Tout élément z admet un « opposé » -z_

z+(-2)=(-2) +z=0

Distributivité mul ition
Z, x (2,+25) = (2, x 2,) + (2, x Z;)

Propriétés des opérations

(C,+, x) corps

commutatif

Multiplication

Commutativite X

2,x2,=2,x 2
Associativité
2, x(2,x2)= (2, x2,) x 2,

2x1=1x2=2

Tout élément non nul admet un inverse pour la
multiplication :

22'=2'2 =1




Module et argument (d’un

nombre complexe non nul)
| 1]

z= a+ib

a=rcos(9)
b=rsin ()

r = |2] = (a%+b?)'? : module (amplitude) de 2
O (modulo 2 T) = arg (2) : argument (phase) de 2




lexe
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o
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Quelques formules utiles (sans
ambiguite)
21 = 12

|z1 Z, | = |Z1 |x|22|

Zz)P=2z 2

Z1+22=;1+;2

_ = - 1z = ;Ilzl2
2,2,=2, 2,




D’autres formules (a manier avec
précaution !)

arg (z, z,) = arg (2,) + arg (2,)

arg (;) = =arg (z) sizest non nul

Attention !! Ce sont des égalités
entre classes de nombres réels

modulo 27




La fonction exponentielle

surR: exp (X +x)=exp (x) exp (%)

sur C: exp (x+iy) := exp (%) x (cos (y)+i sin(y))

surC: exp(z, +2)=exp(z)exp(z,)

En particulier : exp (2) = 1/(exp (-z)) [non nul]




i2=-1

\‘/
it = 1

®

N\
N\

fonction exponentielle

e=exp(1)= e' =2.718281828459045235A1...



Formes trigonométriques, forme
cartésienne d’'un nombre complexe

Forme trigonométrique i Z2=rcosO+irsino

(avec r=|z| et © = arg (z) [modulo 2 T))

Autre torme trigonométrique 1z =rexp (i) |

(avec r=|z| et © = arg (z) [modulo 2x))

Forme cartésienne: | z= a+ib|
(avec a = Re (z) [partie reelle] et b= Im (2)
[partie imaginaire))




Les formules de MOIVRE

cos(nd) = Z (22) (—1)7{sin 8)% (cos )"~ 27
{pEN; 2pin}
sin(nd) = Z (Qpi 1) (—147(sin ﬁ)gPJrl(chﬁ)”_(EPJrl]

{pel; 2p41<n}

(cos O + i sin 0 )" = (e°)" = cos (nB) + i sin (nO)



Les formules d’Euler

L {0\ 1 n
n z{n—ﬂk]ﬂ o -3
(cosd)” = o 2 (k) € = o E (k) cos((n — 2k)0)

. (—1)" = 1 o
sin 87 = 1 kEz{ﬂ 2k)e
ainey = = ;ﬂ(k)( |
& L 5 Py ® cos = 81 N=
= () et ke n =
(_ Sp+1

T QEPIJBT kz:n (2}9;— 1) (_l)k sin((2(p — k) + L@ sin=2p+1.

cos 0 = (e + e'?9)/2 sin 0 = (-i/2) (e®® — e™)




Résoudre az2+bz+c=0

az2+b z+c = a(22+(b/a)z) + ¢
= a ((z+ bi(2a))? - ([bj-4ag{l(4a2))

O= discriminant

Xz = (b2-4ac)/(4a?) 3 (dans C) deux

racines X=u et X=-u distinctes si
b%-4ac est non nul




Conclusion : 2 cas a distinguer

Si b? -4 ac =0, il y a une seule solution
donnée par z = -b/(2a)

Si b?-4 ac non nul, il yadeux
solutions données par :

z, = -b/(2a) - u/(2a)
z, = =b/(2a) + u/(2a)

uz=hb2-4ac




onstruction




Cas particulier : a,b,c réels et 6 <0




Autres relations utiles pour le
calcul de la racine carrée

Re( 22) = x2-y?
[22] = X24y?

X2 =[|2?| + Re(z?)] /2
2 =[|z%| -Re(z*)]/2
Im(22) =2xy
signe(lm(z?))= signe (xy)

Détermination des racines
De 22 =A sans ambiguité




Fin du chapitre 2




