
     

II. Nombres entiers, rationnels, II. Nombres entiers, rationnels, 
réels et complexesréels et complexes

• L’anneau L’anneau ZZ des  des entiers relatifsentiers relatifs
• Nombres Nombres rationnelsrationnels et nombres  et nombres réelsréels
• Le plan RLe plan R22 et les nombres  et les nombres complexescomplexes  



     

  L’anneau L’anneau ZZ des  des entiers relatifsentiers relatifs  

• Construction de l’anneau ordonné Construction de l’anneau ordonné 
(Z,+,x)(Z,+,x)

• Un exemple de calcul algébrique : Un exemple de calcul algébrique : 
l’l’identité de Bézoutidentité de Bézout  

François Viète François Viète 
1540 – 1603 1540 – 1603 

Etienne Bézout Etienne Bézout 
1730 – 1783 1730 – 1783 



     

La construction de Z à partir de La construction de Z à partir de 
l’ensemble N x N des couples l’ensemble N x N des couples 
d’entiers positifs ou nuls :d’entiers positifs ou nuls :  

[(a,b)] = [(a,b)] = {{ (p,q) ; a  (p,q) ; a + q+ q = b  = b + p+ p  }}  

  Si b > a, la classe [(a,b)] est notée Si b > a, la classe [(a,b)] est notée 
                                                      b­ab­a  
Si a > b, la classe [(a,b)] est notée Si a > b, la classe [(a,b)] est notée 
                                              ­ (a­b)­ (a­b)  
Si a = b, la classe [(a,a)] est notée Si a = b, la classe [(a,a)] est notée 
                                                        00

GAINGAIN

PERTEPERTE



     

              N sous­ensemble de ZN sous­ensemble de Z    

ZZ   [(a,b)], b>a ou a=b[(a,b)], b>a ou a=b               N               N[(a,b)], b<a[(a,b)], b<a           Z\N            Z\N 

[(a[(a1 1 , b, b11)] +[(a)] +[(a2 2 , b, b22)] := [(a)] := [(a11+ + aa2 2 , b, b1 1 + + bb22)])]

[(a[(a1 1 , b, b11)] )] xx [(a [(a2 2 , b, b22)] := [(a)] := [(a11bb2 2 + + aa22bb1 1 , a, a11aa2 2 ++ b b11bb22)])]  

Deux opérations …Deux opérations …  



     

• Si a et b sont des éléments de N, ­a est Si a et b sont des éléments de N, ­a est 
inférieur ou égal à b inférieur ou égal à b 

• Si a et b sont des éléments de N, ­a est Si a et b sont des éléments de N, ­a est 
inférieur  ou égal à –b si et seulement si b inférieur  ou égal à –b si et seulement si b 
est inférieur ou égal à a.est inférieur ou égal à a.  

… … et un ordre total prolongeant et un ordre total prolongeant 
l’ordre sur N en incorporant les l’ordre sur N en incorporant les 
deux  règles additionnelles deux  règles additionnelles 
suivantes :suivantes :  

L’ordre est compatible aux deux opérationsL’ordre est compatible aux deux opérations



     

• Commutativité Commutativité 
        xx++y=yy=y++x x 
• AssociativitéAssociativité  
        xx++(y(y++z)= (xz)= (x++y)y)++z z 
• Elément neutre 0 Elément neutre 0     
        xx++0 = 00 = 0++x = x x = x 
• Tout élément x admet Tout élément x admet 

un «o pposé»  ­x un «o pposé»  ­x       
        xx++(­x) = (­x)(­x) = (­x)++x = 0x = 0  
  

• Commutativité Commutativité 
        x x xx y=y  y=y xx x  x 
• AssociativitéAssociativité  
        xx  xx  ((yy  xx  zz)= ()= (xx  xx y y) ) xx  zz  
• Elément unité 1=[(0,1)] Elément unité 1=[(0,1)]     
        xx  xx 1 = 1  1 = 1 xx  xx =  = xx  

  

Addition Addition 

MultiplicationMultiplication

Distributivité mult/additionDistributivité mult/addition    
x x xx (y+z) = (x  (y+z) = (x xx  y) + (x y) + (x xx  z)z)

(Z,+,x) anneau (Z,+,x) anneau 

commutatif unitairecommutatif unitaire  

(Z,+) groupe (Z,+) groupe 
abélienabélien

Propriétés des opérationsPropriétés des opérations

xx

++



     

Propriétés de Z liées à l’ordrePropriétés de Z liées à l’ordre

Toute partie Toute partie non vide et minoréenon vide et minorée admet  admet 
en son seinen son sein un plus petit élément  un plus petit élément 
(borne inférieure)(borne inférieure)  

Toute partie Toute partie non vide et majoréenon vide et majorée admet  admet 
en son seinen son sein un plus grand élément  un plus grand élément 
(borne supérieure)(borne supérieure)



     

Un exemple de calcul algébrique Un exemple de calcul algébrique 
dans Z : l’dans Z : l’identité de Bézoutidentité de Bézout

1730 ­ 17831730 ­ 1783



     

                      La division dans ZLa division dans Z

Soient A et B deux entiers Soient A et B deux entiers relatifsrelatifs :  : 

On dit que On dit que B divise AB divise A s’il existe un entier  s’il existe un entier 
relatif q tel que relatif q tel que A=BqA=Bq.   .   

      PGCD (A,B) := PGCD (|A|,|B|)PGCD (A,B) := PGCD (|A|,|B|)  
  (si A,B non tous les deux nuls)(si A,B non tous les deux nuls)



     

Soient a et b deux entiers relatifs Soient a et b deux entiers relatifs 
non tous les deux nuls et d leur PGCDnon tous les deux nuls et d leur PGCD  

Il existe au moins un couple d’entiers Il existe au moins un couple d’entiers 
(u(u00,v,v00) dans Z) dans Z22 tel que : tel que :  

  a ua u00 + b v + b v00 = d           (*) = d           (*)  

  Le théorème de BézoutLe théorème de Bézout
    1.1.  Clause d’existenceClause d’existence  



     

Une démarche algorithmique Une démarche algorithmique récursiverécursive
fonction [PGCD,u,v] = bezout (a,b)fonction [PGCD,u,v] = bezout (a,b)    

a = b q0 + r0          

b = r0 q1 + r1          

r0 = r1 q2 + r2          

….. …….     …….
rN­3 = qN­1 rN­2 + rN­1 

rN­2 = qN rN­1 + d     

rN­1 = qN+1 d + 0      PGCD (rN­1,rN) = d      

d =d = r rN­2N­2  – q– qNN r rN­1N­1  ==  rrN­2N­2  – q– qNN  ((  rrN­3N­3  – q– qN­1N­1  rrN­2N­2))  = …= …  ==  uu  a + a + vv b b  

x = a ;
y = abs(b) ; 
[q,r] = div (x,y) ;
si r == 0 
    PGCD = y ;
    u=0 ; 
    v=1 ;
sinon
    [d , u1 ,v1] = bezout (y,r) ;
    PGCD = d ;
    u = v1 ;
    v = signe (b) * (u1­ q*v1) ;
fin



     

On suppose a et b non nuls, de PGCD On suppose a et b non nuls, de PGCD 
égal à d, avec a = d a’, b = d b’ et égal à d, avec a = d a’, b = d b’ et 
                                  PGCD(a’,b’)=1PGCD(a’,b’)=1  
Les solutions (u,v) dans ZLes solutions (u,v) dans Z22 de l’équation  de l’équation   

            a u + b v = d           (*)a u + b v = d           (*)  

Le théorème de BézoutLe théorème de Bézout
      2.2.  Clause d’unicitéClause d’unicité

sont exactement les couples de la forme sont exactement les couples de la forme 
                              (u(u00 + b’ k, v + b’ k, v00 – a’ k) – a’ k)
où k désigne un entier arbitraire et où k désigne un entier arbitraire et 
(u(u00,v,v00) une solution particulière de (*)) une solution particulière de (*)



     

Soient a et b deux entiers relatifs non nulsSoient a et b deux entiers relatifs non nuls  

On suppose PGCD (a,b) =1On suppose PGCD (a,b) =1    

Alors, si c est un nombre entier Alors, si c est un nombre entier 
relatif tel que b divise ac, nécessairementrelatif tel que b divise ac, nécessairement
b divise c.b divise c.      

  Le lemme de GaussLe lemme de Gauss

Carl F. Gauss (1777­1855)Carl F. Gauss (1777­1855)



     

          Le théorème d’EuclideLe théorème d’Euclide
               (élargi à Z)                (élargi à Z) 

  Soient Soient a un entier a un entier relatifrelatif et b un entier positif  et b un entier positif non nulnon nul. . 
Il existe un UNIQUE couple d’entiers (Il existe un UNIQUE couple d’entiers (qq,,rr) tels que :) tels que :  

  a = b a = b qq +  + rr  
etet

r est entre 0 (inclus) et b­1 (inclus)r est entre 0 (inclus) et b­1 (inclus)

Définition : le nombre Définition : le nombre rr est dit est dit  RESTERESTE dans la division EUCLIDIENNE de a par b. dans la division EUCLIDIENNE de a par b.
Le nombre Le nombre qq est dit  est dit QUOTIENTQUOTIENT dans la division EUCLIDIENNE de a par b.  dans la division EUCLIDIENNE de a par b. 



     

Nombres Nombres rationnelsrationnels  
Nombres Nombres réelsréels    

• Fractions et développements décimaux périodiques : Fractions et développements décimaux périodiques : 
deux approches des rationnelsdeux approches des rationnels  

• Une approche de l’ensemble des nombres réels Une approche de l’ensemble des nombres réels 
• Suites de nombres réels Suites de nombres réels 
• Les opérations sur R Les opérations sur R 
• Le lemme des « gendarmes»Le lemme des « gendarmes»
• Borne supérieure, borne inférieure d’un sous­Borne supérieure, borne inférieure d’un sous­

ensemble de R ensemble de R 
• Intervalles de R ; la propriété des « segments Intervalles de R ; la propriété des « segments 

emboîtés»  ; non dénombrabilité de R emboîtés»  ; non dénombrabilité de R 
• La droite numérique achevéeLa droite numérique achevée  



     

Fractions : la construction de Fractions : la construction de QQ  
à partir de l’ensemble Z x N*à partir de l’ensemble Z x N*    

[[(a,b)]] = [[(a,b)]] = {{  (p,q) dans  Z (p,q) dans  Z xx N* ; a q  = p b N* ; a q  = p b  }}  

La classe [[(a,b)]] est notée La classe [[(a,b)]] est notée 
                                        a/ba/b

NumérateurNumérateur
DénominateurDénominateur

le point de vue « abstrait »le point de vue « abstrait »  



     

          ZZ sous­ensemble de  sous­ensemble de QQ    

[[(a[[(a11,b,b11)]] +[[(a)]] +[[(a22,b,b22)]] := [[(a)]] := [[(a1 1 bb22+a+a2 2 bb1 1 , b, b1 1 bb22)]])]]

[[(a[[(a11,b,b11)]] x [[(a)]] x [[(a22,b,b22)]] := [[(a)]] := [[(a11aa22 , b , b11bb22)]])]]  

Deux opérations …Deux opérations …  

Z=Z={{[[(a,b)]] ; a multiple de b[[(a,b)]] ; a multiple de b}}

Q\ Z = Q\ Z = {{[[(a,b)]] ; a non multiple de b[[(a,b)]] ; a non multiple de b}}



     

• Commutativité Commutativité 
              x+y=y+x x+y=y+x 
• AssociativitéAssociativité  
              x+(y+z)= (x+y) +z x+(y+z)= (x+y) +z 
• Elément neutre 0 :Elément neutre 0 :    
              x+0 = 0 + x = x x+0 = 0 + x = x 
• Tout élément x admet un « opposé » Tout élément x admet un « opposé » ­x­x  
                x+ (­x) = (­x) + x = 0x+ (­x) = (­x) + x = 0  
  

• Commutativité Commutativité 
              x x xx y=y  y=y xx x  x 
• AssociativitéAssociativité  
            x x x x (y (y xx z)= (x  z)= (x xx y y) ) xx z  z 

• Elément unité 1 = [[(1,1)]]: Elément unité 1 = [[(1,1)]]: 
              x x xx 1 = 1  1 = 1 xx x = x x = x
• Tout élément non nul admet un inverse pour la Tout élément non nul admet un inverse pour la 

multiplication : multiplication : 
              [[(a,b)]]  x [[(b,a)]] = 1[[(a,b)]]  x [[(b,a)]] = 1  
  

  

Addition Addition 

MultiplicationMultiplication

Distributivité mult/additionDistributivité mult/addition    
x x xx (y (y++z) = (x z) = (x xx y)  y) ++ (x  (x xx z) z)

(Q,+, x) corps (Q,+, x) corps 

commutatif commutatif   

(Q ,+) groupe (Q ,+) groupe 
abélienabélien

Propriétés des opérationsPropriétés des opérations

xx

++



     

Fractions : développements Fractions : développements 
décimauxdécimaux    

le point de vue « concret » (hérité de l’enseignement primaire) le point de vue « concret » (hérité de l’enseignement primaire) 



     

Rationalité           développement décimal Rationalité           développement décimal 
                                                            périodiquepériodique

2345623456   3356733567  00

0 , 60 , 6  
                      3315  83315  8

99
00

L’un des 33567L’un des 33567
restes possibles !restes possibles !



     

                                    ______
x = 12, 431572x = 12, 431572                                                                ______

1000 x – 12431 = 0, 5721000 x – 12431 = 0, 572
                                                                                              ______
1000 (1000 x – 12431)= 572, 5721000 (1000 x – 12431)= 572, 572

1000 (1000 x ­12431) – 572 = 1000 x ­ 124311000 (1000 x ­12431) – 572 = 1000 x ­ 12431

  x = (999 x = (999 xx 12431  12431 ++ 572)/999000 572)/999000

Développement décimal périodique Développement décimal périodique 
                                  rationalitérationalité  



     

Fractions : écriture Fractions : écriture décimaledécimale et  et 
décimauxdécimaux  

  x = m + 0, dx = m + 0, d11 d d22 d d33 d d44 …   d …   dpp ….. …..

Partie entièrePartie entière décimales décimales 

                                                                                      __
m + O,m + O,  dd11 d d22 d d33 d d44 …   d …   dN     N     00  

                                                                                                  __
m + O, dm + O, d11 d d22 d d33 d d44 …   (d …   (dNN­1)­1)            99  

==   nombres décimauxnombres décimaux



     

Un « manque » à Q : Un « manque » à Q : un un 
ensemble majoré n’a pas ensemble majoré n’a pas 
nécessairement de plus petit nécessairement de plus petit 
majorant dans Q !majorant dans Q !  

  Exemple :Exemple : l’ensemble des nombres  l’ensemble des nombres 
rationnels positifs dont le carré est rationnels positifs dont le carré est 
inférieur ou égal à 2 !inférieur ou égal à 2 !  

Il faut en connaître une Il faut en connaître une 
(ou plusieurs) preuves(ou plusieurs) preuves  !!!!



     

Une approche de l’ensemble des Une approche de l’ensemble des 
nombres réels : les développements nombres réels : les développements 
décimaux « illimités »décimaux « illimités »

  x = m + 0, dx = m + 0, d11 d d22 d d33 d d44 …   d …   dpp ….. …..

Partie entièrePartie entière décimales décimales 

Q= {développements illimités Q= {développements illimités 
avec motif périodique} avec motif périodique} 

  RR



     

Un ordre sur RUn ordre sur R

  x = m + 0, dx = m + 0, d11 d d22 d d33 d d44 …   d …   dpp ….. …..

  x’ = m’ + 0, dx’ = m’ + 0, d11’ d’ d22’ d’ d33’ d’ d44’ …   d’ …   dpp’ …..’ …..

x est «i nférieur ou égal à x’»  si et seulement si m x est «i nférieur ou égal à x’»  si et seulement si m 
est inférieur ou égal à m’ et si la suite (dest inférieur ou égal à m’ et si la suite (dnn))nn  
précède la suite (d’précède la suite (d’nn))nn pour  pour l’ordre lexicographiquel’ordre lexicographique  
construit à partir des lettres {0,…,9}   construit à partir des lettres {0,…,9}   



     

Suites de nombres réels et Suites de nombres réels et 
convergenceconvergence

  xxnn = m = mnn + 0, d + 0, dn,1n,1 d dn,2n,2 d dn,3n,3 d dn,4n,4 …   d …   dn,pn,p … …

  x = m +  0,  dx = m +  0,  d11   d   d22   d   d33   d   d44 …     d …     dpp … …
La suite de nombres réels La suite de nombres réels (x(xnn))nn  convergeconverge vers le  vers le 
nombre réel x si et seulement si : nombre réel x si et seulement si : 

1. La suite d’entiers relatifs 1. La suite d’entiers relatifs (m(mnn))nn finit par  finit par 
«s tationner » pour n assez grand à l’entier relatif «s tationner » pour n assez grand à l’entier relatif mm

2. Pour tout entier positif p, la suite de chiffres 2. Pour tout entier positif p, la suite de chiffres (d(dn,pn,p))nn  
finit par «s tationner » pour n assez grand à l’entier finit par «s tationner » pour n assez grand à l’entier 
ddpp  

xxnn = x(n) = x(n)



     

Une propriété essentielle des suites Une propriété essentielle des suites 
monotonesmonotones  de nombres réelsde nombres réels

• Toute suite (xToute suite (xnn))nn de nombres réels  de nombres réels 
croissantecroissante (au sens de l’ordre) et  (au sens de l’ordre) et 
majoréemajorée est est  convergenteconvergente  

• Toute suite (yToute suite (ynn))nn de nombres réels  de nombres réels 
décroissantedécroissante (au sens de l’ordre) et  (au sens de l’ordre) et 
minoréeminorée est est  convergenteconvergente



     

Les opérations sur RLes opérations sur R  

x        x        ++       y      =      ?       y      =      ?              

xxnn                xx       y       ypp    =    u    =    up,np,n        (décimaux)(décimaux)      

      x        x        xx                yypp      =    ?      =    ?              

      xxnn                ++      y      ynn    =     z    =     znn        (décimaux)(décimaux)      

x+yx+y

uupp

x        x        xx          y      =      ?          y      =      ?              xyxy



     

Ordre et opérationsOrdre et opérations  

• Compatibilité des deux opérations avec Compatibilité des deux opérations avec 
l’ordre l’ordre 

• R est R est archimédienarchimédien : étant donnés deux  : étant donnés deux 
nombres réels x et y avec x >0, nombres réels x et y avec x >0, il existe il existe 
un entier N tel que N x > yun entier N tel que N x > y  



     

• Commutativité Commutativité 
              x+y=y+x x+y=y+x 
• AssociativitéAssociativité  
              x+(y+z)= (x+y) +z x+(y+z)= (x+y) +z 
• Elément neutre 0 :Elément neutre 0 :    
              x+0 = 0 + x = x x+0 = 0 + x = x 
• Tout élément x admet un « opposé » Tout élément x admet un « opposé » ­x­x  
                x+ (­x) = (­x) + x = 0x+ (­x) = (­x) + x = 0  
  

• Commutativité Commutativité 
              x x xx y=y  y=y xx x  x 
• AssociativitéAssociativité  
            x x x x (y (y xx z)= (x  z)= (x xx y y) ) xx z  z 

• Elément unité 1: Elément unité 1: 
              x x xx 1 = 1  1 = 1 xx x = x x = x
• Tout élément non nul admet un inverse pour la Tout élément non nul admet un inverse pour la 

multiplication : multiplication : 
              x y = y x  = 1x y = y x  = 1  
  

  

Addition Addition 

MultiplicationMultiplication

Distributivité mult/additionDistributivité mult/addition    
x x xx (y (y++z) = (x z) = (x xx y)  y) ++ (x  (x xx z) z)

(R,+, x) corps (R,+, x) corps 

commutatif commutatif   
(R ,+) groupe (R ,+) groupe 

abélienabélien

Propriétés des opérationsPropriétés des opérations

xx

++



     

Suites adjacentes et Suites adjacentes et lemme lemme 
« des gendarmes »« des gendarmes »

1.1. Pour tout n dans N, les nombres Pour tout n dans N, les nombres 
          xxnn, x, xn+1n+1, , yyn+1n+1, y, ynn sont rangés dans cet  sont rangés dans cet 

          ordre (croissant) ordre (croissant) 
2.  La suite (y2.  La suite (ynn­x­xnn))nn converge vers 0 converge vers 0

Soient deux suites Soient deux suites (x(xnn))nn et  et (y(ynn))nn de nombres réels telles que :  de nombres réels telles que : 

Les deux suitesLes deux suites  (x(xnn))nn  etet  (y(ynn))nn  sont dites sont dites adjacentesadjacentes    

Lemme des gendarmes :Lemme des gendarmes :  « deux suites « deux suites 
de nombres réels adjacentes sont de nombres réels adjacentes sont toutestoutes
deux convergentesdeux convergentes vers un  vers un mêmemême nombre  nombre 
réel »réel »



     

Un exemple d’application : à la Un exemple d’application : à la 
recherche des décimales de recherche des décimales de 

• uunn= 4 (1­ 1/3 + 1/5 + … +1/(4n­3) – 1/(4n­1)) = 4 (1­ 1/3 + 1/5 + … +1/(4n­3) – 1/(4n­1)) 

• vvnn= u= unn + 4 /(4n+1)  [deux suites adjacentes !]   + 4 /(4n+1)  [deux suites adjacentes !]  

ou par la formule de John Machin (1680­1752)ou par la formule de John Machin (1680­1752)



     

R vérifie la R vérifie la « propriété de la « propriété de la 
borne supérieure »borne supérieure »

Soit A un sous­ensemble non vide et majoré Soit A un sous­ensemble non vide et majoré 
de R ; l’ensemble des majorants de A admetde R ; l’ensemble des majorants de A admet
dans R  un plus petit élément (noté sup(A)).  dans R  un plus petit élément (noté sup(A)).  
Cet élément est appelé Cet élément est appelé borne supérieure de Aborne supérieure de A            

Caractérisation de sup (A) (deux clauses)Caractérisation de sup (A) (deux clauses)  

1. C’est un majorant de A1. C’est un majorant de A  

2. Si y< sup(A), il existe toujours au moins un point x de A 2. Si y< sup(A), il existe toujours au moins un point x de A 
avec  y<x et x inférieur ou égal à sup (A)avec  y<x et x inférieur ou égal à sup (A)



     

Une esquisse de preuve Une esquisse de preuve viavia le  le 
« lemme des gendarmes »« lemme des gendarmes »  

AA

|        |         |        |         |         |        ||        |         |        |         |         |        |
k / 10k / 10nn yynnxxnn

sup(A) = lim (sup(A) = lim (xxnn)= lim ()= lim (yynn))

RR



     

Idem en ce qui concerne la Idem en ce qui concerne la 
« propriété de la borne « propriété de la borne 
inférieure »inférieure »

Soit A un sous­ensemble non vide et minoré Soit A un sous­ensemble non vide et minoré 
de R ; l’ensemble des minorants de A admetde R ; l’ensemble des minorants de A admet
dans R  un plus grand élément (noté inf(A)).   dans R  un plus grand élément (noté inf(A)).   
Cet élément est appelé Cet élément est appelé borne inférieure de Aborne inférieure de A            

Caractérisation de inf (A) (deux clauses)Caractérisation de inf (A) (deux clauses)  

1. C’est un minorant de A1. C’est un minorant de A  

2. Si y > inf (A), il existe toujours au moins un point x de A 2. Si y > inf (A), il existe toujours au moins un point x de A 
avec  x<y et x supérieur ou égal à inf (A)avec  x<y et x supérieur ou égal à inf (A)



     

                    La valeur absolueLa valeur absolue  

• |x y | = |x|  |y| |x y | = |x|  |y| 
• |x + y |  |x + y |     |x| + |y| (inégalité triangulaire,   |x| + |y| (inégalité triangulaire, 

volet de droite)volet de droite)
• | |x| ­ |y| | | |x| ­ |y| |   |x – y | (inégalité  |x – y | (inégalité 

triangulaire, volet de gauche)triangulaire, volet de gauche)  

  |x| : = sup ({ x , ­x })|x| : = sup ({ x , ­x })



     

Quantifier la notion de Quantifier la notion de convergenceconvergence : :  

Une suite (xUne suite (xnn))nn de nombres réels converge de nombres réels converge
vers un nombre réel x  si et seulement si : vers un nombre réel x  si et seulement si : 

Pour toutPour tout  εε positif, positif,    

il existeil existe N N(ε)(ε) dans N , dans N ,    

tel que : tel que : 

n n >>N(N(εε)) |x|xnn­ x | ­ x | 66εε



     

        Limites et opérationsLimites et opérations      

• lim (xlim (xnn) = x et lim (y) = x et lim (ynn)=y           lim (x)=y           lim (xnn+y+ynn) = x+y) = x+y

• lim (xlim (xnn) = x et lim (y) = x et lim (ynn) =y          lim (x) =y          lim (xn n yynn)   = x y)   = x y

• lim (xlim (xnn) = x (non nul)                    lim (1/x) = x (non nul)                    lim (1/xnn)   = 1/x )   = 1/x **

• lim (xlim (xnn) =x                                  lim (|x) =x                                  lim (|xnn|)  =|x||)  =|x|

(*) x(*) xnn est forcément non nul pour n assez grand est forcément non nul pour n assez grand



     

            Intervalles (bornés) de RIntervalles (bornés) de R  

• Intervalles Intervalles ouvertsouverts :                                :                               
      ]a,b[]a,b[ ={x ; a<x<b} ={x ; a<x<b}

• Intervalles Intervalles fermésfermés   :                                 :                                
[a,b][a,b] ={x ; a  ={x ; a 66  x  x                       66  b}                                 b}                               
       (on dit aussi «       (on dit aussi «segmentssegments») ») 

• Intervalles Intervalles semi­ouvertssemi­ouverts (2 types) :           (2 types) :          
                  [a,b[[a,b[ ={x ; a  ={x ; a 66 x < b}                           x < b}                          
                  ]a,b] ]a,b] ={x ; a < x ={x ; a < x 66  b}  b}                                                  
              



     

            Intervalles (non bornés) deIntervalles (non bornés) de  RR  

• Intervalles Intervalles ouvertsouverts : 3 types                      : 3 types                     
        {x ;  x < b} , {x ; x > a} , R         {x ;  x < b} , {x ; x > a} , R 

• Intervalles Intervalles fermésfermés  : 3 types                        : 3 types                      
          {x ; x          {x ; x66 b} , {x ; x  b} , {x ; x >> a} , R                  a} , R                 
                                    



     

              Intérieur, adhérenceIntérieur, adhérence  

• intérieurintérieur (I) (I) :                         :                        oo                                            
   I \ {bornes (sup et inf)}  = I    I \ {bornes (sup et inf)}  = I 

• adhérence adhérence (I)(I) :                         _                  :                         _                 
    I U {bornes (sup et inf)}    I U {bornes (sup et inf)}    =  =  II  



     

R vérifie le R vérifie le principe des    principe des    
« segments emboîtés »« segments emboîtés »  

                                                                                                                                        [a[a11,b,b11]]
[a[a2 2 , b, b22]                                                      ]                                                      [a[a33,b,b33]                          ]                          

xx

Si ([aSi ([an n ,b,bnn])])nn est une suite de segments  est une suite de segments 
emboîtésemboîtés les uns dans les autres (au sens où  les uns dans les autres (au sens où 
[a[an+1 n+1 ,b,bn+1n+1] est inclus dans [a] est inclus dans [an n ,b,bnn] pour ] pour 
tout n) , tout n) , il existe nécessairement au moins il existe nécessairement au moins 
un point dans un point dans toustous les segments [a les segments [an n ,b,bnn].].          



     

Une application du principe des segments Une application du principe des segments 
emboîtés : la emboîtés : la non­dénombrabiliténon­dénombrabilité de R de R  

xx11       x       x33                      x                      x22              x              x44

|                |                                     |                          ||                |                                     |                          |

xx xx11, x, x22, …, … (preuve par l’absurde)(preuve par l’absurde)



     

Sous­ensembles Sous­ensembles ouvertsouverts  

Un Un ouvertouvert U de R est un sous­ensemble  U de R est un sous­ensemble 
voisinage de chacun de ses pointsvoisinage de chacun de ses points, ce qui , ce qui 
signifie :signifie :  

Pour tout x dans U,Pour tout x dans U,  

il existe un intervalle ouvert borné il existe un intervalle ouvert borné 
IIxx  contenant x et inclus dans Ucontenant x et inclus dans U    

]]    ||            [[xxUU



     

Sous­ensembles Sous­ensembles fermésfermés  

Un sous­ensemble F de R est dit Un sous­ensemble F de R est dit ferméfermé  
si et seulement si si et seulement si son complémentaire son complémentaire 
est ouvert.est ouvert.  



     

Intérieur, adhérence, frontièreIntérieur, adhérence, frontière  
d’un sous­ensemble E de Rd’un sous­ensemble E de R  

                                        oo

L’L’intérieurintérieur E d’un sous­ensemble E de R est  E d’un sous­ensemble E de R est 
le plus grandle plus grand sous­ensemble ouvert de R  sous­ensemble ouvert de R 
inclusinclus dans E dans E  
                                              __
L’L’adhérenceadhérence E d’un sous­ensemble E de R  E d’un sous­ensemble E de R 
est est le plus petitle plus petit sous­ensemble fermé de R  sous­ensemble fermé de R 
contenantcontenant E E  
                                                              _     _     oo

FrontièreFrontière de de E : = E  \ E E : = E  \ E  



     

Un point x de R est adhérent à Un point x de R est adhérent à 
un sous­ensemble E si et seulement siun sous­ensemble E si et seulement si
on peut l’atteindre comme limite d’une on peut l’atteindre comme limite d’une 
suite de points de E.   suite de points de E.   

Caractérisation de l’Caractérisation de l’adhérenceadhérence  



     

La droite numérique La droite numérique «achevée»«achevée»

            Adjonction à R de deux élémentsAdjonction à R de deux éléments  

RR

 moins moins l’infinil’infini  plus plus l’infinil’infini



     

La droite numérique «achevée»La droite numérique «achevée»
(une autre manière de procéder)(une autre manière de procéder)

            Adjonction à R d’un élémentAdjonction à R d’un élément  

RR

xx

mm

L’infiniL’infini



     

Une suite (xUne suite (xnn))nn de nombres réels  de nombres réels tend tend 
vers «plus l’infini»vers «plus l’infini» si et seulement si : si et seulement si :      

Pour tout A > 0 ,Pour tout A > 0 ,    

il existe un entier N=N(A) dans N tel que :il existe un entier N=N(A) dans N tel que :  

n n >>N(A)N(A) xxnn  >>AA

Retour au premier point de vue Retour au premier point de vue 
(deux points à l’infini)  (deux points à l’infini)  



     

Une suite (xUne suite (xnn))nn de nombres réels  de nombres réels tend tend 
vers «moins l’infini»vers «moins l’infini» si et seulement si : si et seulement si :      

Pour tout A > 0 ,Pour tout A > 0 ,    

il existe un entier N=N(A) dans N tel que :il existe un entier N=N(A) dans N tel que :  

n n >  >  N(A)N(A) xxnn  66­ A­ A



     

Attention aux formes indéterminées !Attention aux formes indéterminées !

Lim (aLim (a00 n npp + a + a11 n np­1p­1 + … + a + … + app) =) =

+ l’infini   si a+ l’infini   si a00 > 0 > 0  

­ l’infini   si a­ l’infini   si a00 < 0 < 0  

nn22 – n – n  

(log n) /n = (1/n) (log n) /n = (1/n) xx log n log n  
??

??
quand n tend vers + l’infiniquand n tend vers + l’infini



     



     

Le plan RLe plan R22 et les nombres  et les nombres 
complexescomplexes  

• Le plan RLe plan R22  
• Le corps (C , + , x)Le corps (C , + , x)
• Module et argument Module et argument 
• La fonction exponentielle complexe et les La fonction exponentielle complexe et les 

formules de Moivre et d’Euler formules de Moivre et d’Euler 
• Résolution dans C de l’équation algébrique Résolution dans C de l’équation algébrique 

zznn=A=A  
• Résolution dans C des équations du second Résolution dans C des équations du second 

degré degré 



     

Le plan RLe plan R22 : une structure  : une structure 
d’espace vectorield’espace vectoriel  

Addition (loi Addition (loi interneinterne) ) 
(x(x1 1 , y, y11))  ++  (x(x2 2 , y, y22))  :=:=  (x(x11+x+x2 2 , y, y11+y+y22))
(pour (pour (x(x11 , y , y11))  , (x, (x22, y, y22) dans R) dans R22))    

Action «Action « externeexterne » de» de  RR  sursur R R22  
a a ..  (x(x  , y), y)  ==  ((a a xx x , x , a  a xx y) y)      

(pour (pour a dans R a dans R , , (x, y) dans R(x, y) dans R22))



     

Les règles régissant les deux Les règles régissant les deux 
opérations (interne et externe)opérations (interne et externe)  

• (R(R22,,++))  est un groupe abélienest un groupe abélien  

• aa  ..  ((b b .. (x,y) (x,y))) =  = (a (a xx b) b)  .. (x,y) (x,y)

• (a+b)(a+b)  .. (x,y)  =  (x,y)  = aa  .. (x,y)  (x,y) ++  bb  .. (x,y)  (x,y)   

• aa  ..  (((x(x1 1 ,y,y11) ) ++ (x (x2 2 ,y,y22)))) =  = aa  .. (x (x1 1 ,y,y11) ) ++  aa  .. (x (x2 2 ,y,y22))  

• 11  .. (x,y) = (x,y) (x,y) = (x,y)  

(R(R22 ,  , + + , , . . )  )  RR­espace vectoriel­espace vectoriel



     

Applications Applications linéaireslinéaires du plan  du plan 
dans lui­mêmedans lui­même  

L L ((  aa  .. (x (x1 1 , y, y11) + ) + bb  .. (x (x2 2 ,y,y22))))  ==  

aa  ..  L L (((x(x11,y,y11)))) +  + bb  ..  LL  (((x(x2 2 ,y,y22))) ) 



     

Application linéaire      tableau 2 x 2Application linéaire      tableau 2 x 2  

L L (((1,0)(1,0)))    == (a , c) (a , c)

L L (((0,1)(0,1)))    == (b , d)  (b , d) 

L L (((x,y)(x,y)) ) == ( (aa x +  x + bb y ,  y , cc x +  x + dd y)  y) 

a       b a       b 

c        dc        d
(( ))
Matrice de LMatrice de L



     

Composition des applications linéairesComposition des applications linéaires  et et 

«produit» de tableaux 2 x 2«produit» de tableaux 2 x 2  
aa11               b               b11  

cc11               d               d11

aa22               b               b22  

cc22               d               d22

LL11

LL22

aa22aa11 + b + b22cc11                      aa22bb11+b+b22dd11  

cc22aa11+d+d22cc1                            1                              cc22bb11+d+d22dd11            
                                    

LL22 o L o L11



     

Les complexes ; Les complexes ; pourquoi ?pourquoi ?  
Des motivations issues de la Des motivations issues de la 
physiquephysique  (et quelques noms)(et quelques noms)  

• Hydrodynamique, Mécanique des Hydrodynamique, Mécanique des 
fluides fluides (A. Cauchy, G. Stokes, …)(A. Cauchy, G. Stokes, …)

• Astronomie et Mécanique Céleste          Astronomie et Mécanique Céleste          
(P. S. Laplace,…)(P. S. Laplace,…)  

• Mécanique Ondulatoire, Mécanique Ondulatoire, 
Thermodynamique, Optique, Thermodynamique, Optique, 
Electromagnétisme Electromagnétisme (J. B. J. Fourier,     (J. B. J. Fourier,     
J. C. Maxwell, ..)   J. C. Maxwell, ..)   

Joseph FourierJoseph Fourier
      1768­18301768­1830

Augustin CauchyAugustin Cauchy
      1789­18571789­1857

Pierre Simon LaplacePierre Simon Laplace
              1749­18271749­1827

James C. MaxwellJames C. Maxwell
              1831­18791831­1879



     

mm
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MM

rr

Quelles sont les applications linéaires Quelles sont les applications linéaires 
préservant les angles orientés des figures ??préservant les angles orientés des figures ??

Le principe Le principe 
de moindre actionde moindre action

cos cos    ­sin    ­sin   

sin sin     cos     cos   
  

oo

r         0 r         0 

0        r0        r    

r cos r cos    ­r sin    ­r sin   

r sin r sin     r cos     r cos   
  

a = a = rr cos ( cos ())

b = b = rr sin  ( sin  ())

a       ­b a       ­b 

b        ab        a
(( ))



     

  L’ensemble des nombres L’ensemble des nombres 
complexes  (l’ensemble C )complexes  (l’ensemble C )  

{{  ((                            ))    ;   a , b dans R ;   a , b dans R }}a     ­b a     ­b 

b       ab       a

a     ­b a     ­b 

b       ab       a

1      0 1      0 

0      10      1

0      ­1 0      ­1 

1       01       0
(( (( (()) )) ))==aa  .. ++  bb  ..11 iia+iba+ib



     

                      L’addition sur CL’addition sur C  

aa11    ­b    ­b11

bb11     a     a11

aa22    ­b    ­b22

bb22     a     a22

aa11+a+a22   ­(b   ­(b11+b+b22))

bb11+b+b22     a     a11+a+a22

++ ==

(a(a11 + i b + i b11)+(a)+(a22 + i b + i b22) := (a) := (a11+a+a22) + i (b) + i (b11+b+b22))



     

aa22               ­b               ­b22  

bb22                a                a22

aa11               ­b               ­b11  

bb11               a               a11

aa11aa22 – b – b11bb22                  ­(a­(a11bb22+b+b11aa22))  

aa11bb22+b+b11aa2                            2                              aa11aa22­b­b11bb22              
                                  

(a(a11+i b+i b11) ) xx (a (a22 + i b + i b22) = (a) = (a11aa22­b­b11bb22) + i (a) + i (a11bb22 + b + b11 a a22))

La MultiplicationLa Multiplication
Sur C Sur C 



     

Inverse d’un élément non nul Inverse d’un élément non nul 
pour la multiplicationpour la multiplication  

(a+ib)  (a+ib)  xx                                                  ==                                                          xx (a+ib)  (a+ib) =1=1  
  a – iba – ib
aa22 + b + b22

  a – iba – ib
aa22 + b + b22



     

• Commutativité Commutativité 
              zz11+z+z22=z=z22+z+z11  
• AssociativitéAssociativité  
              zz11+(z+(z22+z+z33)= (z)= (z11+z+z22) +z) +z33  
• Elément neutre 0 :Elément neutre 0 :    
              z+0 = 0 + z = z z+0 = 0 + z = z 
• Tout élément z admet un « opposé » Tout élément z admet un « opposé » ­z­z  
                z+ (­z) = (­z) + z = 0z+ (­z) = (­z) + z = 0  
  

• Commutativité Commutativité 
              zz11  xx z z22=z=z22  xx z z11  
• AssociativitéAssociativité  
            zz11  x x (z(z2 2 xx z z33)= (z)= (z11  xx z z22) ) xx z z33  

• Elément unité 1: Elément unité 1: 
              z z xx 1 = 1  1 = 1 xx z = z z = z
• Tout élément non nul admet un inverse pour la Tout élément non nul admet un inverse pour la 

multiplication : multiplication : 
              z zz z­1­1 = z = z­1­1 z  = 1 z  = 1  
  

  

Addition Addition 

MultiplicationMultiplication

Distributivité mult/additionDistributivité mult/addition    
zz11  xx (z (z22++zz33) = (z) = (z11  xx z z22) ) ++ (z (z11  xx z z33))

(C,+, x) corps (C,+, x) corps 

commutatif commutatif   
(C ,+) groupe (C ,+) groupe 

abélienabélien

Propriétés des opérationsPropriétés des opérations

xx

++



     

Module et argument (d’un Module et argument (d’un 
nombre complexe non nul)nombre complexe non nul)

mm

m’m’



MM

rr

z= a+ib z= a+ib 

a = a = rr cos  cos 
b = b = rr sin  ( sin  ())

r = |z| = (ar = |z| = (a22+b+b22))1/2 1/2  :  : modulemodule (amplitude) de z (amplitude) de z    
  (modulo 2 (modulo 2 ) = arg (z) : ) = arg (z) : argumentargument (phase) de z  (phase) de z 



     

            Conjugaison complexeConjugaison complexe  

z=a+ibz=a+ib

__
z :=a ­ ibz :=a ­ ib

x’x’ xx

y’y’

yy



Quelques formules utiles (sans Quelques formules utiles (sans 
ambiguïté)ambiguïté)  

                  __
|z| = |z||z| = |z|

|z|z11 z z22 | = |z | = |z11||xx|z|z22| | 

_____    _      ______    _      _
zz11 + z + z22 = z = z11 +  z +  z22  
___     _  ____     _  _
zz11 z z22 = z = z11 z z22

                  __
1/z = z /|z|1/z = z /|z|22

                          __
|z||z|22 = z  z  = z  z 



     

D’autres formules (à manier avec D’autres formules (à manier avec 
précaution !)précaution !)  

arg ( zarg ( z11 z z22) = arg (z) = arg (z11) + arg (z) + arg (z22))
                __
arg (z)        =  ­ arg (z)  si z arg (z)        =  ­ arg (z)  si z    est non nul  est non nul

AttentionAttention !! Ce sont des égalités  !! Ce sont des égalités 
entre classes de nombres réels entre classes de nombres réels 

modulo 2modulo 2



     

        La fonction exponentielleLa fonction exponentielle  

sur R :sur R :   exp (x   exp (x11 + x + x22) = exp (x) = exp (x11) exp (x) exp (x22))  

sur C :sur C :      exp (x+iy) :=exp (x+iy) := exp (x)  exp (x) xx  (cos (y)+i sin(y))(cos (y)+i sin(y))  

sur C :sur C :      exp (zexp (z11 + z + z22) = exp (z) = exp (z11) exp (z) exp (z22))  

En particulier :En particulier : exp (z) = 1/(exp (­z))  exp (z) = 1/(exp (­z)) [  ]non nul[  ]non nul



     

ee  2 2 ii   = 1 = 1  

e=exp(1)= ee=exp(1)= e11 =2.7182818284590452354... =2.7182818284590452354...

ii22 = ­1 = ­1
. ...3 14159265358979385. ...3 14159265358979385

fonction exponentiellefonction exponentielle



     

Formes Formes trigonométriquestrigonométriques, forme , forme 
cartésiennecartésienne d’un nombre complexe d’un nombre complexe

• Forme trigonométriqueForme trigonométrique : z = r cos  : z = r cos  + i r sin  + i r sin   

• (avec r=|z| et (avec r=|z| et  = arg (z) [modulo 2  = arg (z) [modulo 2 ]) ]) 

• Autre forme trigonométriqueAutre forme trigonométrique : z = r exp (i  : z = r exp (i )  )  
(avec r=|z| et (avec r=|z| et  = arg (z) [modulo 2 = arg (z) [modulo 2])])  

• Forme cartésienneForme cartésienne :      z =  a + i b                       :      z =  a + i b                      
(avec a = Re (z) [partie réelle] et b= Im (z) (avec a = Re (z) [partie réelle] et b= Im (z) 
[partie imaginaire])[partie imaginaire])                                                                                            



     

      Les formules de MOIVRELes formules de MOIVRE  

(cos (cos + i sin + i sin  ) )nn = (e = (eii))nn = cos (n = cos (n) + i sin (n) + i sin (n))  



     

            Les formules d’EulerLes formules d’Euler  

cos cos  = (e = (eii + e + e­i­i)/2         sin )/2         sin  = (­i/2) (e = (­i/2) (eii – e – e­i­i))  



     

Résoudre   a zRésoudre   a z22 + b z + c = 0 + b z + c = 0  

azaz22+b z+c =  a +b z+c =  a ((zz22 + (b/a) z + (b/a) z)) + c + c

=  a =  a ((((z+ b/(2a)z+ b/(2a)))22 –  – (b(b22­4ac)­4ac)/(4a/(4a22))))

XX22 = =  (b(b22­4ac)­4ac)/(4a/(4a22))  a (dans C) deux   a (dans C) deux 
racines X=u et X=–u distinctes si racines X=u et X=–u distinctes si 
bb22­4ac­4ac est non nul  est non nul 

discriminantdiscriminant



     

Conclusion : 2 cas à distinguerConclusion : 2 cas à distinguer  

• Si bSi b22 – 4 ac =0, il y a une seule solution  – 4 ac =0, il y a une seule solution 
donnée par z = ­b/(2a) donnée par z = ­b/(2a) 

• Si bSi b22 – 4 ac  – 4 ac   , non nul , non nul  il y a deux  il y a deux 
solutions données par : solutions données par : 

      zz11 = ­b/(2a) ­  u/(2a)  = ­b/(2a) ­  u/(2a) 

      zz22 = ­b/(2a) + u/(2a) = ­b/(2a) + u/(2a)                                                                          
                      

uu22 = b = b22 – 4 ac – 4 ac



     

/(4a/(4a22))

u/(2a)u/(2a)

­ u/(2a)­ u/(2a)

zz22

zz11

­b/(2a)­b/(2a)

Construction Construction 







     

/(4a/(4a22))

u/(2a)u/(2a)

­ u/(2a)­ u/(2a)

zz22

zz11

­b/(2a)­b/(2a)

Cas particulier : a,b,c réels et Cas particulier : a,b,c réels et  <0  <0 



     

Autres relations utiles pour le Autres relations utiles pour le 
calcul de la racine carréecalcul de la racine carrée

•                     Re( zRe( z22))  ==  x  x2 2 ­y­y22  
•                               |z|z22| | == x x22+y+y22

•                                   xx22      == [|z [|z22| + Re(z| + Re(z22)] /2)] /2
•                                   yy22      == [|z [|z22|  ­ Re (z|  ­ Re (z22)] /2)] /2
•             Im (zIm (z22))          == 2 x y  2 x y 
•                                     signe(signe(Im(zIm(z22)))=)=  signe (signe (xyxy))
   Détermination des racines Détermination des racines 

De zDe z22 =A sans ambiguïté =A sans ambiguïté  



    

Fin du chapitre 2Fin du chapitre 2  


