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Corrigé du devoir maison N 2

1. (a) Soient X, A, u un espace mesuré et f € LY(u), f >0 p.p. p. Montrer que Ve >0 35 > 0
tel que Ae A, n(A) < = [, fdu< e

(Indication: en raisonnant par l’absurde, trouver Ay, € A satisfaisant u(Ay) < /%2 et infy [4, fdp >
0, puis regarder B, = Up>, Ax)-

Solution: En supposant le contraire, on trouve un € > 0 tel que V6 > 0 3A € A satisfaisant u(A) <
§ et [, fdu > €. Prenons, 6 = 1/k* k = 1,2,... et les ensembles A = A;, € A correspondants.
En posant B, = Ups, Ak, on obtient u(B,) < Ypsp it(Ar) < YCisnr < £, 00 ¢ > 0 est une
constante. Cela entraine M(ﬂn21 B,) = 0. De plus, pour tout n, B,, D B, et donc

limy, [p, fdu = fﬂan fdu= 0.
D’autre part, [z fdpu > [, fdp > €> 0. Contradiction. §

(b) En déduire, pour (X, A, u) = (R,Bi,m) (mesure de Lebesgue) et f € LY(m), f >0 p.p. m,
que la fonction F(x) = jj_oo,x} fdm, x € R, est bien définie et uniformément continue sur R.
Solution: Il est clair que F' est bien définie et qu’en utilisant (a) on obtient Ve > 0 3§ > 0 tel que
Ae By, u(A) <= [,fdu <e Onprend A=]z,y] ou 0 < y—x < et obtient que Ve > 0

30 > 0 tel que |z —y| < = ‘F(y)—F(x)‘: Sy fdm < €. 1

(c) Soit f € LY(R,By,m) (mesure de Lebesgue). Montrer que limy o [l fdm = 0. En
déduire que si, en addition, f est réelle positive et, pour x > 0, monotone décroissante, alors
limg,_ooxf(z) = 0.

Solution: Si fy = Xpeof (k= 1,2,...),alors f | Oet fi € L1(R), donc par le théoreme de B.-Lévi
on a limy—co fiy oop fdm = 0 et limy o0 fi; oo fdm = 0. Puisque 0 < fi, 0 fdm < /0 o fdm,
on obtient lim, o Jj;/2,, fdm = 0.

Si, en addition, f est positive décroissant, on aura 0 < 3 f(x) < Nizj2,0) fdm, ce qui montre le
résultat. @
2. Soit fo(z,y) = m Montrer que f, est une fonction boreliénne sur R? et trouver tous les
a € R tel que [g fadmy < oo ot B= B(0,1) la boule unitée de R*>. (Remarque: on ne sait encore
ni théoréme de Fubini, ni changément de variables...).
Solution: f, est est définie et continue sur R?\{0}, donc borélienne.

Pour o < 0, f, se prolonge en une fonction continue sur B, donc intégrable sur B.

Soit a > 0. Pour tout n = 0,1, ..., on pose

Alors, pour n # k on a B,N By = 0, et B= U,>¢ Bn. De plus,

maz(|z], [yl) < (2* +y*)"2 < V2max(|z], [y]),



d’ou 2% - g, 2°"dmy < [p fadma <[5 20t dm,. D’autre part, pour n > 1, on a my(B,) =

(27n+1)2 _ (an)Z = 3-272" et donc

anl 2% - 20m3 . 2720 < ano an fadm2 = fB fade < ZnZO 2a(n+1)3 -27m,

(a—2)n

Par conséquent, [p fodmy < oo si et seulement si >, ;2 < 00, donc si et seulement si

a<?2 1

3. Soient f € LYR,m) telle que [, |xf(x)|dm(x) < oo, et F(x) = [pe ™ f(y)dm(y) (e7™Y =
Cos(zy) —iSin(zy)).

(a) Montrer que F est bien définie et continue sur R.
Solution: Puisque z —— e ¥ f(y) est continue sur R et [e ™ f(y)| < |[f(y)|, le théoreme de
continuité est applicable, et donc F' est continue sur R. |

(b) Montrer que F est dérivable sur R, et exprimer sa dérivée sous forme d’intégrale.
Solution: Il est clair que z —— e~ f(y) est dérivable et %e*ixyf(y) = —iye ™ f(y). De plus,
Le 0 f(y)] = |yf(y)| et cette derniere fonction est intégrable. “En appliquant le théoréme de
dérivation, on obtient que f est dérivable et on a F'(z) = —i [pe Yy f(y)dm(y). &
(c) Montrer que la fonction fo(z) = e~T/2 satisfait les hypothéses du probleme. A laide d’une
intégration par parties, déterminer une équation différentielle du premier ordre satisfaite par F' =
F(fo).
Solution: fy et o — xfy(x) sont intégrables sur R parce que, par exemple, pour tout z > 1 on a
ze /2 < coeT et Jias1y € Pdu < o0

D’apres (b), on obtient donc F'(x) = —i [ e Yy fo(y)dy = lima .o [ie*“yfo(y)]ZifA— T fp e f(y)dy

—zF(x).

(d) En déduire la fonction F = F(fy), sachant que [, fodm = /2.
Solution: Puisque F(0) # 0, on a F'(z)/F(z) = —z et donc, F(z) = ¢- e **/2 pour tout = € R.
Mais par définition de F', ¢ = F(0) = [; fodm = /27, d’ou F(z) = ome~ /2. g
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