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Exercice 1

1. Soit (h(0), ..., h(M)) une suite de nombres réels (que l'on prolonge par 0
pour en faire une suite indexée par Z) et

m0 : ω 7−→
M∑
k=0

h(k) e−ikω

le polynôme trigonométrique correspondant (m0 est donc la transformée de
Fourier du �ltre digital de réponse impulsionnelle la suite indexée par Z

(..., 0, ..., 0,
0

h(0), ...,
M

h(M), 0, ...) .

L'opération R qui à un signal d'entrée (e(k))k∈Z de l2C(Z) associe le signal
(s(k))k∈Z ∈ l2C(Z) dé�ni par

s(k) =
∑
l

h(l − 2k)e(l) , k ∈ Z

(vous véri�erez pourquoi la suite (s(k))k∈Z est bien dans l2(Z)) est-elle un
�ltre stationnaire (c'est-à-dire un opérateur linéaire continu de l2(Z) dans
lui-même invariant par translation) ? Décrivez explicitement l'opération R∗

adjointe de l'opération R.

2. Exprimez, e = (ek)k∈Z étant un élément de l2(Z), en fonction de m0 et de ê
(transformée de Fourier de la suite e = (ek)k∈Z) la transformée de Fourier
de la suite R∗[e].

3. Calculez en utilisant la formule d'adjonction la transformée de Fourier de
la suite R[e] lorsque e ∈ l2C(Z).

Exercice 2

1. Véri�ez qu'il existe une constante positive K1 telle que

∀ω ∈ [0, π] , ∀ k ∈ N∗ ,
∣∣∣ ∫ ω

0

sin(ku)

u
du
∣∣∣ ≤ K1

(pensez au changement de variables v = ku et à la semi-convergence de
l'intégrale impropre de la fonction v 7−→ sin v/v sur [0,∞[ 1) puis qu'il

1. À propos, que vaut son intégrale sur [0,∞[ ?
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existe une constante positive K2 telle que

∀ω ∈ [0, π] , ∀ k ∈ N∗ ,∣∣∣ ∫ ω

0

(sin[(k + 1/2)u]

2 sin(u/2)
− sin(ku)

u

)
du
∣∣∣ ≤ K2

(utilisez pour cela un peu de trigonométrie ainsi que les développements
limités des fonctions sin et cos au voisinage de u = 0). Déduisez en (en
utilisant l'expression �close� du noyau de Dirichlet donnée en cours suite
aux égalités de la chaine (2.21) 2), l'existence d'une constante positive K
telle que

∀ k ∈ N∗ , sup
ω∈[−π,π]

∣∣∣ k∑
l=1

sin(lω)

l

∣∣∣ ≤ K .

2. Montrez que, si (εk)k≥1 est une suite décroissante de nombres positifs ten-
dant vers 0, alors, pour tout η > 0, il existe un seuil N(η) ∈ N∗ tel que

∀ p > n ≥ N(η) , sup
ω∈[−π,π]

∣∣∣ k=p∑
k=n+1

εk
sin(kω)

k

∣∣∣ ≤ η

(écrivez pour ce faire

k=p∑
k=n+1

εk
sin(kω)

k
=

p∑
k=n+1

εk(Sk+1(ω)− Sk(ω)) ,

où, pour k ∈ N∗

Sk(ω) :=
k∑
l=1

sin(lω)

l

et utilisez la règle d'Abel d'�intégration par parties discrète� vue en Analyse
3 (L2), puis le dernier résultat établi dans la question précédente). Déduisez
en que la suite de fonctions 2π-périodiques(

ω ∈ R 7−→
n∑
k=1

εk
sin(kω)

k

)
n≥1

converge uniformément sur R vers une fonction 2π-périodique f .

2. Vous pouvez d'ailleurs en pro�ter ici pour refaire soigneusement ces calculs !
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3. Véri�ez que la série de terme général

ρk :=
1

k log(k + 1)
, k ≥ 1

est une série à termes positifs divergente. Calculez les coe�cients de Fourier
complexes de la classe de fonction continue 2π-périodique ḟ construite à la
question 2 à partir de la suite (εk)k≥1, où précisément

εk :=
1

log(k + 1)
, k ≥ 1 .

Véri�ez que la fonction f ne saurait être la transformée de Fourier d'un
suite (sk)k∈Z de l1C(Z) (bien qu'étant une fonction continue 2π-périodique
sur R).

Exercice 3

Soit P un polynôme trigonométrique

θ ∈ R 7−→
N∑
k=0

ck e
ikθ,

où N ∈ N∗.
1. Calculez (en exprimant dans un premier temps sa série de Fourier) la convo-

lée FN
per
∗ Q, où Q est la fonction 2π-périodique

Q : θ ∈ R 7−→ e−iNθ P (θ) .

2. Déduisez du calcul précédent l'inégalité de Bernstein :

sup
R
|P ′| ≤ N sup

R
|P |.

Exercice 4

Soit f ∈ L1(Rn) telle qu'il existe x0 ∈ Rn telle que f̂(x0) = 0. Montrer que
l'espace vectoriel engendré par les (τxf), x ∈ Rn n'est pas dense dans L1(Rn), oú
τxf(t) = f(t− x).

Exercice 5

Le but de cet exercice est de rechercher des fonctions u intégrables telles que,
pour tout x ∈ R,

u(x) = e−|x| + β

∫
R
e−|x−s|u(s)ds,

où β est un réel strictement positif.

1. Ecrire cette équation sous forme d'une équation faisant intervenir un pro-
duit de convolution.
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2. En utilisant la transformée de Fourier, prouver qu'il existe une solution si
et seulement si β ∈]0, 1/2[. Montrer qu'alors cette solution est unique. La
déterminer.

Exercice 6

On note W = L1(R) ∩ F(L1(R)), espace de Wiener constitué des fonctions
intégrables qui sont également la transformée de Fourier d'une fonction intégrable.

1. Montrer que f ∈ W ⇐⇒ f ∈ L1(R) et f̂ ∈ L1(R).

2. Montrer que f ∈ W =⇒ f ∈ Lp(R) pour tout p ∈ [1,+∞].

3. Montrer que f ∈ W ⇐⇒ f̂ ∈ W .

4. Montrer que si (f, g) ∈ W 2 alors f ? g ∈ W et fg ∈ W .

5. Pour f ∈ W , on pose N(f) = ‖f‖1 + ‖f̂‖1. Montrer que N est une norme
sur W .

6. Dans cette question, on va prouver que W , muni de la norme N , est un
espace de Banach. Pour cela, on considère (fn) une suite de Cauchy de W
pour cette norme.

(a) Montrer l'existence de f ∈ L1(R) et de g ∈ L1(R) tels que ‖fn−f‖1 →
0 et ‖f̂n − g‖1 → 0.

(b) Montrer que f̂ = g presque partout.

(c) En déduire que la suite (fn) converge dans (W,N), puis que (W,N)
est un espace de Banach.

7. On pose h(x) = e−πx
2
, et on pose hn(x) = nh(x/n), dont on rappelle que

c'est une unité approchée.

(a) Prouver que si f ∈ L1(R), alors f ? hn est continue.

(b) Prouver que si f ∈ L1(R), alors f ? hn est dans W .

8. (a) Soit f ∈ L1(R) ∩ Lp(R). Montrer que ‖f ? hn − f‖p → 0.

(b) En déduire que W est dense dans Lp(R) pour p ∈ [1,+∞[.

9. (a) Soit f ∈ L1(R) ∩ C0(R). Montrer que ‖f ? hn − f‖∞ → 0.

(b) En déduire que W est dense dans C0(R) muni de ‖.‖∞.
Exercice 7

En utilisant la transformation de Fourier sur L1
C(Rn), montrez que l'opération

de convolution entre éléments de L1
C(Rn) ne saurait admettre d'élément neutre.

Exercice 8

Considérez la fonction (intégrable sur R) ∆ : R −→ R dé�nie par

∀ t ∈ R , ∆(t) = max(0, 1− |t|) .

Véri�ez que la transformée de Fourier de ∆̇ est la fonction

∆̂ : ω ∈ R 7−→
(sin(ω/2)

ω/2

)2

.
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(avec la convention
sin(ω/2)

ω/2
= 1 si ω = 0).

Exercice 9

[transformée de Fourier sur L1
C(Rn), transformée de Radon]

1. Soit f : R2 −→ C une fonction de classe C3, identiquement nulle hors d'un
pavé [−R,R]2 du plan. Véri�ez que f dé�nit un élément ḟ de L1

C(R2) et
que la transformée de Fourier de ḟ est intégrable sur R2 (on pensera à de
judicieuses intégrations par parties). Déduisez en, pour tout (x, y) de R2,
la formule

f(x, y) =
1

4π2

∫ ∫
]0,∞[×[0,2π[

f̂(reiθ)eir(cos θ x+sin θ y) r dr dθ .

2. On reprend f comme à la question précédente. Pour tout p ∈ R, pour tout
θ ∈ [0, 2π[, on pose

R[f ](p, θ) :=

∫
R
f(p cos θ − t sin θ, p sin θ + t cos θ) dt ;

cette intégrale correspond à l'intégrale de la fonction f sur la droite d'équa-
tion cartésienne

〈(x, y) , (cos θ, sin θ)〉 = p .

Calculez, θ étant �xé dans [0, 2π[, la transformée de Fourier de la classe
dans L1

C(R) de la fonction

p ∈ R 7−→ R[f ](p, θ)

(après avoir montré que cette fonction était bien intégrable sur R relative-
ment à la mesure de Lebesgue) et déduisez de la question précédente un
moyen de calculer f à partir de la connaissance de la fonction

R[f ] : R× [0, 2π[ 7−→ C .

Exercice 10

1. Calculez la transformée de Fourier de la fonction caractéristique de l'inter-
valle [−T, T ] de R, c'est-à-dire de la fonction

t 7−→ χ[−T,T ](t) =

{
1 si t ∈ [−T, T ]

0 sinon .

lorsque T est un nombre strictement positif.
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2. Soit Ω > 0 ; la fonction dé�nie par

∀ t ∈ R∗ , fΩ(t) =
1

π

sin(Ωt)

t

et fΩ(0) = 0 est elle un représentant d'un élément de L1
C(R, dt) ?

Montrez que la fonction fΩ est un représentant d'un élément d'une classe
ḟΩ ∈ L2

C(R, dt) et que la transformée de Fourier de ḟΩ a pour représentant
la fonction caractéristique de [−Ω,Ω], c'est-à-dire la fonction

ω 7−→ χ[−Ω,Ω](ω) =

{
1 si ω ∈ [−Ω,Ω]

0 sinon .

(pensez à utiliser le Théorème 2.6 du cours et en particulier la formule
d'inversion pour la transformée de Fourier L2, ainsi que le résultat établi à
la question 1.).

Exercice 11

Calculez l'intégrale ∫
R

(sin t

t

)2

dt

en pensant à utiliser la formule de Plancherel dans L2
C(R).
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