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Texte (en italiques) et corrigé (en roman)
EXERCICE (bases hilbertiennes, opérateurs, adjonction, Fourier)

1. Soit h = (h)iez une suite de I&(Z) et N € N*. En utilisant judicieusement
Uinégalité de Cauchy-Schwarz, vérifier, pour tout e = (e;)iez dans I%(Z),

["inégalité :
2
S (X sl ) < 101 x el

keZ leZ

(on pensera a exprimer |hi_ng| sous la forme factorisée \/|hl_Nk| X \/|hl_Nk|).
En déduire que l’on définit un opérateur linéaire continu Ry : [2(Z) — 12(Z)
de norme inférieure ou égale a ||h||1, en posant

Ry(e) := (Z e hl_Nk)kEZ.

leZ

En utilisant 'indication proposée, puis 'inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient :
2
> (Z |hi— | |€z|> <> (Z |hl—Nk|> (Z |hi— | |€z|2>-
keZ €T keZ  I€Z lez

Si 'on utilise maintenant le théoreme de Fubini-Tonelli, on observe que le
membre de droite de I'inégalité s’écrit aussi :

> \ez!2<z el (3 ]hA_Nk|>>.

IEZ kEZ AEZ

En utilisant finalement 'invariance par translation de la mesure de décompte
sur Z, on note que :

3 w(z el (3 |hA_Nk|)>

5o (z sl Hhul>

leZ keZ AEZ leZ keZ
= Il D el (D el
leZ keZ
< el x IIn3.



C’est bien I'inégalité demandée. Puisque

‘Zhl—Nk el‘ < Z \hi-nkllell Yk € Z,

lEZ leZ

< Z “ hliNk) keZ

leZ

il en résulte que la suite

est bien dans [A(Z), de norme au plus égale a ||h||; x ||e||2. L’application

e B(@)— (D ehin)  €B(E
c(Z) > erhi_w ven € ¢(2)
leZ
est donc bien un opérateur linéaire continu de norme au plus égale a ||h]|;.

2. Etant donnés deus suites e = (e))iez et f = (fi)iez dans I2(Z), écrire la
formule d’adjonction pour lopérateur Ry (impliquant ces deux suites) et en
déduire lexpression du terme général de la suite Ry (f).

La formule d’adjonction s’écrit (cf. la Proposition 1.14 du cours) :

Ve e l2(Z), V[ eli(Z), (Ry(e), f) = (e, R%(f)).

En utilisant le théoréme de Fubini (on vérifie qu’il s’applique grace encore a
I'inégalité de Cauchy-Schwarz), on observe que :

(Rn(e), f) = Z(RN(e))kﬁ:Z<Zhl—Nkel>ﬁ

kEZ keZ  I€Z
= e hemd) =Y a @)
ez keZ lez

On en déduit :

By(f) = (Yo h) -

keZ

3. Pourquoi, lorsque f = (fi)icz € [2(Z), les deux séries (bilatéres) de (classes
de) fonctions (de R/(2nZ) dans C)

=400 =400
0> > fie™ 0 > (Ry(f)hie™
l=—00 l=—00

convergent-t-elles toutes les deuz dans LE(T,df) ¢ On note et R/}*\,(\f) leurs
sommes respectives dans L(T, d). Vérifier que l'on a, dans L(T, df), I’égalité :

o —

By (D0) = (Y he ™) x fvo).

leZ
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La famille de (classes de) fonctions 2w-périodiques 6 + e~ [ € Z, constitue
une base hilbertienne de l'espace de Hilbert LZ(T,d), équipé du produit
scalaire

(o, 0) = %/0 W@(Q)w(é’) db.

Les deux suites (f;)iez et ((R’j\,(f))l)lez, toutes les deux dans [%(Z), peuvent
donc s’interpréter comme les listes des coordonnées dans cette base hilber-

tienne de deux éléments de LZ(T, df) notés respectivement f et Ry (f). La
Proposition 1.9 du cours assure que les séries de fonctions

=400 =400
00— > fie™ 6= Y (Ry(f)ie™
l=—00 l=—00

convergent respectivement vers ces éléments J?et R%(f) dans le C-espace de

Hilbert L4(T, df). La (classe de) fonction 6 — f(N6) s’exprime dans la base

hilbertienne comme
k=400

]/c\(Ne) _ Z fk e—ikNG,

k=—o00

la convergence de la série & droite ayant lieu dans L2(T, df) et étant entendue
au sens de la norme sur cet espace de Hilbert. Comme la suite (h;);cz est
dans [£(Z), la série de fonctions

=400

0 — Z h_lefiw

l=—00

est normalement convergente sur R (pour la norme uniforme) et sa somme
définit une fonction 27-périodique continue (donc bornée) sur R. La classe

de fonction R
0 (Zh‘leﬂ'“’) F(NO)

lEZ

définit donc un élément de LA(T,df). Pour vérifier la formule demandée, il
suffit de calculer la suite des coordonnées (cy)xez de cet élément dans la base
hilbertienne définie par les 6 — e=*% X\ € Z. On a, pour tout A € Z,

1 or =400 k=-+oco
_ 7 —ilo —ikNO\ _i\0
c,\—% i (lzzoohle )(kzzoofke )e do.



Si 'on développe le produit sous I'intégrale (et que I'on utilise la convergence
dans L4(T, df) des deux séries qui figurent sous I'intégrale), on observe que les
seuls coefficients contribuant a une contribution non nulle dans ’expression
de ¢, sont les coefficients h; fi, avec [+ kN = \, i.e. | = A\ — kN (cela résulte
de lorthogonalité entre elles des classes de fonctions 6 +— e, v € Z, dans
LA4(T,dp)). 1l en résulte

C)\ = Zh,\,]\[k flc = (R}kv(f)))\ YAeZ.

kEZ

L’égalité demandée en résulte.

4. Calculer, si e € 14(Z), le coefficient de Fourier compleze colpen) de la
classe de fonction 2mw-périodique

Gep 0 —e(0) x Z hyeilf — (Z e e—z‘ze) « (Z I ei)\9> ‘
NEZ

lez lEZ

En utilisant le résultat établi a la question 3, prouver que, pour tout élément
e = (e)iez € 12(Z), pour tout élément f = (fi)iez € 12(Z),

lim (Ry(e), f) = (e, h) x fo.

N—+4o00

Comme la classe de fonction ¢, 5 se factorise en

=400 A=—+o0

Gen(0) = ( Z ele—iw> % ( Z hy ei)ﬁ),
A=—00

l=—00

on observe qu'une fois le produit effectué (les convergences des séries de
fonctions impliquées étant entendues dans LZ(T, df) pour la premiere, nor-
malement pour la norme uniforme pour la seconde), le coefficient de Fourier
Co[pen] s’obtient comme la somme des seules contributions des produits de
coefficients e; x hy avec A — [ = 0, i.e. A = [. Ce coefficient de Fourier vaut

donc _
Colen] =D erhi = (e, h).

IEZ

On a, d’apres la formule d’adjonction, si e et f sont deux éléments de [%(Z),

(Rn(e), f) = (e, Ry(f)) VN €N



Il résulte de la formule de Plancherel, combinée avec le résultat établi a la
question 3, que :

(Bx(e).f) = (e Rl1) = 5= [ 20) (S me™) Fvoyas
IEZ
— 2i 2nge,h(e)f(zve)de VN e N*.
T Jo

En utilisant la formule de Plancherel & nouveau (mais dans l’autre sens cette
fois), on trouve :

1 2w

Pen(0) F(NOYAO = co(@en) co(F) + D erlpen) clf).

2m J, .
{keZ*; N divise k}

Or, d’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz et le fait que

. N2
Y alfIr=0
{k€Z*; N divise k}

(car J € L2(T, d8)) et que Y eu(@en)|? = lpenll? < +00, on a
kEZ

lim < Z ck(%h)m) =0.

N—4o00
{k€Z*; N divise k}

Cela conclut a la preuve du résultat demandé.

PROBLEME (Fourier)
Partie I

1.1. Soit a un nombre réel strictement positif et f, la fonction de R dans R
définie par f,(t) = exp(—alt|) pour toutt € R. Vérifier que f, représente un
élément f, de LL(R, dt) et calculer la transformée de Fourier de f,.

/ et dr =2 / e " dt =2/a
R [0,00]

est convergente, donc f, représente un élément f, de LL(R,dt). La trans-
formée de Fourier est définie par :

fa(w) = /6—a|te—iwt dt:/ <e—(a+iw)t+e—(a—iw)t)) dt
& [0.00]

1 1 2a
S (R
a -+ w a — 1w a‘ + w

L’intégrale
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1.2. Soit w € R. Déduire du résultat établi a la question 1 le calcul de

["intégrale
eiwt
/ ﬁ dt .
R t“ 4+ a

On constate (d’apres le résultat obtenu a la question 1) que la transformée de
Fourier de fa est une fonction intégrable sur R (car il y a intégrabilité en +oo
en vertu du critere de Riemann). On peut donc appliquer la formule d’inver-
sion de Fourier dans le cadre L' (théoréme 2.4 du cours). Un représentant
continu de f, est donc donné par la fonction :

a .
e dw.

1 N - 1
tERH—/fa(w)ethdw:—/
2 Jr

T Jgp a® + w?

Comme f, est un autre représentant continu de f,, les deux représentants
continus de la méme classe f, coincident et on a donc l'identité :

1 )
VieR, el = = / _ Y itw gy,
R

T Je a2 + w?

En échangeant les notations ¢ et w, il vient :

Vw € R, feaiwlz/ <
a r t2+a?

iwt

L’intégrale & calculer vaut donc (7/a) e~

1.3. Montrer que fa * fa admet un représentant continu que l’on calculera.

La convolée de f, par elle-méme définit (puisque la convolution est une
opération interne de L (R, dt) un élément de L} (IR, dt) dont un représentant
est donné presque partout par

t— / e~ lslg=alt=sl gz
R

Or, il se trouve qu’en fait, pour tout ¢ € R, 'intégrale

/e—ase—a|t—s dt
R

F :teR— / e~ lslgmalt=sl ¢
R

converge et que la fonction



est une fonction continue (d’apres le théoreme de Lebesgue de continuité des
intégrales fonctions d’un parametre : en effet, pour tout ¢ € R, la fonction
s e~ t=slealsl qui dépend continument du parametre ¢, est dominée par
la fonction intégrable s +— e~*l). La fonction F' définit donc un représentant
continu de f, * f,. Pour calculer F, on remarque qu’il s’agit d’une fonction
paire (convolée de deux fonctions paires) et I'on peut se contenter de calculer
F(t) pour t > 0. On a pour un tel ¢ >0 :

0 t 0o
F(t) — / eas—a(t—s) d5_|_/ e—as—a(t—s) ds—l—/ e—as—al(s—t) J¢
0 t

- 0 +o0
— e—at/ 62(18 ds + te—at + 6at/' 6—2(15 ds
—00 t
e~ e~ at + 1
— t —at — —at ( )
2a e T 2a c a
On a donc :
VteR, F(t) =e M (M) .
a

1.4. Déduire du calcul effectué a la question 3 la valeur de ["intégrale

eiwt
/Rm dt ZOTS(]U€ w € R.

Puisque la transformée de Fourier de f, % f, est égale au produit f, x f,
(d’apres la Proposition 2.8 du cours), on a :

| % 2 4a?
Vw e R, /F(t)e_mdt: < ¢ ) = ¢
R (

a? + w? a? + w?)?’

Comme F est (comme F) intégrable, la formule d’inversion de Fourier dans
le cadre L' s’applique une nouvelle fois. Puisque F' est continue, on a :

1 ~ it 2@2 eitw
VteR, F(t)= — | Flw)e™dw=— [ ——— dw.
21 Jg T Jr (a® + w?)?
En échangeant les notations ¢ et w, on en déduit :

et TF(w) = alw| +1
v R dt = = — ¢l (—) :
weR /R (a? +2)2 2a? 242 ¢ a

5. Soit b € R. Déterminer toutes les fonctions continues et intégrables g de
R dans C telles que :

VteR, g(t) =e b / e U=slg(s)ds (discuter suivant la valeur deb).
R



Puisque ¢ est supposée intégrable et que f, :t— e ! Pest aussi, on peut,
si g est solution de

g(t) =e M+ /R e g(s)ds = fa(t) + (g* fa)(t) VEER,

prendre la transformée de Fourier des deux membres (considérés comme
représentants de fonctions intégrables), ce qui donne :

Vw € R, §(w) = fa(w) +b fa(w) §(w).

On en déduit :

2ab >_ 2a

Ve R §w)(1- o) = oo

soit
Vw e R, g(w) (ala — 2b) + w?) = 2a.

On doit ici discuter suivant les valeurs de b.
— Sia(a—2b)=12>0 (i.e. b < a/2), on en déduit que

A( ) 2a
W) = —-—
g 2+ w?’

ce qui donne (d’apres le résultat établi a la question 1) :

VEER, g(t) = go(t) = — el
Th
La fonction g est donc 'unique fonction solution du probleme puisque
la transformation de Fourier est injective sur L} (R, dt) (d’apres la for-
mule d’inversion dans le cadre L').
~ Sia(a—2b)=—7 <0 (i.e. b > a/2), on trouve que, si g est solution
du probleme posé, alors nécessairement

YweR, G(w) (W —72) =2.

Mais la fonction

2
2

e R\ {+a}l —
o R\ fa)— 2

ne représente pas dans ce cas une classe de L} (R, dt) car elle n’est pas
intégrable au voisinage de £7, (en vertu du critere de Riemann). Le
probleme posé n’admet alors pas de solution.



Partie 11

IL.1. Soit f € LL(R,dt), tel que fe LL(R, dw). Pourquoi existe-t-il un
unique représentant continu de f ¢ Que vaut f(t) en fonction de f ? On
notera f ce représentant.

D’apres la formule d’inversion de Fourier dans le cadre L' (théoreme 2.4 du
cours), la fonction

f o teRH—/f ) e dw

est un représentant continu de f . Ce représentant continu est unique car deux
fonctions continues sur R égales dt-presque partout sont égales partout.
I1.2. Montrer que la série (bilatére) de fonctions

j=+oo

0 € [—m, 7| — Z 76+ 2jm)

j=—00
est normalement convergente dans L&(T,df) si T = R/(ZWZ) (c’est-a-dire
que Z;:_rz ||f( +2j7)| L1 (r.a9) < +00). On note par la suite U ’élément de
L&(T, dO) défini comme la somme de cette série de fonctions dans [’espace
de Banach LL(T,d9).

On a
x J=t+oo N J=too (24 1)m
[ feramian= 30 [ 1700 = 1 ey < +oc
T j=—c0 j=—00” (2371)

Ceci prouve la convergence normale de la série (bilatere) de fonctions
j=too
0 € [—m, 7| — Z f(0+ 2jm)
j=—00
dans I'espace normé complet LE(T, d6).

I1.3. Donner, pour N € N*, les définitions des noyaux de Dirichlet Dy et de
Fejér Fy, leurs expressions analytiques < simplifiées >, et Uallure (sur une
méme figure, et pour la méme valeur de N ) de leurs graphes au dessus de
[—m, w|. Pointer ce qui différencie ces deuz graphes. Vérifier que l'on a :

VN e N*, k_z = %/_:@ZJ(Q)DN(&)CZG
Y (-§)w = 5 [ oW



Le noyau de Dirichlet est la fonction polynomiale trigonométrique définie par

N
VOER, Dy(0) = > ™.

k=—N
La forme < simplifiée > est :

. (2N+1)0

B BN ) # 0 modulo 27
Dy(0) = sing

2N + 1 sinon.

Le noyau de Fejér est la fonction polynomiale trigonométrique définie par

N
ELN iko
VO R, Fy(0) = 1— 21 ko,
N ;_:N( N

La forme < simplifiée > est :

N6

1<Sm7)2 i 0 % 0 modulo 2
~ S1 moaqulo 27
Fyn(@) =< V\sin?
N sinon.

On a représenté les deux graphes sur la figure suivante (rapporter l'intervalle
des abscisses a I’échelle 1 = 27) : Le noyau de Fejér est positif, le noyau de
Dirichlet ne l'est pas. Les deux noyaux sont d’intégrale 27 sur [—, 7], mais le
lobe central du noyau de Fejér est (approximativement deux fois) plus tassé
(et en conséquence plus d’autant plus < élargi >) que ne 'est celui du noyau
de Dirichlet. On note aussi la présence du facteur 1/N dans 'expression
analytique simplifiée du noyau de Fejér, ce qui explique pourquoi le graphe
de Fyy s’écrase (hors de l'origine) de maniere uniforme sur 'axe des abscisses
lorsque N tend vers +o0o. En ce qui concerne le noyau de Dirichlet, ceci est
moins net et se fait en tout cas de maniere oscillante.

Grace a la formule d’inversion de Fourier, appliquée a k = —N, ..., N, on a,

10



25

FIGURE 1 — Les graphes des noyaux de Dirichlet et Fejér (N = 20)

en ajoutant :

L[ 1 [~
> =Y o [ Fwredo= o [ Fw) Duw)do
=-N k=—N 21 Jr 21 Jr
1 (2j+1)m
= 5 / f(w) Dy(w)dw  (invariance de dw par translation)
2 ez /(25—
1 " Iy y ’ . .
- 9r Z (0 +2jm) Dy (0)df (Dy est 2m — périodique)
T jez v T
1 ™
= 5 V() Dy (0)df (par Fubini).
T™J_x

On repete exactement le méme raisonnement pour I’autre formule impliquant
le noyau de Fejér (on pourrait tout aussi bien exploiter le fait que Fy =
(Do+ -4 Dy_1)/N) et déduire ainsi la seconde formule de la premiere en
sommant au sens de Cesaro).

I1.4. On suppose que U admet un représentant 2w-périodique ¥ : R — C,

11



continu en 0 = 0 et admettant une dérivée a gauche et une dérivée a droite
en ce point. Vérifier (en citant précisément le théoréme invoqué) que

N N

NLiIJrrloo Z J(k) = NET@O Z ( a %) f(k) = ¥(0).

k=—N k=—N

Que subsiste-t-il du résultat ci-dessus lorsque ¥ et seulement supposée conti-
nue en 0, sans étre cette fois dérivable a gauche et a droite en ce point ¢

Lorsque ¥ : R — C est une fonction 27-périodique, intégrable sur [—m, 7],
continue en 0 et ayant une dérivée a gauche et a droite en 0, on est dans les
conditions d’aplication du théoreme de Jordan-Dirichlet (théoreme 2.1 du
cours). On a donc ici :

lim (% / "W (0) Dy (0) dQ) = lim Sy[¥](0) = T(0).

N—+o00 o N—+o00

Comme

Fr(0) = %(Do(e) oot Dya(6))

et que la convergence d’'une suite de nombres complexes vers une limite finie
[ € C implique sa convergence au sens de Cesaro vers la méme limite, on a
aussi :

On déduit donc de la question I1.3 le résultat voulu. Si ¥ est seulement
supposée continue en ¢ = 0, seul subsiste le résultat :

N

Ceci résulte du fait que la suite (Fy/27) > réalise une approximation de la
masse de Dirac, ce que ne réalise pas la suite (Dy/27)n>1 (c’est le théoreme
de Fejér dans sa version locale, théoreme 2.3 du cours, et non plus celui de
Jordan-Dirichlet qu'’il faut alors invoquer).

11.5. Soit a > 0, comme dans la partie 1. En appliquant le résultat établi a
la question I1.3, montrer que

1
§ —alk| _ E -
¢ =2a a? + 4m2j52° (+)

kEZ JEL

12



Laquelle de ces deux séries numériques converge-t-elle le plus rapidement ?
Déduire de lidentité (x) l'identité :

a® 1 1+e@
Va >0, — = . *
>0 o D = )

JEZ
Effectuer un développement limité a ['ordre 4 des deux membres de l'identité
(%) en a =0, et prouver les égalités :

I EEARD DS
2 g0 1T 00
Jj>1 J 0 Jj>1 J 20

Suggérer enfin (sans toutefois la mettre en route) une méthode permettant de

calculer explicitement les sommes j%p pour tout p € N*.
Jj>1

La classe f, vérifie les hypotheses de la question IL.1 car on a
~ 2a
W tw ——— € LE(R, dw).
f a2 + w2 (C( )
De plus, il se trouve dans ce cas que la série de fonctions

j=+o0

0= > Jul0+2m))

j=—o00
converge normalement dans C°(T) (équipé de la norme de la convergence
uniforme). On peut donc poser, pour tout 6 € R,

U(h) = Z Fa(0 4 2j7) = Z

j=—o0 j=—o0

2a
a?+ (0 + 2mj)?

La fonction définie ainsi est non seulement continue, mais aussi de classe
C!, comme on le voit en utilisant le théoréme de dérivation des intégrales
(ici c’est I'intégration discrete sur Z a laquelle nous avons affaire) dépendant
d’un parametre de Lebesgue. D’apres le résultat établi a la question 11.4, on
a donc
] ik N1
“a . —a
keZ k=—N j=——o0

C’est évidemment la série numérique figurant au membre de gauche qui
converge le plus rapidement (convergence exponentielle versus convergence
en O(1/5%)). Le membre de gauche de cette formule s’exprime comme :

- 2 1+e®
—alk| — 2< —ak) 1= 1= ]

kEZ
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En multipliant par a les deux membres de la formule (x), on obtient I'identité
(%) voulue (pour tout @ > 0). Le DL a 'ordre 4 du second membre de (%)
(au voisinage de a = 04) s’écrit :

l+e@ a> a

1_€_a:2+g—%+0(a4) (t)

a

On a d’autre part
1 1 47
P i) Dl e
ez 7° + 12 7Y+ 1= a

En utilisant le fait que

2 2

- =2+§(Zi)—%x%ﬁ(zﬁ)wuam ()

-9 a? 2
ez )7 T i =17 j>1

En identifiant les deux développements limités (1) et (1), on trouve bien

1 2 1 md
ZF:E’ Z'_:%'

jz21 Jj=21

FIN
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