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Partie I

Dans cette partie, N désigne un nombre entier supérieur ou égal a 2.

Soit, (h(n))nez la réponse impulsionnelle d’un filtre digital stationnaire £ ; on
considere un appareil Gy dont effet est de transformer une suite d’entrées
(e(k))kez (tous les e(k) étant nuls sauf au plus un nombre fini) en la suite de
sorties (s(k))kez donnée par :

s(n) =Y " h(n— Nk)e(k).

kEZ

1.1. L’appareil Gy est-il un filtre ?

I.2. On rappelle que la transformée de Fourier d’une suite (z(k))gez est
définie comme la fonction 27-périodique d’énergie finie sur [0, 27|

w— Zx(k) e e



trouver une relation simple entre la transformée de Fourier F, de I’entrée
(e(k))kez, la transformée de Fourier de la sortie (s(k))rez aprés passage a
travers ’appareil G, et la transformée de Fourier H du filtre digital L.
I.3. On note [?(Z) I'espace des signaux digitaux d’énergie finie, i.e. des suites
(z(k))kez de nombres complexes telles que Y, |z(k)|> < oo et I'on définit sur
cet espace le produit scalaire dit corrélation discréte défini par :

(@), k) =3 a(k) y(&).
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On rappelle que £ est un opérateur continu de /?(Z) dans lui-méme (définition
de la stationsnarité). L’adjoint G} de Gy est défini comme 'opérateur linéaire
continu de [?(Z) dans lui-méme tel que

Y (@(k)e, (ke € 2, (GulaeDil, (wk)e) = (@(0)e s GAlw(R)]).

Montrer que ’adjoint de Gy est 'opérateur qui transforme le signal d’entrée
(e(k))kez en le signal de sortie (s(k))gez défini par

(n) = h(k— Nn)e(k).
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I.4. Trouver une relation entre la transformée de Fourier d’un signal digital
d’entrée (e(k))x, la transformée de Fourier du signal déduit de (e(k))y apres
passage au travers de I’appareil G} et la transformée de Fourier du filtre £
(on pensera a utiliser la formule de Plancherel et le fait que G% est 1’adjoint

de gN.
Partie I1

On suppose maintenant que la fonction de transfert du filtre £ est la fonction
caractéristique de 'intervalle [0, 27 /N] (périodisée avec la période 27).
II.1. Calculer la réponse impulsionnelle (h(k)), du filtre £. Le filtre £ est-il
un filtre stationnaire ? un filtre réalisable ?

I1.2. Indiquez de quelle maniére pratique on peut corriger le filtre £ pour
”I’approcher” par un filtre réalisable ; quel écueil pratique doit-on tenter de
contourner ?



11.3. Quelle est la réponse impulsionnelle du filtre de Hamming dont la

fonction de transfert est la fonction
27
Di( )]
) TNt o T )

1 sin (N + %)w
Dy{w) := o sin ¥
2

11—« 2T
D “—%p ( —
w — aDy(w) + 5 (Nw SN 1
ou

I

avec a = .54 7 Quelle est la justification du choix de a (on pourra s’aider de
représentations graphiques pour appuyer les affirmations).

I1.4. On note L le filtre réalisable approchant le filtre £ et 'on suppose
que la réponse impulsionnelle de £ est une suite (h(k))rez avec h(k) = 0 si
k< —M et k> M. On note P la polynome

P(X) :iL(_M)+}~l(_M+1)X+"'+}~l(M)X2M;

quelle condition doivent vérifier les zéros du polynoéme P pour que ’on puisse
construire un filtre stationnaire réalisable £ tel que Lo L = Id;2(z) ? Comment
peut-on calculer la réponse impulsionnelle de ce filtre stationnaire réalisable

L7
Partie 111

I11.1. On appelle ondelette de Shannon le signal d’énergie finie sur R dont
le spectre est la fonction caractéristique de l'intervalle [—m, 7]. Calculer ex-
plicitement ce signal continu ¢ (en utilisant la formule d’inversion de Fourier).

IT1.2. En utilisant la formule de Plancherel (c¢’est-a-dire le principe de conser-
vation de I’énergie), montrer que la famille des fonctions du type (p(t—k))kez
constitue une base orthonormée de 1’espace 1} des signaux continus d’énergie
finie de spectre dans [—m, 7). Vérifier la formule

sin(t — k) i
Z( 7(t —k) )

kEZ

1.

II1.3. Etant donné un signal continu de spectre inclus dans [—7, 7], quel est
le seuil maximal tolérable auquel il puisse étre échantillonné ?



I11.4. On note V; 'espace des signaux continus d’énergie finie et de spectre
dans [—7/2,7/2] ; montrer qu'il existe une fonction 27-périodique my (que
I'on calculera) telle que $(2w) = mg(w)P(w) pour tout w € R ; calculer la
réponse impulsionnelle (h(k))rez du filtre digital stationnaire £ dont /2 my
est la transformée de Fourier.

IT1.5. Montrer que la famille des fonctions (27'/2p((t — k)/2))rez est une
base orthonormée de I’espace V;.
I11.6. Si
e 1 t— Ze(k)gp(t — k)
keZ

est un élément de V4, calculer en fonction des nombres e(k) et des nombres
h(k) , k € Z, les coefficients (s(k))rez de la projection orthogonale de e sur
Vi (exprimée dans la base orthonormée (271/2¢(t — k)/2))rez)-



