Semestre 4, Année 2011-2012 SESSION 2
UE N1MAG6031 : Probabilités et Statistique
Date : 22 Juin 2012, 14h00-17h00 Durée : 3h00

Polycopié de cours autorisé, a I’exclusion de tout autre document.

Exercice 1. Sur une autoroute, les statistiques officielles révélent qu’un
conducteur sur 1000 ne respecte pas la limitation de vitesse a 130 km/h. Un
radar, placé sur cet autoroute, repére l'excés de vitesse chez 99% des conduc-
teurs fautifs (en les flashant). Cependant, du fait de défaillances ponctuelles
du systéme, 0.3% de conducteurs en régle se trouvent aussi flashés. Calculer
la probabilité pour qu’un conducteur se retrouvant flashé le soit effectivement
a juste titre.

On prend comme univers des possibles ’ensemble de tous les conducteurs,
avec comme disribution de probabilité la distribution uniforme. La proba-
bilité de I’évenement N R (un conducteur pris au hasard ne respecte pas la
limitation de vitesse) est P(NR) = 1073. Si F désigne 1’événement < un
conducteur pris au hasard est flashé >, on a P(F | NR) = 0.99. D’autre
part, si R désigne ’évenement < un conducteur pris au hasard respecte la
limitation de vitesse >, on a P(F | R) = 3/100 = 3x 1073. D’apres la formule
des causes (Proposition 1.3 du cours), on a

P(F | NR) P(NR) B 0.99 N
(FINR)P(F)+ P(F|R)P(R) 0.99+3 x0.999 —

PINR|F) = 14

Surprenant, non ?

Exercice 2.

1. Soient X, et Xy deuxr VAR indépendantes suivant ['une une loi de Poisson
de parametre \y > 0, l'autre une loi de Poisson de parameétre Ao > 0. Montrer
que X1+ Xo suit encore une loi de Poisson dont on précisera le parametre.

La fonction génératrice de X est s — e**, celle de X, est s — e*2*. Comme
X; et X, sont supposées indépendantes, la fonction génératrice de la somme
est le produit des fonctions génératrices, soit s — e*1732)s On reconnait 1a
la fonction génératrice d’une loi de Poisson de parametre A\; + \o. La loi de
X1 + X5 est donc une loi de Poisson Z(A; + Ag).

2. Soit (Xg)ren+ une suite de VAR mutuellement indépendantes toutes de

meme loi, a savoir la loi de Poisson de parameétre A > 0. Quelle est la loi de
la VAR
Xemp: X1—|—..._|_Xn

?
In] n :




emp o
] -
Comme les variables X;, j = 1,...,n, sont mutuellement indépendantes, la
fonction génératrice de la VAR X E;r]np est le produit des fonctions génératrices

des VAR X;/n. Ces VAR sont toutes de méme loi, la loi de Poisson Z2(\/n),
et chacune de ces fonctions génératrices est s — e**/™. La fonction génératrice
de X" est donc s (er/Mm = e~ La VAR X" suit donc une loi de
Poisson &2(\). Son espérance vaut A, ainsi que sa variance (d’apres le cours).

3. Vers quelle VAR la suite de VAR

(3 -»)

converge t-elle en loi lorsque n tend vers 400 ¢

Que valent espérance et écart-type de cette VAR X

D’apres le Théoreme Limite Central (Théoreme 1.1 du cours), cette suite
converge en loi vers une VAR suivant une loi .47(0, 1).

4. On suppose N grand. Déterminer un seuil x tel que

P({re]xgr- as\/% X —l—x@[}) > 95%

(on exploitera la table donnée en annexe).
Ce seuil vaut = = 1.96 d’apres la table donnée en annexe.

5. Dans une entreprise, on constate au final, sur une durée de deuzx ans,
qu’tl y a eu 20 accidents du travail a déplorer au sein du personnel. Pourquos
la lot de Poisson est elle un modéle raisonnable pour modéliser la loi de la
VAR X égale au nombre d’accidents susceptibles de survenir par jour ? Si
l'on suppose que l’on choisit ce modele, et donc que X suit une telle loi,
déterminer (en utilisant le résultat établi a la question (4)) un intervalle de
confiance pour la moyenne \ du nombre d’accidents journaliers, au niveau
de confiance 95%.

Comme la loi de Poisson peut étre considérée heuristiquement comme la < loi
des évenements rares >, c’est un modele naturel pour modéliser la loi de la
VAR X. Sur une durée de 365 x 2 = 730 jours, la réalisation de Xﬁlg& est

2/73. Les valeurs extremes de A telles que

X\ )
e ]2/73 196/ =5.2/73 + 196 %[

sont données en cherchant les racines positives des deux équations du second
degré en VX :

(2/73 = A) = +1.96 VA/V730, (2/73 — A) = —1.96 V'A//730.



L’unique racine (positive) de la premiere équation est VA ~ 0.1332, tandis
que celle de la seconde équation est VA ~ 0.2057. La réalisation de l'intervalle
de confiance proposée est donc

1(0.133)?, (0.206)*[=]0.017, 0.043].

Exercice 3.
Soitp e N*, ¢ >0, et f,. la fonction

foe 1t E€R— cxooof(t) exp(—t/2) "™, ¢ > 0.

1. Comment faut-il choisir la constante ¢ = ¢, pour que f,., soit la densité

d’une loi de VAR ¢
On a

/ e 2 dt = 2p/ uPle " du = 2" (p—1)!.
0 0

On doit donc, pour que l'intégrale sur R de f, ., vaille 1, choisir
o =2"/(p—1).

2. Une fois que ¢, a été choisie comme au (1), que valent espérance et va-
riance de la VAR X, de densité f,., ¢

On a - -
/ e 2 Jt = opt! / uPe " du = 2P pl.
0 0

L’espérance de X, vaut donc ¢, x 2P x pl = 2p. D’autre part
/ tPle /2 gt = or+? / uPt e " du = 2P (p + 1)1
0 0

Donc E[X]] = ¢, x 2772 (p+1)*> = 4p(p + 1). On en déduit donc
Var (X,) = 4p(p + 1) — 4p* = 4p.

3. Soit € > 0. Donner en fonction de p une majoration de

P({|1X, —2p| > €}).

Pour quelles valeurs de € une telle inéqgalité est-elle intéressante ?

Cette majoration est donnée par 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev (Pro-
position 2.1 du cours), qui donne :
Var(X,) 4p

P{IXy—2p| = e}) < — = 5



Cette inégalité n’est intéressante que si € > o(X,) = 2,/p.

4. Soient py et py deux entiers strictement positifs. Vérifier la formule :

ViR, / Forens (5) Fomn, (= )5 = Fonepmen 1o (2).

Déduire de ce calcul la densité de la lov de X, + X, lorsque X,, et X,
sont supposées étre deur VAR indépendantes, de densités respectives [, ¢,

6t fp27cP2 :

Le membre de droite de la formule vaut 0 sit < 0Oet, sit >0 :
t 1
Cp,y Cp26_t/ 5p1_1<7f _ S)pz—l ds = Cpy Cp2tp1+p2_16_t/ up1—1(1 . u)p2_1 du.
0 0
(%)

En intégrant par parties, on trouve

/1 up1—1<1 _ u)pg—l du = (pl - 1)' <p2 - 1)'
0 (p1 +p2—1)!

En reportant dans (*), on retrouve bien la valeur de fp, 15, ¢, ., (t). La densité
de la loi de X, + X, est, puisque les deux variables sont indépendantes, la
fonction

fER s / Foer () Fmey, (E — ) ds.
R

En effet, au niveau infinitésimal
P({X, € [s,5+ds]} N {X,, €[t — 5.t =5+ dH]}) = f,(5) X fralt — s)dsdlt

du fait de l'indépendance (les probabilités des deux évenements se multi-
plient). La densité de la loi de X, + X, est donc exactement celle de X, 1, .

Exercice 4.

Un surfeur pianote sur le net (il y a un nombre fini N de pages répertoriées,
numérotées de 1 a N ). S’il consulte a instant t = k la page i, la probabilité
qu’tl aille a linstant t = k+ 1 consulter la page 7 ne dépend pas de k et vaut
un certain nombre a; ; € [0,1].

1. On note Xy, la VAR désignant le numéro de la page que consulte le surfeur
a linstant k. Vérifier que l'on a :

VEEN, P(Xp=j)=> a;P(Xp=i).

i=1



On peut appliquer la formule de Bayes (Proposition 1.2 du cours), car a;;
s’interprete comme la probabilité (conditionnelle) que le surfeur aille consul-
ter la page 7 a l'instant k& + 1, conditionnée par I’évenement : < le surfeur
consulte la page 7 a l'instant k >.

2. On note A la matrice [a; j|1<; j<n (i : indice de ligne, j : indice de colonne).
Que peut-on dire de la somme des éléments de chaque ligne de la matrice A ?
Calculer en fonction de A la loi de probabilité de la VAR Xy, (on suppose
P{X1=1}) =1).

La somme des éléments de la matrice A vaut 1 puisque I'on peut interpréter le
vecteur ligne des entrées de A figurant sur la ligne ¢ comme une distribution
de probabilité (conditionnelle) sur {1,...,n} (& condition toutefois que la
probabilité que cette page i soit visitée par X} ne soit pas nulle pour toutes
les valeurs de k). Comme P({X; = 1}) = 1, on a, en tenant compte des
formules inductives établies a la question 1 :

Ly =[1,0,...,0] x A*1

si Ly désigne le vecteur ligne correspondant a la distribution de probabilité
de la VAR X}, sur {1,..., N}.



Annexe

Quantiles de dépassement de ’écart absolu de la loi normale .47(0, 1)

P(|X| > z4) =«

(par exemple : si a = 0.13 + 0.005, alors z,

= 1.495)
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