Licence 3: Intégration 2007
Corrigé du devoir maison N 3

1. Soient I = [071]7 Ry = [0700[7 f(U,U) = M;%Q et g(l‘,y,t) = f(x,t)f(y,t) ot (x,y,t) €
J=: I xIxXR,.

(a) Montrer que g est intégrable sur J (muni de mesure de Lebesque) et, en appliquant le théoreme
de Fubini-Tonnelli a J = Ry x I%, que A =: [; gdtdzdy = fRJF(%”(t))%t.

Solution: ¢ est continue sur R?, donc mesurable. Par Fubini-Tonnelli, I'intégrabilité, ainsi que
I'égalité demandée, découle du fait que [, (7 f(x,?)(J7 f(y,t)dy)dz)dt = fR+(M)zdt < oo (la
dérniere intégrale converge parce que 0 < arctan(t) < w/2 pour tout t € Ry et arctan(t) ~ t lorsque
xr—0). &
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Thas " Thps €N €léments simples et en appliquant Fubini-Tonnelli a J = I xR,
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Solution: On a g(z,y,t) =

(b) En décomposant
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fJ gdl‘dydt == fIXI xgin f000{1+2;2t2 - 14}229 }dt = fIXI 1-27y2 f;o{l«fSQ - 14?32 }ds = %fIXI Cl?aji’:l,:lll .

(c) En appliquant a nouveau le théoreme de Fubini-Tonnelli a cette derniére intégrale, montrer que
A= win2.
Solution: D’aprés (b), A= Z [ 2% = Z[ [ Ldr= Z[(In(x+1)— In(z))ds = Z[(z+

4y 4y 2
Din(z + 1) — zin(x)|*Z) = 7in2. 1

2. Soit f: Ry = [0,00[— Ry une fonction mesurable et g, p(x,y) = f(x+y)z®y® oi (z,y) € R
eta>—1, b> —1.

(a) En supposant que f est continue, montrer que go, est intégrable sur tout carré |0,c[x]0,c],
c>0.

Solution: f est continue sur C' = [0, ¢ x [0, ¢|, donc mesurable et bornée, et donc [, gapdzdy <

(supcf) [5 %z [ yPdy < oo. B

(b) Montrer que Uapplication ¢ : (u,t) — (tu, (1 — t)u) est une bijection de Ry x [0,1] sur R% et
calculer son Jacobien.

Solution: Clair que ¢(Ry x [0,1]) C R2Z. D’autre part, ¢ est inversible: p(u,t) = (x,y) si et
seulement si u = x +y, t = =, et pour tout (z,y) € B3 on a (u,t) € Ry x [0,1]. Puisque ¢
est continument dérivable (c’est une application polynomiale), elle est un difféomorphisme et on a

J= |det(¢)| = |—tu—u(l—1t)]= u. 1

(c) En effectuant un changement de variables indiqué en (b) et en appliquant Fubini-Tonnelli,
mon(z)frer que fRi Gapdrdy = I(a,b)F(a+b+2) ouI(a,b) = [ t*(1—t)’dt, F(c) = Ja, f(w)udu,
c > 0.

Solution: [z2 gapdrdy = I ) fu) (tu) (1 — t)u) udtdu = I(a,b)F(a+b+2). B

3. Soitl <p<ooetll = LPRy) = {f: [CIf@®)Pdt < oo} lespace de Lebesgue sur
R, = (0,00) muni de la norme || f|l, = ([3°|f(#)[Pdt)}/P. Pour f € LP et x >0 on pose
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(a) Soit0 < a < —, oup' est l'exposant conjugué zla+ 1% = 1. En écrivant F(x) =

/ ")t
0

montrer que

P —l—ap N o
PO < g | 1wt

Solution: Car 0 < ap’ < 1, la fonction t — ¢t~ est intégrable sur tout intervalle fini. En utilisant
I'inégalité de Holder, on obtient

P < 2 Ir@perane( [T -
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=7 t)|Pterdt)t/r v
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d’ou le résultat. B

(b) En déduire que /Oo ‘F(x)‘pdx
0
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1 / f(t)|Pdt
/(1 /)p/p 0 ‘ ( )‘ .
Solution: D’apres (a),
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= /0°° yF(x)y”dx < /OOO W/O F ()PP dtde =

N / — ap)) p/p / x(@, O] f () [Ptrdtdz,
ot X(2,1) = X(—oc)(t). D’apres Tonnelh—Fubml, on a
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1P = /0 |f@)t p/o WX(%t)dxdt:
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(c) Montrer que T est un opérateur linéaire continu de LP(Ry) dans lui méme. En étudiant la
fonction o — ap(1—ap')P/?" montrer que |T|| < p' ot |T|| = sup{||Tfll,: |Ifll, <1}, la norme
de T.

Solution: 7T est linéaire comme l'intégrale de fonctions intégrables. D’apres (b), ||[Tf], <

C(a, p)|| fll, pour toute f € LP(Ry) ou C(a,p) = ( 1 -
ap(l — ap
de la norme ||T||, on a |T|| < inf,C(a,p).
On a S =: supycapy<iap(l — ap )PP = 53up0<t<1t(1 — t)P/?' La dérivée de la fonction t —
—)p/P iti Aoati — 2.l _Ly/p — (L\l+p/p
t(1—t)P/?" est positive pour ¢ < 1/p et négative pour ¢ > 1/p, donc S = L. (1—0)P/F = ()PP,
Finalement, ||T]| < w7 = /. B

1/p N fo s
G /p/) . Donc, d’apres la définition



