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RisuME. Ce cours, & 'interface des mathématiques fondamentales et appli-
quées, correspond a l’enseignement dispensé en 2010-2011 dans I’'UE option-
nelle MHTS836 < Distributions >. Les prérequis sont les cours de master d’<« Ana-
lyse Complexe > (MHT734, [Charp]) et d’< Analyse fonctionnelle > (MHT733),
les cours de Licence de < Théorie de I'Intégration > (MHT512, [Y1]) et d’<« Ana-
lyse de Fourier et Espaces de Hilbert > (MHT613, [Y2]). Les aspects géo-
métriques (sous-variétés de RY, espaces de formes différentielles) sont em-
pruntés au bagage de la Géométrie différentielle (MHT612, MHT615). La
trame de 'ouvrage [YO] (pour sa partie < distributions >, Chapitre 3) a éga-
lement servi & ’élaboration de ce cours. Les divers points relatifs a la théorie
des distributions et figurant depuis 2011 dans le programme de 'agrégation
de mathématiques ont naturellement été intégrés dans son contenu. Le cours
rédigé & Lyon par Cédric Villani [V1il], ainsi que celui rédigé pour cette UE par
Eric Amar, m’ont aussi été d’une aide précieuse. Le cours de C. Villani présente
également un panorama de I’approche < historique > (en méme temps que des
approches paralleles, abouties ou non) & la théorie des distributions.
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CHAPITRE 1

Espaces de fonctions-test et notion de distribution

Le concept de distribution puise ses origines dans la modélisation des phéno-
menes physiques (en particulier des chocs et impulsions) initiée par des physi-
ciens tels les anglais Oliver Heaviside (1850-1925) (équations de Maxwell) puis
Paul Dirac (1902-1984) dans la premiere moitié du XX-ieme siecle. La formali-
sation mathématique de ce concept s’est ensuite élaborée tout au long du siecle,
au travers des travaux de 1’école soviétique et en particulier de Serguei Sobolev
(1908-1989), ainsi que du mathématicien frangais Laurent Schwartz (1915-2002).
Laurent Schwartz, membre du groupe Bourbaki, fut, précisément pour ses ses
travaux en relation avec la théorie des distributions (on disait aussi < fonctions
généralisées > dans I’école de Saint Petersbourg), le premier mathématicien frangais
en 1950 & recevoir la médaille Fields *. La notion de distribution, en prise avec I'im-
portant concept mathématique de dualité, puis celle de courant, son pendant dans
le contexte géométrique, seront introduites dans ce premier chapitre.

1.1. L’évaluation < ponctuelle > des fonctions mesurables

Soit 2 un ouvert de R™, ou, plus généralement, un ouvert d’une sous-variété
différentiable X de dimension n de RY.

Si g est un point fixé dans Q et si f est une fonction § — K (K = R ou C)
mesurable (par rapport a la tribu de Lebesgue a la source et au but), il est clair que
la notion d’< évaluation de f au point x> (i.e. < f(xg) >) ne saurait avoir de signi-
fication pratique. Il est en effet impossible d’appréhender avec exactitude le point
o car ceci présuppose connaitre dans leur totalité les développements décimaux
des nombres réels xg;, j = 1,...,n (coordonnées de ce point dans R™ ou RY), ce
qui est en général hors de portée, car on ne peut connaitre ces développements
que jusqu’a un seuil fini. C’est d’ailleurs la raison pour laquelle un phénomene
physique modélisable comme une « fonction » mesurable f : Q@ - K (K = R
ou C) est souvent pensé du point de vue mathématique, lorsqu’il est quantifiable
(en termes de masse locale, d’énergie locale, etc.), comme un élément de I'espace
L (9, B(2), dr)? défini comme le quotient du R-espace vectoriel L. (2, B(2), dx)

loc loc

1. Pour une présentation de I'historique du concept de < fonction généralisée > qui allait
devenir celui de < distribution > (et des roles et influences des écoles soviétique et frangaise), on
pourra se reporter a l'article de Jean-Michel Kantor dans la Gazette des Mathématiciens [Kant].
Il faut noter l'influence importante des idées de Jacques Hadamard (1865-1963) dans ce long
cheminement scientifique fait d’échanges croisés.

2. Dans le cas ot Q désigne un ouvert d’une sous-variété X de dimension n de RV, dx =
dX x est la mesure induite sur X par la mesure de Lebesgue usuelle sur l’espace ambiant RY
(correspondant a la métrique euclidienne sur cet espace, i.e. a la forme volume canonique dz1 A---A
dzp) ; par mesure induite dX v, on entend donc ici la mesure euclidienne définie dans I’Annexe B1
(Définition B.1.1) du cours de MHT734 [Charp]. La forme volume +wy sur X correspondante est
I'unique n-forme différentielle sur X telle qu’en tout point z € X, wx (€1, ...,&n) = 1 si (&1, .., &n)

1



2 1. ESPACES DE FONCTIONS-TEST ET NOTION DE DISTRIBUTION

des fonctions mesurables f : 2 — R™ telles que
/ |f(z)|Pde < oo V¥V K compact CC
K

par la relation d’équivalence fRg < f = g dz p.p. Le premier reflexe du physicien
consistera & interpréter < f(zg) » comme

(1) fao) =t | f(0)ocly = a0) .

N

ou

L XBW,(O,1)($/€)
@E(x) T G"Vn I

Bg»(0,1) désignant la boule unité de R, V,, = 7/2/T'(n/2) son volume. Dans le
contexte géométrique ou X est paramétrée de maniere C*° au voisinage de xg € ()
par 0, :0 € By, CR™ — X, avec 0,,(0) = zg, Pévaluation < f(xg) > devient (par
exemple)

I, FY) XBan (0,0 (0, () dyxe
(1.2) (o) = lim 2zoBeo) - °

0 waO(Bzo) X Bgn (o,e)(e;ol(y)) dyx

7

dyx correspondant & la mesure de Lebesgue euclidienne sur X' (voir la note en bas
de page précédente). Pour éviter que la discontinuité de la fonction x g, (0,¢) ne crée
des artefacts (ce qui est de nature & induire un biais dans le rendu de f, ce d’autant
plus que f est irréguliere®), on préfere dans (1.1) & la fonction . la fonction cette
fois beaucoup plus lisse

iXBRn(O,l)(x/e) exp ( -1/(1—- ||37/€||2))
e fp.onexp (=10 =yl?)dy -
qui a le mérite (par rapport a la fonction ¢, ) d’étre une fonction C'*° & support com-

pact dans R™ (de support la boule fermée Bg- (0, €)), radiale, positive et d’intégrale
égale & 1 (voir Exercice 1.1). On interprete alors < f(zg) » comme

(1.3) Ye:x € R" —

(1) o) = lim [ $(0)ely — 20)
e—=0 Jo

ou, dans le contexte géométrique, comme (par exemple)

(1.5)

oo ) S XBan 0,0 (02, (1) exp(=1/(1 = 102, (y) /€ll?) dya
f(zo) =~ lim —2—=° — = 5
S0 o, (Bag) XBan (0.0 (O (1) exp(=1/(1 = (|62, (y)/€]]?) dyx

en reprenant les notations utilisées dans (1.2).

)

est un systéme orthonormé direct (pour le produit scalaire usuel dans RY) de I’espace tangent
T:X (& X au point x), une fois choisie une orientation sur X (il y a deux orientations possibles).
Le cas p = 1 correspond a la quantification en termes de masse, le cas p = 2 (plus fréquent) est
particulierement important car correspondant & la quantification en termes du concept physique
d’énergie. On rappelle que les espaces de Minkowski LY (Q,B(Q), dx) sont emboités en

loc
L2(Q,B(Q),dz) C --- C LY (Q,B(Q),dz) C--- C LY (2, B(Q),dz) C -+ C L, (Q, B(Q), dz)

pour les p € [1,00].

3. Voir par exemple le probleme lié au phénomene de Gibbs en analyse de Fourier, i.e. 'ap-
parition de phénomenes d’aliasing lorsque ’on coupe < brutalement > les hautes fréquences d’un
signal ou d’une image analogique (cf. cours de MHT613 [Y2], section 2.3.3).
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EXERCICE 1.1. Vérifier que la fonction 6 : R — [0, +oo[ définie par

0(t) = x)—1,11() exp ( - 1771162)

est une fonction paire, positive, C*>° sur R, puis que la fonction ¢, : R™ — [0, 00]
définie en (1.3) est une fonction radiale, positive, d’intégrale 1, de support la boule
BRn (0, 6) .

1.2. Chocs, impulsions, mesures

Dans les phénomenes de choc ou d’impulsion ponctuelle, le principe physique
de conservation de masse (ici supposée égale a 1, entierement concentrée en un
point {zp}) est une contrainte majeure. Etant donnée une impulsion ponctuelle
(normalisée & 1 en terme de masse), localisée en 2y € R™, la < fonction » §,, censée
la modéliser étant positive, de < support » {z¢} et d’intégrale 1, il est impossible,
puisque la mesure de Lebesgue de {zo} est égale & 0 et que la régle 0 X co = 0
prime en théorie de 'intégration, que d,, corresponde a une fonction mesurable f.
On constate donc que 'idée d’< évaluation approchée > d’une fonction mesurable
f Q2 — K (K =RouC) en un point 2y de  (en la < testant >, comme dans (1.1)
ou (1.4), contre des fonctions ¢ localisées pres ce point) nous invite & dépasser le
cadre des fonctions. Mais plutot que de ne retenir que les limites (lorsque € tend vers
0) dans (1.1) ou (1.4) pour tous les points xg, on enregistre I'information fournie
par la liste de tous les tests (f, ) lorsque ¢ est une fonction-test ajustée a la zone
d’intérét ou vit le phénomene physique étudié f, ces fonctions-test étant assujetties
a étre prises au moins continues, voire méme C°°, sur le modele des fonctions .. Ce
nouveau cadre (ot 'on peut rendre compte des chocs et des impulsions ponctuelles)
est celui de la théorie de la mesure, vue sous ’angle fonctionnel 4.

DEFINITION 1.2. Soit © un ouvert de R™ ou d’une sous-variété X’ de dimension
n de RY. On note K(,R) (resp. K(2,C)) le R (resp. C) -espace vectoriel des
fonctions continues sur 2, & valeurs réelles (resp. complexes), et & support compact
dans Q (i.e. ensemble des points x € Q ou () # 0 est relativement compact ®
dans Q). On note Kx(Q2,R) (resp. Kx (2, C)) I'ensemble des fonctions continues
dans Q, & valeurs réelles (resp. complexes) et & support compact inclus dans K.
On équipe ce sous-espace de la norme uniforme ||p||x = sup,¢cx |¢(z)|. On appelle
mesure de Radon réelle (resp. complexe) sur € toute application linéaire p de
K(Q,R) dans R (resp. de K(£2,C) dans C) continue au sens suivant : si (¢x)r>0
est une suite d’éléments de IC(Q2, R) (resp. K(€2,C)) dont les supports sont, pour k
assez grand, tous dans le méme compact Ky, alors

li - ) li —0.
(lim_lorllg =0) = lim {u.io0) =0

Le critere quantitatif suivant permet de caractériser les mesures de Radon réelles
ou complexes.

PROPOSITION 1.1. Une application K-linéaire p : K(Q,R) — R (resp. une
application K-linéaire p : K(2,C) — C) est une mesure de Radon réelle (resp.

4. Et non plus ensembliste, comme vous ’avez approché dans les cours de Licence, en théorie
de 'intégration (MHT512) ou en probabilités (MHT601).
5. L’adhérence de cet ensemble dans Q2 est appelé support de ¢ relativement a 2.
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compleze) si et seulement si, pour chaque compact K CC Q, il existe une constante
positive C(K) telle que

Vo e Kx(Q,RouC), [{u,¢)| <C(K)|ellx

Le < pont > entre les points de vue ensembliste et fonctionnel concernant la théorie
de l'intégration est assuré par le théoreme tres important suivant.

THEOREME 1.3 (Théoréme de représentation de F. Riesz [Rud]). Soit Q un
ouvert de R™ et y une mesure de Radon réelle sur Q0 ayant la propriété de positivité
sutvante :

(1.6) Vo e K(Q,R), (@(x) >0 \meQ) — (1, 0) >0

(on dit que p est une mesure de Radon positive sur Q). Il existe une tribu 2
contenant la tribu B(§)) et une unique mesure positive (notée aussi p par souci de
simplification) sur (Q,9M) telle que

— pour tout K compact CC Q, p(K) < +00;

— pour tout p € K(Q,R), (1, 0) = [@du;

— pour tout E € M, on ait

w(E) =inf {u(U); U ouvert, E C U} ;
— pour tout E € M tel que p(E) < 400, on ait
w(E) =sup{u(K); K compact, K CC E}.

Inversement, si p : B(Q) — [0,00] est une mesure positive telle que pu(K) < oo
pour tout compact K CC €,

¢ € K(QR) — (u, ) := /Kwdu
définit une mesure de Radon positive sur €.

REMARQUE 1.4. Ce qu'implique le théoreme de représentation de F. Riesz
est que, si K est un compact de 2, le R-espace M(K,R) des différences de deux
mesures positives sur la tribu borélienne et de masse finie sur les compacts % s’iden-
tifie au dual du R-espace de Banach (C(K,R),| ||x) des fonctions continues de K
dans R. Le C-espace M(K,C) des combinaisons complexes pu* — p~ +i (vt —v7)
de quatre telles mesures positives s’identifie, lui, au dual du C-espace de Banach
(C(K,C), | ||x)- Une mesure de Radon réelle (resp. une mesure de Radon complexe)
est la différence ™ — p~ (resp. la combinaison linéaire ut — p~ +i (vt —v7)) de
deux (resp. quatre) mesures positives sur la tribu borélienne de masse finie sur
tout compact. L’espace M(€,R) des combinaisons u™ — u~ de mesures de Borel
sur Q telles que ut () + = () < +oo s’identifie au dual de I'espace de Banach
Co(Q,R) des fonctions continues de © dans R tendant vers 0 & infini dans Q
(considéré dans X C RY), équipé de la norme uniforme. L’espace M(Q,C) des
combinaisons ut —p~ +i (vt —v ) de mesures de Borel sur Q telles que la < masse
totale > put(Q) + u(Q) + v (Q) + v~ () soit finie s’identifie au dual de 1’espace
de Banach Cy (€2, C) des fonctions continues de © dans C tendant vers 0 a l'infini
dans €2, équipé de la norme uniforme.

6. Pour une telle mesure positive, il se trouve que la propriété de régularité, correspondant
aux items 3 et 4 dans la proposition, est automatiquement vérifiée.
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DEMONSTRATION. On admettra ici ce théoréme en indiquant juste une trame
de preuve. C’est la partie directe qui est la plus difficile (le volet réciproque énoncé
en fin de théoréme étant immédiat). Pour construire la tribu 9%, voici comment
procéder. Le principe est calqué sur celui guidant la construction des mesures
extérieure et intérieure dans le schéma ensembliste (schéma de construction ins-
piré du théoreme de Carathéodory, voir par exemple [Marc]|, chapitre 12, Section
ITII.1). Pour tout ouvert U C £2, on pose d’abord

u(U) = sup{{p, ¢} ; ¢ € K(LR), Suppyp C U}
On définit ensuite la mesure extérieure p*(E) d’une partie E de € en posant
w*(E) :=inf{u(U); U ouvert, E C U}.

La tribu 91 est alors définie comme la famille des parties E de 2 telles que, pour
tout compact K CC €2,

p(ENK)=sup{p*(K'); K' compact, K' cC ENK}.

Il reste a vérifier que 91 est une tribu, contenant la tribu borélienne, et que la
restriction puy, de p* & 0N est bien une mesure positive (au sens ensembliste) sur
cette tribu. (Il

1.3. L’espace D(f2) et la < souplesse » du cadre C>

Les étres qui ont été introduits dans le cours d’Analyse Complexe (MHT734)
partagent tous en commun une extréme < rigidité > : polynomes, fonctions ho-
lomorphes, fonctions harmoniques,... Le principe des zéros isolés, le principe du
prolongement analytique, le principe du maximum, etc., sont autant d’indicateurs
de cette rigidité”.

A l'opposé, le fait que I'on puisse construire dans R™ des fonctions C*° a support
compact de support arbitrairement petit localisées n’importe ou (sur le modele
de la fonction z — ¢.(x — zp), oll P, est définie en (1.4) lorsque € > 0 est ar-
bitrairement petit et xp est un point quelconque de R™), implique une extréme
souplesse du cadre C'°, souplesse dont on n’aura de cesse de profiter tout au long
de ce cours. Puisque le leitmotiv de ce cours sera de tester les phénomenes irréguliers
contre des étres aussi réguliers que possible, le fait de disposer de pareille souplesse
sera pour nous essentiel.

Le lemme de partition de 'unité a été vu dans le cours d’Analyse complexe [Charp],
section IV.2. Nous le reformulons ici (dans un cadre un peu plus géométrique) et
en rappelons sa preuve.

LEMME 1.5 (partitionnement de I'unité). Soit Q un owvert d’une sous-variété
X de RN de dimension n et (,), une collection d’ouverts de cette sous-variété telle
que

(1.7) oclJo.

I existe une famille dénombrable (Vp)ren de fonctions C™ a support compact®
dans 2, d valeurs dans [0,1], telle que :

7. Le principe de moindre action soutend le fait que les transformations de nature physique
soient souvent modélisables par de tels étres mathématiques.

8. Dire qu’une fonction v définie au voisinage d’un point x¢ d’une sous-variété X de dimension
n de RY est C® au voisinage de ce point signifie que la fonction 1 o Ozg, OU Oz & (t1,...,tn) €
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— pour tout k € N, il existe un indice (k) tel que Suppr C Q) ;
— pour tout compact K CC Q, Uensemble {k € N; Suppx, N K # 0} est fini
et l'on a

(1.8) Vre, Y vi(r) =1

keN

DEMONSTRATION. Pour tout z € Q (au voisinage duquel la sous-variété X est
paramétrée par (ti,...,t,) € By — 0,(t), B, étant une boule n-dimensionnelle de
rayon r(x) autour de l'origine dans R™, avec 6,(0) = x), il existe (du fait de (1.7))
un indice ¢, et un rayon p(z) €]0, 1] tel que, pour tout p < p(x), 0;(pBy) C Q,,.
On dispose d’autre part d’une exhaustion de {2 par des compacts K; de Q (i.e. des
fermés bornés de ), [ € N (il suffit par exemple de choisir K; = QN Ben (0,14 1),
1=0,1,...). On a, avec cette exhaustion,

0=|JK

leN

avec K; C K7 | pour tout [ € N. Pour tout [ € Z avec [ > —1, on introduit I'ouvert
Vi= K \ Kia

avec la convention que K; = () si I < 0, ainsi que le compact C; = K;11 \ K. On
note que, pour tout [ > —1, V} est un voisinage ouvert du compact C;. Chaque
compact C; (pour [ > —1) peut donc étre recouvert (propriété du recouvrement
fini) par un nombre fini d’ensembles de la forme 6,  (p1,; Bz, ;) avec prj < p(215),
tels que, pour chaque [,j, 0y, ,(p1,jBz, ;) C Vi. Comme chaque compact de Q ne
rencontre qu’au plus un nombre fini d’ouverts V;, [ > —1, la collection de tous les
ouverts 6, .(p1j Bz, ;) ainsi introduits est une famille dénombrable. A chacun de
ces ouverts de X ainsi indexés par [ et j (par exemple U, = 0,(pB;)), on associe
une fonction C> dans et & support compact dans U, & savoir la fonction

Po Y € Q= X0, (Y) Yora) (05 (1)),
ou la fonction ., pour € > 0, est définie en (1.4). On dispose ainsi d’une collection
dénombrable (¢r)ren de fonctions C* & support compact dans €2, telle que tout
compact ne puisse rencontrer qu’'un nombre fini de supports de telles fonctions ¢y
(puisqu’un compact ne rencontre qu’au plus un nombre fini d’ouverts V7). Il ne reste
plus qu’a poser

k()
eln) = @

keN
(on note que la somme au dénominateur est finie pour z fixé et ne s’annule jamais).
On réalise ainsi la partition de I'unité demandée. O

Un corollaire important de ce lemme est celui assurant I'existence de < fonctions
plateau > subordonnées & un compact K donné, dans un ouvert €2 précisé.

COROLLAIRE 1.6. Soit K CC Q un compact et un ouvert d’une sous-variété X
de dimension n de RN . Il existe une fonction o € C*(£2,[0,1]), @ support compact
inclus dans ), identiguement égale a 1 dans un voisinage ouvert de K dans €.

Bzy C R™ = 05, (t) est un paramétrage C>° de X au voisinage de zg, est C°° dans Pouvert
Bz, C R™ homéomorphe & un voisinage zg € Uz, C Q (Ug, est dit < ouvert de carte >) via Oz .
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DEMONSTRATION. On choisit € tel que, pour tout point xg du compact K,
B~ (20,2¢) N X C . On recouvre alors ) avec les deux ouverts

0 = UK(BRN(x,e) NX) =0\ UK(BRN(x,e) NX).

On introduit la partition (¢ ), de l'unité attachée a ce recouvrement de €2 par le
lemme 1.5 (on en adopte les notations). On pose

p@)= 3 i)

{k;u(k)=0}

(on note que cette somme est bien définie car, pour chaque z, il y a au plus un
nombre fini de ¥, (2) non nuls). La fonction ¢ ainsi construite convient. O

EXERCICE 1.7. Soit €2 un ouvert de R™ et p une application R-linéaire de
K(2,R) dans R, positive au sens suivant :

Yo e K(Q,R), (tp(az) >0 Vze Q) = (u, ) > 0.
Alors p est une mesure de Radon positive.

EXERCICE 1.8. Montrer (en utilisant le corollaire 1.6) qu’il existe une fonction
¢ : R+~ [0,1], de support inclus dans [—1/3,4/3], identiquement égale & 1 sur
[1/3,2/3] et telle que

VEteR, Y o(t—k)=1.

keZ

EXERCICE 1.9. Soit A un sous-ensemble mesurable de R™ et ¢ > 0. Pour tout
1 > 0, on note A, le compact

Ay = U B(x,n).

z€A

Si 4, est la fonction définie en (1.4), montrer que, pour tout € > 0, la fonction

¢5/3*XA26/3 HE ¢5/3(x_y)dy
Az
est identiquement égale a 1 sur A./3 et de support inclus dans Ac. Déduire de cette
construction l'existence d’une suite (¢k)ren+ de fonctions de classe C*° & support
compact, telles que Supp ¢ C Aj;, pour tout k& € N*, que ¢y, vaille identiquement 1
au voisinage de A, et que, pour tout k € N*, pour tout multi-indice (1, ..., 1) € N™,

(2w« |

Le lemme 1.5 de partitionnement de 'unité induit la construction de R ou C-
espaces de fonctions suffisamment riches pour étre considérés comme espaces de
fonctions-test; ce sera < contre > cet éventail d’objets test que nous seront amenés
a < tester » les phénomenes physiques T, ce qui nous conduira naturellement a
la possibilité d’élargir le champ des phénomenes représentables par un élément de
LY (9, B(2),dx) (les < fonctions >) ou par une mesure de Radon réelle ou complexe
(les < mesures > ).

sup
]Rn

(f[ aayll) [61]) ()| dy x (3R)+ 0
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DEFINITION 1.10 (fonctions-test). Soit K =R ou C et £ un ouvert d’une sous
variété différentiable X' de dimension n de RY. Le K-espace D(2, K) des fonctions-
test ? & valeurs dans le corps K est le K-espace vectoriel des fonctions C & support
compact dans €. Si K CC  est un compact précisé de €2, on note

Dk (2, K) = {p € D(Q,K); Suppp C K}
On a donc D(,K) = UgccqPr(2,K).

Etant donné un compact K de €, il est utile d’introduire sur chaque K-espace
vectoriel Dg (2, K) une collection dénombrable de semi-normes ' (sur Dx (2, K), il
s’agit en fait de normes car N o = || ||k < Nk pour tout p € N). Pour simplifier,
on se place dans un premier temps dans le cadre d’un ouvert €2 de R™ et I'on pose,
pour tout K CC €, pour tout p € N,

n al]
(1.9) Nicolg) = swp sup | (] 5 ) o) -
lenn zeK '\ X
L+l <p J

Lorsque € est un ouvert d’une sous-variété X de dimension n de RY, la situation
est plus délicate & cause du fait que I'on ne puisse donner de sens (autrement qu’en
utilisant des cartes locales) aux fonctions dérivées partielles

€T — —_—
( Oxli
=1

)igl(@)

lorsque ¢ € Dg (), K). Pour pallier & ce probléme, on introduit un recouvrement
Rx de K par un nombre fini de cartes locales (B, , 0z, (Bx,)), ou B, est une boule
de centre l'origine et de rayon r,, > 0 dans R” et

0p, = (t1,.ytn) € By, 0, (1) €QC X CRY

est une application C* telle que 6, (0) = z, réalisant un homéomorphisme entre
B,, et son image (la carte locale U,, correspondante); on pose alors

(1.10) Nk pry(p) :==sup sup sup ‘(ﬁ ng;J) [po 91](t)H < 400
B rar

LeN™ teEB,,
li+-+1n<p

(c’est le fait que Supp ¢ C K et que K soit compact qui impose au second membre
d’étre fini). Cette définition (1.10) dépend évidemment du choix des cartes locales
(Bg,, 0z, (B,,)) utilisées pour recouvrir K, mais il est aisé de constater (en utilisant
les changements de carte et la régle de Leibniz) que deux semi-normes ainsi définies
(pour K et p fixés) a partir de deux recouvrements différents Ry et ﬁK de K
sont équivalentes en temps que semi-normes . Le choix du recouvrement étant
indifférent (rapport & 1’équivalence des semi-normes), on ne le fait plus apparaitre
par la suite.

9. Cette terminologie < fonction-test > vient du fait que ce sera contre ces étres que seront
< testées > ultérieurement les distributions (via le crochet de dualité (, )).

10. On rappelle qu’une semi-norme N sur un K-espace vectoriel E est une application N
E — [0, 00[ telle que N(Ap) = |A|N(p) et N(p1+ ¢2) < N(p1) + N(p2) pour tout ¢, 1,92 € E,
pour tout A € K.

11. Deux semi-normes Nj et No sur un K-espace vectoriel E sont dites équivalentes si et
seulement si il existe deux constantes strictement positives k1 et kg telles que k1 N1 < Na < ko N7.
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Chaque K-espace Dk (2, K), K CC Q hérite d’une topologie ainsi définie. Comme
Dk (92, K) est un K-espace vectoriel, se donner une topologie sur cet espace revient
a se donner un systeme fondamental Vi i (0) de voisinages de la fonction identique-
ment nulle; un systéme fondamental de voisinages Vk i (¢o) de ¢o € Dk (22, K) s’en
déduit par translation (de ¢g). Les ouverts pour la topologie sont les sous-ensembles
U C Dk (92,K) tels que

V(po eU, AV V]K,K((,Do), ©Yo € vV cU.

On pose ici
(1.11) Vie i (0) = {{4,0 € Dr(K); Nip(p) <€}, peN, e> o}.

Equipé de cette topologie (définie par une famille dénombrable de semi-normes, ici
en fait de normes), D (2, K) est un espace métrisable : on peut par exemple choisir
comme distance

o~ 1 Niyplp—v)
: 5 =y o K :

De plus (voir 'Exercice 1.12), il s’agit d’un espace métrique complet. Un tel K-
espace vectoriel topologique dont la topologie est définie par une famille dénombrable
de semi-normes et qui est de plus métrisable complet est dit espace de Fréchet.

Puisque chaque Dk (Q,K), K CC Q, est équipé d’une topologie, il reste & équiper
d’une topologie le K-espace vectoriel union

DQK)= |J Dk(2K).
KccQ

La topologie que 'on définit est dite topologie limite inductive sur 1'union des to-
pologies définies sur chacun des sous-espaces D (€, K). Nous ne définirons pas ici
cette topologie 12, mais nous contenterons de < faire comme si > elle était métrisable
(ce n’est malheureusement pas le cas, nous ’'admettrons ici, voir 'exercice 1.12 plus
loin) et non nous contenterons, aux fins de l'exploiter, d’énoncer un < principe de
convergence des suites > dans D(2, K). Ce principe est le suivant :

DEFINITION 1.11 (principe de convergence des suites dans D(€2, K)). Soit Q un
ouvert de R™ ou d’une sous-variété différentiable X de dimension n de RV, K =R
ou C. Une suite (¢g)r>0 d’éléments de D(Q,K) est dite converger vers la fonction
nulle dans D(2,K) si et seulement si :

— il existe kg € N tel que toutes les fonctions ¢y pour k > kg ont leur support

inclus dans un méme compact Ko CC €2;

12. On se contente d’indiquer qu’il s’agit de la plus fine (i.e celle pour laquelle la collection
d’ouverts est la plus riche) pour laquelle toutes les injections tx : Di(2,K) — D(92,K) sont
continues. Pour plus de détails concernant cette topologie (et en particulier le pourquoi du principe
de convergence des suites), on pourra se reporter a la section 5.2 du cours de C. Villani [Vil],
Théoréme I11.16. Une des propriétés essentielles du K-espace vectoriel topologique D(2, K) est que
toute partie bornée de cet espace (i.e incluse, & homothétie prés, dans n’importe quel voisinage de
la fonction identiquement nulle) doit nécessairement étre incluse dans un R-sous-espace D (€2, K)
pour un certain compact K de §2; ainsi en particulier, toute suite de Cauchy de D(2, K) doit avoir
tous ses termes dans un méme Dk (2, K); tous ces sous-espaces étant complets (voir exercice
1.12), il en est de méme de D(2, K).
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— la suite (@g)k>ky, considérée comme une suite d’éléments de Dk, (2, K),
converge vers la fonction nulle dans cet espace, i.e

(113) VpeN, leH;O NKO,p(QOk) =0.

EXERCICE 1.12 (pourquoi D(£2,K) ne saurait étre métrisable). En utilisant le
principe de convergence des suites de la Définition 1.11, montrer que D(Q, K) est
un espace topologique complet (toute suite de Cauchy est convergente). Montrer
que si K est un compact de Q, Di(Q,K) est un R-sous-espace fermé de D(, K).
En approchant tout élément ¢ € Dg (Q,K) dans D(£2, K) par la suite (¢x)ken=, olt
o =p+v/k, 1 € D(Q,K)\ Dk (2, K), montrer que Dk (2, K) est d’intérieur vide
dans D(Q, K). En utilisant enfin le fait qu'un espace métrique complet possede la
propriété de Baire ('union d’une famille dénombrable de fermés sans point intérieur
est sans point intérieur), conclure que D(2, K) ne saurait étre muni d’une métrique
compatible avec la topologie dont on 'a équipé.

1.4. Distributions dans 2 C R” : définition, critére, premiers exemples

Dans cette section, on se restreint au cadre ou € est un ouvert de R™. Comme
précédemment, dans toute cette section, le corps K est R ou C.

DEFINITION 1.13 (notion de distribution). On appelle distribution sur Q, a
valeurs dans K toute application K-linéaire ¢ — (T, ) ' de D(Q,K) dans K, telle
que, si (¢r) k>0 est une suite quelconque d’éléments de D(2, K) tendant vers la fonc-
tion nulle au sens du principe de convergence des suites dans D(£2, K) (Définition
1.11), on a

kgrfoo<T, ¢k> =0

Dire qu'une application K-linéaire T : D(Q, K) — K est une distribution sur
revient a dire que sa restriction 7jp, (o,x) & tout sous-espace Dk (2, K), K CC €,
est une application K-linéaire continue de Dg(92,K) dans K, la topologie du K-
espace vectoriel Dg (Q,K) ayant été définie par la donnée du systéme fondamental
Vk k(0) (voir (1.11) dans la section précédente). On peut donc énoncer le critere
quantitatif suivant caractérisant le fait qu'une application K-linéaire de D(Q, K)
dans K soit une distribution.

PROPOSITION 1.2 (critere quantitatif caractérisant les distributions). Soit T' :
D(Q,K) — K une application K-linéaire. Dire que T' est une distribution équivaut
a dire que, pour tout compact K de €, il existe un entier p(K) € N et une constante
positive C(K) telles que

(1.14) Ve € D(,K), (T, ¢)| < C(K) Nk p(x)()-

DEMONSTRATION. Soit T une application K-linéaire sur le K-espace D(Q, K).
Si T est continue sur D (Q,K) (K étant un compact de ), 'image réciproque par
Tip (0,x) de la boule unité de K (pour la valeur absolue usuelle) est un voisinage
ouvert de 0, donc contient un sous-ensemble appartenant & Vi x(0). D’apres (1.11),
il existe donc € > 0 et p(K) € N tels que

(NKJ,(K)(@) < e) — (|<T, o) < 1) Vo € Dr(Q,K).

13. On convient d’utiliser dans la notation le crochet de dualité car le principe mathématique
de dualité est le principe clef en théorie des distributions.
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Ceci implique (1.14) en prenant C(K) = 1/¢(K). Réciproquement, si une condition
du type (1.14) est remplie pour chaque K, la restriction de T & Dk (92,K) est
bien continue (pour la topologie définie & la section précédente sur Dk (2, K)) pour
chaque compact K de 2 et T est donc une distribution. ([l

EXERCICE 1.14. Soient 1/2 < a < 8 < let ¢ : R — [0,1] une fonction
plateau identiquement égale & 1 au voisinage de [0, 1], avec Supp ¢ C|1/2,1[. Soit
T :D(]0,00[,R) — R la distribution réelle sur |0, co[ définie par

Vi € D(0,00[,R), (T, ) = /] (/)P0

Sipr 1t € R p(kt) (k € N*), vérifier que 'on a (T, i) > (8 — «) exp(k/S) pour
tout k& € N*. Déduire de la Proposition 1.2 qu’il ne peut exister de distribution
réelle T sur R telle que T|]0 o[ =T, i€

V€ D(]0,00[,R), <fa <,0> = (T, 90>'

Le critere donné par la Proposition 1.2 s’accompagne d’une définition, celle de la
notion d’ordre d’une distribution sur un ouvert 2.

DEFINITION 1.15. Soit T une distribution & valeurs réelles ou complexes sur
un ouvert 2 de R™ et p € N. On dit que la distribution 7" est d’ordre fini, inférieur
ou égal & p sur 2, si Uentier p(K) dans (1.14) peut, pour chaque compact K CC £,
étre pris inférieur ou égal a p. Dans ce cas, le plus petit entier naturel ayant cette
propriété est appelé ordre de la distribution T sur l’ouvert ).

EXERCICE 1.16. Soit T' : D(R,R) — R Dapplication linéaire définie par

dk

T : ¢ e D(R,R) %detk

k=0

J(F).

Montrer que T est une distribution réelle sur R. Est-elle d’ordre fini 7 Méme question
pour lapplication T, (p € N) de D(R,R) dans R définie par

dP

T, : ¢ € D(R,R) Mdetp o] (k).

EXERCICE 1.17. Soit (ck)kez une suite de nombres complexes telle que on
ait || = O(|k|P) pour un certain entier p € N lorsque |k| tend vers 'infini. Soit
¢ € D(]0,27n[,R). Déduire de la formule de Plancherel 'existence de la limite,
lorsque N — +o00

(T,p):= lim ( Z Ck e’ka) de

N—+o0 10 271.[ '

et prouver l'existence d’une constante C' telle que [(T', ¢)| < C'Nig 2] p12(¢). En uti-
lisant le lemme de partition de I'unité (Lemme 1.5, adapter par exemple la construc-
tion de 'exercice 1.8), montrer que l'on définit une distribution complexe T' d’ordre
au plus p + 2 sur R en posant

N
Vo e DR,C), (T,¢) = lim @(t)( S o eikt> dt.

N—+oo Jp N
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Le K-espace vectoriel des distributions a valeurs dans K (K = R ou C) sur louvert
Q) sera noté par la suite D'(2, K).

Si  C QetsiT est une distribution (réelle ou complexe) dans 2, on définit la
restriction de T & Pouvert ' comme application K-linéaire :

¢ € D(,K) € D(,K) — (T, ) € K.

C’est le fait que tout élément de D(',K) puisse étre (une fois prolongé par 0 sur
Q\ ) considéré comme un élément de D(Q,K) qui justifie cette opération de
restriction.

1.4.1. Les classes de fonctions localement intégrables s’interpretent
comme des distributions. Soit f € L%,IOC(Q,B(Q),d:U) une classe de fonction
localement intégrable (& valeurs dans K) sur Q (par rapport & la mesure de Lebesgue
dzx sur la tribu de Lebesgue). L’application

T; ¢ € D(QK) — Qf(y)sz)(y) du(y)

est une distribution (& valeurs dans K) d’ordre p = 0 sur {2, puisque l'on a, pour
tout compact K CC €,

(/Qf(y)w(y)dy’ < Nro(p) x/K|f(y)|dy

et que le représentant f de f est intégrable sur K puisque localement intégrable
sur €). Par souci de commodité, la distribution Tj est notée f ou f (mais il faut se

souvenir que f ou son représentant f sont ici interprétés au sens des distributions).

EXEMPLE 1.18. La classe de la fonction d’Heaviside H : R — [0, 1] définie par
H(t)=0sit<0et H(t) =1sit >0 définit 'une des distributions les plus impor-
tantes sur la droite réelle. Cette classe de fonction H (avec la < fonction » de Dirac,
qui d’ailleurs est une mesure et non une fonction, voir ’exemple 1.19) constitue un
des modeles de référence.

1.4.2. Les mesures de Radon (réelles ou complexes) sur §) s’inter-
prétent comme des distributions. Si g = pu™ — g~ est une mesure de Radon
réelle sur Q (s’exprimant donc, d’apres le théoreme 1.3 de représentation de F.
Riesz, comme différence de deux mesures positives régulieres et de masse finie sur
tout compact), on peut associer a yu la distribution réelle T), sur ) définie par

Vo e DIQ,R), (Ty,¢) = <u,so>:/ﬂ<p(y)dﬂ(y)

- / e(y) dut (y) — / e(y) dp~ (y).
Q Q

Comme Dk (Q,R) C Kk (2, R) pour tout compact K CC €2, on a bien, étant donné
un tel compact K, pour tout ¢ € D (Q,R), I'inégalité

{Tos )| < llitllicse@m) Nico(9) = (1 (K) + 17 (K)) Nico(9)

et la distribution réelle T}, ainsi associée a la mesure de Radon réelle ;1 est une
distribution réelle d’ordre 0 sur €. Par souci de commodité, la distribution 7}, est
notée p (mais il faut se souvenir que p est ici interprétée non comme une application
K-linéaire continue sur (€2, R), mais au sens des distributions, c’est-a-dire comme
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une forme linéaire continue cette fois sur le sous-espace D(2, R), avec la nouvelle
topologie dont on vient de I’équiper).

EXEMPLE 1.19. L’exemple de distribution-mesure le plus célebre, a la genese
meéme de l'invention du concept de distribution, est celui de la distribution &g,
introduite par le physicien Paul Dirac au début du XX-ieme siecle :

0zy =0 € D(QR) — @(x0), w0 € N

Si w = pt —pu +i(vt —v7) est une mesure de Radon complexe sur
(s’exprimant donc comme indiqué, d’apres le théoreme 1.3 de représentation de F.
Riesz, comme combinaison linéaire complexe de quatre mesures positives réguliéres
et de masse finie sur tout compact), on peut associer & w la distribution complexe
T, sur §) définie par

Vo e DILR), (Twr) = (@) = / () dw(y)

= [ e an) = [ e +i( | cwit e - [ cwaw).

Comme Dk (Q2,C) C Kk (2, C) pour tout compact K CC €, on a bien, étant donné
un tel compact K, pour tout ¢ € D (Q,C), 'inégalité

(T, o)l < @ llicy (.0) Nicole) = (0F(K) + p™ (K) + v (K) + v (K)) Niol)

et la distribution complexe T, ainsi associée a la mesure de Radon complexe w
est une distribution complexe d’ordre 0 sur 2. Comme dans le cas réel, on note Ty,
sous la forme w avec les mémes précautions d’usage que précédemment.

REMARQUE 1.20. Les distributions-mesure dans un ouvert {2 de R™ sont d’ordre
0 dans cet ouvert. Réciproquement, étant donné un compact K de €2, on peut, si
T est une distribution d’ordre 0 dans Q, définir une action de T sur Kx(Q,K) qui
prolonge la restriction de T' & D (2, K). Il suffit d’introduire un voisinage compact
K’ de K et d’utiliser le fait que tout élément de Kk (2, K) s’approche uniformément
sur tout compact de €, donc en particulier K’, par une suite d’éléments (@) de
D (Q, K) . Lasuite ((T, o))y est de Cauchy dans K si T' est d’ordre 0 et converge
donc vers un élément du corps complet K. Apres avoir prouvé 'indépendance de
cet élément vis a vis du choix de la suite approximante (), on définit ainsi (T, ¢)
comme cet élément, ce qui permet de prolonger T a K (€2, K) en une application
K-linéaire continue (pour la norme uniforme || || sur cet espace). La distribution
T est ainsi prolongée en une mesure de Radon. Les distributions d’ordre 0 dans un
ouvert de R™ sont donc exactement les distributions-mesure dans cet ouvert.

1.4.3. La distribution VP[1/z] sur R et les distributions afférentes. La
fonction x € R +— 1/x n’est pas localement intégrable sur R (elle ne I'est pas au
voisinage de = 0 si ’on invoque le critere de Riemann). Il est donc impossible de
donner un sens (méme le sens distribution) & « +— 1/z. Nous pouvons cependant
contourner ce probleme et définir une distribution sur R, que nous noterons VP[%].
La formule de Taylor avec reste intégral (écrite a ’ordre 0 au voisinage de 0) nous
assure que, pour toute fonction p € C*°(R,C), on a

o(x) = p(0) + /[ P = 0) + 201 lAw),

14. Par exemple @ * 11/, — ¢, voir le cours de MHT512, Section 4.7.
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ou la fonction 6[p] est une fonction C*° sur R du fait du théoreéme élémentaire des
intégrales dépendant d’un parametre. On remarque que, pour tout € > 0, U'intégrale
< équilibrée » flw|>6 w(y)/y dy s’ecrit, si supp (p) C [—R, R],

W) 4 - dy _
/|z>e Y dy_/R>z|>e #(0) Yy "’/R>|y|>691[<p](y) dy /R>|y>€91[<p](y)dy

et converge donc, lorsque € tend vers 0, vers
. Py
lim oy [ wldwdy
0JR>py>e Y [~R.R]

d’apres le théoreme de convergence dominée de Lebesgue. L’application
(1.15)

o € D(R,C) — lim S”(”cau:/[ )y, swpec (R
“R,R

e—0 ‘y|>€ y
définit une distribution d’ordre 1 sur R, dite Valeur Principale VP[1/x].

Si maintenant on écrit la formule de Taylor a I'ordre N — 1 > 1 au voisinage de 0
pour une fonction ¢ € D(R,C) (de support par exemple dans [—R, R]), on obtient

N-1 4d* =N N

Ve eR, p(z) = ];) da Ej](()) a* + N =1 /[0,1](1_T)N_1(ijzv[‘p](7—x)d7
N-1 g

(1.16) = @O vy ),

ou la fonction
N1 dY
0 : R— ——— 1-— T — d
N[‘P] T € (N— 1)| /[071]( T) dzN [QD](TLL') T

est une fonction C° sur R (toujours en appliquant le théoréme élémentaire de
Licence 2 sur la différentiabilité des intégrales dépendant d’un parametre) qui n’est
plus, cette fois, a support compact. Si 0 < e < R, on a

k—N+1 k—N+1

L)) —
I R Y o (e IR et

del

D o+ o] )

+/€<|y<R9N[<p](y) dy.

Il en résulte donc que la limite, lorsque € tend vers 0, de

22" [](0 1
/|y>6 &Jg) dy — Z (Ndj k[@_](l))k' N—F—1

y E<N—1
k=N (mod2)

15. Que lordre soit exactement 1 résulte du fait que cette distribution ne saurait étre une
mesure (cf. la remarque 1.20) puisque dt/|t| n’est pas de masse finie au voisinage de 'origine.
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existe et que

. 2 (y) 24w [P0 1

# €DR,C) — lig (/y|>é o k;H )
k=N (mod 2)
définit une distribution d’ordre au plus N sur R (en fait, il s’avére que lordre
est exactement N, mais c’est a ce stade un peu plus difficile & montrer, nous y
reviendrons). Les distributions ainsi définies et correspondant & N = 2M pair
sont appelées Partie Finie PF[1/2*M], M = 1,2,.... . Lorsque N est impair (N =

2M + 1), on appelle cette distribution VP[1/22M*1] comme dans le cas N = 1.

Si a < 1, la fonction t € R — H(t)t~* est localement intégrable sur R, donc
définit une distribution-fonction que 'on note t,*. Si a > 1, de partie entiere N
(e € [N,N +1]) et si ¢ € D(R,C), la formule de Taylor avec reste intégral (1.16)
implique, pour 0 < € < R < +00,

N—1 gF
[ Z‘W/Rtk_adt—i-/ N O[] (1) i
. ! € e<t<R

tOL
<t<R 0

_ Nl o)’

= (a—k—1)k! R

+ tN=On[e](t)dt si o €]N,N + 1]
e<t<R
dk
_ Z 227 12](0) : I:tk+1—aj|€ 4

Rl (a—k—1)k! R

N—-1
Cizvﬁ[ﬂ(o) R

Lr - - 7 N—« . _
TN o) Il‘)g’i +/€<t<Rt Onlpl(t)dt si a=N.

On définit ainsi une distribution ¢;* sur R (d’ordre inférieur '°

entiere de «, lorsque o > 1) en posant

» , ¢ Lo 1
(t:7, ) = lgl(l) </t>e % dt = Z (ad— k(p— 1)k! ea—’f—l)

k<N-—1

ou égal a N, partie

sia €N, N + 1] et

N-—1

B . t Llel0) 1 A 1)(0)
(t" ) o= lim (/t> % di = k;]H (Nd— kw— DN F1 T d(N _801)! log 6)

pour toute fonction ¢ € D(R, C). On remarque que (¢, ) = 0 si Supp ¢ C]—o00,0]
(d’ou 'indice + utilisé dans la notation).

Les distributions t;%, a € R, comme la distribution VP[1/xz] et la distribution
PF[1/2?], jouent un réle important en mathématiques appliquées et en sciences de
I'ingénieur.

16. La encore, l'ordre est exactement N = E[a], nous y reviendrons.
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1.4.4. La distribution VP[1/f] dans le champ complexe. Le champ com-
plexe, de par la notion de positivité qui lui est inhérente (et que matérialise le
couplage de I'identité avec la conjugaison complexe, c.f. la relation 2z = |z|? > 0)
fournit un cadre propice a la construction de distributions qui ne soient ni des
distributions-fonction, ni des distributions-mesure, mais plutét des distributions du
type VP[1/z], PF[1/2%], 1%, envisagées a la sous-section précédente. Le modele
de construction VP[1/z] via Uintégrale <« équilibrée » (sans correction de terme
comme cela était nécessaire dans le champ réel pour les singularités d’ordre stric-
tement supérieur a 1) s’adapte facilement dans le champ complexe.

PROPOSITION 1.3. Soit 2 est un ouvert connexe de C et f une fonction ho-
lomorphe non identiquement nulle dans Q. Pour toute fonction ¢ € D(Q,C), la
limite, lorsque € > 0 tend vers 0, de

(1.17) € —> P& eq

(ceQslf(Ql>ey f(€+in)

existe et l'on définit une distribution VP[1/f] sur Q en posant

: v 0,C = lim P& e,
(L1 VeeD©.C) (VP p) =t ([ B )

L’ordre de cette distribution au voisinage d’un zéro zg de f de multiplicité v(zg) est
inférieur ou égal a v(z0) — 1. Si v(z0) = 1, la distribution VP[1/f] coincide avec
la distribution-fonction 1/f dans tout voisinage de zo ot zy est le seul zéro de la
fonction holomorphe f.

DEMONSTRATION. Gréce au lemme 1.5 de partitionnement de I'unité, on peut
se limiter au cas ou Q = D(0, R) et f(z) = 2¥h(z), avec v € N*, h holomorphe et ne
s’annulant pas dans D(0, R); la fonction h s’écrit dans D(0, R) sous la forme h =
exp(g), ol g est holomorphe dans D(0, R) et 'on a donc f(z) = (zexp(g(z)/v))”
dans ce disque. En effectuant le changement de variable w = zexp(g(z)/v) (qui
réalise une transformation biholomorphe entre un voisinage de 0 dans D, (0, R)
et un voisinage de 0 dans C,,), on voit que l'on peut se ramener & supposer en
fait que 2 = D(0,r) et f(z) = z¥. On peut se limiter & supposer v > 2 puisque
la fonction 1/z est localement intégrable dans C et définit donc une distribution
fonction (coincidant bien dans ce cas avec VP [1/z] telle qu’elle est définie dans
(1.18)). Pour € > 0 fixé, I'intégrale figurant en (1.17) devient, une fois exprimée en
coordonnées polaires
(1.19)

4,0(6, 77) /T /271- : —iv6 dp
——=—d&dn = p(pcos, psinh)e """ d —.
/{<EQ;|f(C)>e} f(&+in) el ( 0 ( ) prt
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On utilise la formule de Taylor avec reste intégral pour la fonction ¢, cette fois
fonction de deux variables, au voisinage de (0,0). Ceci donne

o 1 otk iO\ky (o —if\ ks
p(pcost, psinf) = Z T '( —— ) [£](0,0) (pe™)"** (pe™*")™ +
ko thp<p—2 2T RO OC

1 1
+(v—1)p" ! - / (1— )2 R
k1+lcf_>z:u—1 ke lko! ( [0,1] (k1+k22_y_1 k1 lko!
oFrtks
x (7%2
oCH 0T
Z 1 ( 6k1+k2
- k1+ka<v—2 kl'k2' aCkI szz

+p"71O[¢](pcos b, psin §).

) [¢](T cos B, Tsin 9)) dT) i(k1—k2)0

)[)(0,0) it =t

En substituant dans (1.19) et en utilisant le fait que, si k1 + ko < v —2, ki, kg > 0,

27
/ ei(kl—kz—u+1) 6 do = 07
0

on voit que

(& n) / o o v
——————d&dn = (C] cosf, psinB)e™ "7 db | dp.
/{Ceﬂ;lf(C)>6} fe+in = el/"< 0 el poind) ) ’

La limite lorsque e tend vers 0 de I'intégrale (1.19) existe bien est vaut

w(&,mn)

lim

r 2m
- dfdn:/ / Olyp](pcosh, psinf)e= " do) dp
=0 Jiceq; £()>e) J(E+in) 0 ( 0 LAl ) )

grace au théoreme de convergence dominée. On définit ainsi une distribution com-
plexe dont on voit que lordre est inférieur ou égal & v — 1 (ce sont les dérivations
de ¢ jusqu’a un ordre total égal & ¥ — 1 qui sont impliquées dans l'expression de

Olp]). O

1.4.5. Les distributions PF(||z||7®) dans R". Soit « € R. Si a < n, la
fonction x € R™ — ||z||~® (définie dans R™ \ {0}, donc da-presque partout, la
norme étant ici la norme euclidienne) est localement intégrable d’apres le critére
de Riemann, donc définit une distribution-fonction. Ce n’est plus le cas si @ > N.
C’est & nouveau la formule de Taylor avec reste intégral (dans R™ cette fois) que
nous invoquons pour définir un substitut distribution & x — ||z||~* dans ce cas, la
distribution Partie Finie PF[||z|~%].

Soit & > n et N la partie réelle de « — (n —1) > 1 (e € [n+ N — 1,n+ NJ). Si
» € D(R™,C) (avec Supp ¢ C B, (0, R)), considérons sa < radialisée > ¢raq :
Prad P € [07 OO] = gp(p 5) dan—l(g)v
§n—1
ol do,,_1 désigne la mesure surfacique sur la sphere unité S*~* de R™ (c’est-a-dire
dr = p"~tdo, _1dp). La fonction p € [0,00] — ¢rad(p), prolongée par parité & R
tout entier, est une fonction paire de D(R,C) (avec Supp ¢raa C [—R, R]) dont
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on peut écrire (voir (1.16)) le développement de Taylor (avec reste intégral) au
voisinage de 0 & 'ordre N — 1 :

N-1 d* [
doF @rad](o)
¥pel0,00f, praalp) = » T ph+

N
+ﬁ /[0 1](1 - T)Nflci)iN[SOrad](TP) dr

Nl L [praal (0
(1.20) = Z [wkd]()p + PN Onlpraal (p).
k=0 ’

En passant aux coordonnées sphériques dans R™, on a, pour tout € > 0,

9
o [ o 2
{lzl|>e} ||~T|| Jesn—1
o0
— / pn—l (pradoé(p) d,O
P

N— df R oo
dpF Prad /(U] SOrad ktn—1—a On [Praa] (p)
- / p dp + /O San-Nt1 0P

k=0

On constate alors que I'on définit sur R” une distribution d’ordre au plus'?” N en
posant

oy o) — p(z) , L lpwmal0) 1
P ) ) =t w- Y )

leti> 1711 Wiy (@ =k —n)kl eamhon

si a€ln+N—-1,n+ N]|
(PE(||lz]|~"+N=Y), ) =

= lim (/ () dzx
=0\ Jyjz)>er 2]
N-—-1

Llpma0) 1 Ex=r[#radl (0)
> (;lv-k— Dk eN-F1 T : N 1)

(1.21) log e).

k<N-1

Ces distributions sont les distributions Parties Finies, ou encore Parties Finies de
Hadamard, ainsi dénomées en référence au mathématicien francais Jacques Hada-
mard (1863-1965), d’ailleurs grand oncle de Laurent Schwartz, dont nous avons déja
mentionné le role dans la genese du concept de distribution.

1.5. Courants sur une sous-variété différentiable de RN

Dans cette section, K = R ou C et €2 désigne un ouvert d’une sous-variété différen-
tiable X de RY. Le cas particulier N = n et X = R™ correspond au cas (déja traité)
ou (2 est un ouvert de R™.

17. Ici encore,l’ordre de cette distribution est exactement N, c’est-a-dire la partie entiere de
a — (n — 1) lorsque ce nombre est supérieur ou égal & 1 (sinon, l'ordre est 0 car il s’agit d’une
distribution-fonction).
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Dans ce contexte maintenant géométrique, il est important, outre d’introduire le
K-espace vectoriel D(£2,K) des fonctions C* & support compact dans Q'8 d’intro-
duire aussi, pour chaque valeur de ¢ = 0, ..., n, le K-espace D?(Q,K) des g-formes
différentielles C'*° et & support compact dans 2. On convient naturellement de ce
que D"1(Q,K) = 0. On a aussi D°(Q,K) = D(Q,K).

On rappelle que 1'on dispose de 'opérateur différentiel R-linéaire de de Rham :
d :p€DINLK) — dp € DITHQ,K), ¢=0,...,n.
Cet opérateur vérifie (du fait du lemme de Schwarz) d o d = 0.

Exactement comme nous avons défini une topologie sur chaque K-espace vectoriel
Dk (2, K) = D% (Q,K) un systeme fondamental de voisinages de la fonction nulle
(1.11), on définit une topologie sur chaque D% (2, KK) (K-espace vectoriel des g-
formes différentielles & support dans K CC ). Dire qu’une suite (¢ )i d’éléments
de D} (9, K) converge (pour cette topologie) vers la forme nulle dans DY (Q, K)
signifie que, pour tout p € N,

(1.22) lim max[Ng ,(coeff.(px))] =0,

k—o0

les coefficients des formes différentielles étant ici exprimés en coordonnées locales
(notons que la clause (1.22) ne dépend pas du recouvrement R de K utilisé pour
< cartographier » la sous-variété X au voisinage de K). On munit D9(Q,K) de la
topologie limite inductive des topologies introduites sur les D% (€, K), ce qui revient
a adopter un principe de convergence des suites dans D?(Q), K) calqué mot pour mot
sur celui de la Définition 1.11.

DEFINITION 1.21 (principe de convergence des suites dans D?(Q,K)). Soit
un ouvert d’une sous-variété différentiable de dimension n de RV, K = R ou C.
Soit 0 < g < n. Une suite (¢x)r>o d’éléments de DI(£2, K) est dite converger vers
la g-forme différentielle identiquement nulle dans D(2,K) si et seulement si :
— il existe kg € N tel que toutes les g-formes différentielles ¢y, pour k > kg ont
leur support inclus dans un méme compact Ky CC €2;
— la suite (pg)r>ko, considérée comme une suite d’éléments de D (2, K),
converge vers la g-forme différentielle identiquement nulle dans cet espace,
ie

(1.23) VpeN, klim max[Ng, p(coeff.(pr))] =0,
—00

les coefficients des formes différentielles étant exprimés en coordonnées lo-
cales.

DEFINITION 1.22 (notion de courant). Soit € un ouvert d’une sous-variété
différentiable de dimension n de R, K =R ou C. Soit 0 < ¢ < n. Un ¢-courant (a
valeurs dans K) sur € est une application K-linéaire

T :oeD"QK) — (T, p)
telle que, pour toute suite (@), d’éléments de D"~ 9(, K) tendant vers la (n — q)-

forme identiquement nulle au sens du principe de convergence des suites énoncé

18. Ici, Q est considéré comme ouvert de la sous-variété différentiable X, il s’agit donc de
fonctions C°° définies sur la sous-variété X wia les cartes locales d’un atlas.
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dans la Définition 1.21, on ait
lim (T, ) =0.

k— 400

Le K-espace vectoriel des g-courants sur §2 et & valeurs dans K est noté D/q(Q, K).

REMARQUE 1.23. Le fait que X soit une sous-variété différentiable de RY im-
plique que I'on dispose sur X d’une n-forme différentielle volume canonique. Cette
forme volume voly (couplée donc avec une orientation) correspond & la métrique
euclidienne dzy sur X' (voir par exemple annexe 1, Définition B.1.1 de [Charp]).
Il y a un isomorphisme topologique naturel entre D(X,K) et D"(X,K), & savoir
I'isomorphisme qui & la n-forme ¢ € D™ (2, K) associe I'unique fonction ¢ € D(Q2, K)
telle que ¢ = pvoly. Le K-espace vectoriel ’D,O(Q, K), dual du K-espace D™ (92, K),
s’identifie donc & 1’espace des applications K-linéaires T : D(Q2,K) — K continues
au sens du principe de convergence des suites dans D(Q,K). Le K-espace vecto-
riel D/O(Q, K) est appelé K-espace vectoriel des distributions sur £ et ’on retrouve

ainsi la cohérence avec la notion de distribution dans un ouvert de R™ introduite
précédemment (D °(Q,K) ~ D'(22,K)).



CHAPITRE 2

Suites de distributions, régularisation,
différentiation

2.1. Convergence faible dans D’'(©2,K) ou D'4(Q,K)

Dans cette section, 2 désigne dans un premier temps un ouvert de R™. Le corps
des scalaires K est, comme d’habitude, R ou C.

Plutot que d’introduire une topologie sur le K-espace D'(2,K), nous allons nous
contenter d’énoncer un principe de convergence pour les suites de distributions. La
topologie sur D’(, K) (dual de D(£2,K)) dont I’énoncé d’un tel principe de conver-
gence des suites escamote la définition est dite topologie faible sur D'(§, K). Cette
topologie faible, 1a encore, n’est pas métrisable, mais le principe de convergence des
suites énoncé ci-dessous suffira a nos besoins.

DEFINITION 2.1 (principe de convergence pour les suites de distributions). Une
suite de distributions (T%)ken, avec Ty, € D'(,K), est dite converger vers la dis-
tribution nulle si et seulement si

(2.1) V¢ € D(,K), Tk, ) =0.

lim (
k—+oo
La suite de distributions (T} )ken est dite converger vers la distribution T € D'(Q2,K)
si et seulement si la suite (T, — T)gen converge vers la distribution nulle, i.e

(2.2) Yo eDOK), lim (Thg)=(T,0).
k—-+o00

En fait, le théoreme de Banach-Steinhaus® s’adapte dans un tel contexte et nous
avons la :

PROPOSITION 2.1 (D'(£2,K) est « séquentiellement complet »). Si une suite
(Tk)ken de distributions de D'(Q,K) est telle que

(2.3) Vo e D(Q,K), lim (Ty,p) existe,
k—4o00

alors
(g@ € DQK) —s lim (T, @) € D'(Q,K).

k—+oco
DEMONSTRATION. La preuve de cette proposition repose sur le lemme suivant.
LEMME 2.2. Soit (Ty)ken une suite d’éléments dans D'(Q,K) telle que
(2.4) Vo € D(Q,K), sup [(Tk, )| < +o0.
kEN

1. Si E est un espace de Banach et F' un espace vectoriel normé, toute famille (L,), d’ap-
plications linéaires continues de E dans F telle que, pour chaque ¢ € E, sup, |L.(7)| < +oo, est
telle que sup, ||L.||z(g,ry < 4o0. Ce théoréme important (surtout en analyse fonctionnelle) est
un avatar de la propriété de Baire (que partagent les espaces de Banach comme ici E).

21
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Alors, si (¢r)r est une suite d’éléments dans D(Q,K) tendant vers 0 dans D(Q,K)
au sens du principe de convergence des suites de la Définition 1.11, on a

lim <Tk, (pk> = 0.

k—+o00

Admettons pour I'instant ce lemme et déduisons en la preuve de la Proposition 2.1.
Il est clair que (2.3) implique (2.4). Posons, pour tout ¢ € D(Q,K),

(T,p):= lm (Ty, ).

k— oo

Pour prouver la proposition, il faut montrer que 7' (qui est déja évidemment une
forme K-linéaire) satisfait
lim (T, i) =0

k— 400
pour toute suite (pg)r>0 d’éléments de D(Q,K) tendant vers la fonction nulle au
sens du principe de convergence des suites de la Définition 1.11. Si ce n’était pas le
cas, on pourrait trouver une sous-suite strictement croissante d’entiers (k;);>o telle
que, pour un certain n > 0,

(2.5) VieN, (T,¢k) >n.

Pour chaque I € N, il existe N; € N tel que

(2.6) VEk = Ni, (T k) = (s or,)| < 1/2
par définition de T. En combinant (2.5) et (2.6), il vient
(2.7) VIeN, [T, er)l = n/2.

En remplacant dans le lemme la suite (T}) par sa sous-suite (T, ); et la suite (o)
par sa sous-suite (¢g,);, on constate que I'on devrait avoir (d’apres ce lemme)

lim <TNl y ‘Pkl> = 0,

l—+o00
ce qui est contradictoire avec (2.7). La proposition 2.1 est bien démontrée. ([
PREUVE DU LEMME 2.2. On suppose la conclusion du lemme en défaut, ce qui
signifie, quitte & extraire des sous-suites de (Tk)x et (¥x)r que, pour un certain
n>0,o0na
(2.8) |(Tk, )| = 1.
Dire que la suite ()1 tend vers 0 revient a dire que toutes fonctions py, vivent, pour

k assez grand, dans le méme compact K et, pour tout p € N, klim Ni,pler) =0.
—00

Pour tout p € N, il existe donc k, € N tel que Ng, »(pr,) < 47P. La suite (2Ppy, ),
tend toujours vers 0 dans D(£, K) et, quitte & remplacer dans (2.8) T} par Ty, et
@ par 2P¢y. , la clause (2.8) devient

(2.9) [(Tps )| 2 m2P,
tandis que la suite (¢, ), continue & converger vers 0 dans D(2, K) et que la condition

(2.4) reste valable (mais avec la suite (T},), au lieu de la suite (T} ) cette fois).

Nous allons maintenant construire par récurrence une suite d’entiers (p;);en+ telle
que pour tout I € N*,
— pour tout A=1,...,1 — 1,

(2.10) |<TP)\7'(/)P1>| < 2l—=X ;



2.1. CONVERGENCE FAIBLE DANS D'(Q,K) OU D'9(Q, K) 23

— on a
-1 -1
(2.11) |<Tplawpz>| 2 Zsip |<Tkva>\>| +i+1> Z |<Tkz’¢17>\>| +1+1
A=1 A=1

Pour ! =1, il suffit d’assurer la clause (2.11), soit |{fp,, ¥p,)| > 2, ce qui est assuré
(du fait de (2.9)) dés que 72P*~! > 1, donc pour p; choisi assez grand. Une fois que
D1, ..., Di—1 Ont été construits, il existe un entier N = N(p1,...,pi—1) tel que

1
(p>N) = (VA: 1,0 —1, |<Tp>\7wp>| < 2[—/\)

puisque, pour chaque A = 1,...,1 — 1, la suite ((Tp,, %)), tend vers 0 lorsqu p
tend vers linfini (la suite (1), tend en effet vers 0 dans D(Q,K) et chaque T),,
A=1,...,01 — 1, est une distribution sur & valeurs dans K). La condition (2.11)
est assurée pour p; > N assez grand des que

-1
2Pt >y " sup |(Th, oy, )| + 1+ 1
k
A=1

(en vertu de (2.9)). Il est possible de choisir un tel p;. La suite (p;)ien~ réalisant
a la fois les clauses (2.10) et (2.11) est ainsi construite inductivement. Comme
Nrco,p(¥p) < 277 pour tout p € N¥, la série ) 9, converge dans D, (2, K) et la

fonction
Y= Z Vp,
=1
définit un élément de Dk, (2, K) C D(2,K). On a, pour [ € N*,

(T 0} = (Do) + D (T )

AL
2 |<sz7wiﬂl>|_ZKTPHw;DAH_Z|<sz?¢1)/\>|
A<l A>1L
1
2 l+1_2|<sza¢pA>| Zl-i-l—ZF >1
A>1 A>1

si Pon utilise (2.11) pour obtenir la seconde inégalité et (2.10) pour obtenir la
troisieme. La suite (|(Tk,¥)|)r ne serait donc pas bornée, ce qui est en contradiction
avec 'hypothese (2.4). Le lemme 2.2 est ainsi démontré par I’absurde. O

EXERCICE 2.3. Soit (e)r une suite de nombres strictement positifs tendant
vers 0. Déterminer les limites au sens des distributions (i.e dans D(R,C)) :

lim (log|t+iek|—|—iarg]_wTr[(t—i—iek)) & lim (1og|t+z‘ek|+iarg]_7r,,[(t—z'ek)).
k—+o00 ! k—+o00 ’

EXERCICE 2.4. Déterminer la limite dans D'(R, R) de la suite de distributions-
fonction (T}), ou

Vo e D(R,R), (Tp,p) = % /R Smikt) o(t) d.
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EXERCICE 2.5 (peigne de Dirac). Montrer que la suite de distributions (Ty)x
de D'(R,R), ou

k
1 1
Vo €DRR), (T, ) = - / (5 + D costit)) (o) at
R =1
converge vers le peigne de Dirac, i.e la distribution réelle sur R

¢ € D(R,R) — (0272, ) = ZSD(QWZ)'
leZ

On utilisera la formule donnant ’expression concaténée du noyau de Dirichlet :

k sin (k + 3 )0
1 i _ 1 bm( 2)
— =—————>"— V0e[0,2n].
27 Z € 27 sing [ ﬂ-]
I=—k 2
EXERCICE 2.6. Soit N € N* et (ex)reny une suite de nombres réels positifs
tendant vers 0. Soit (f)r la suite de fonctions de C dans lui-méme, ou

_N
z X € (Z)

fe :12€Cr— ony Xi¢|<er (2) + 7'“21\;“ , VkeN.

k

Montrer que la suite de distributions-fonction (fi)ren converge dans D' (C,C) vers
la distribution VP[1/2"] introduite dans la Proposition 1.3 comme (1.18) lorsque

f(z) =2,

EXERCICE 2.7. Soit (er)ren une suite de nombres réels strictement positifs
tendant vers 0. En utilisant comme fonction-test ® = ¢ ® ¢, ot ¢ : R — [0,1] est
une fonction de D(R, R), paire, identiquement égale & 1 sur [—1, 1], décroissante sur
[1, +0o[, montrer que la suite de distributions complexes (T} )ren sur R? :

¢
® € D(R?,C) — (T, ®) := / L_y)dxdy
R2 LY + 1€
ne converge pas dans D’(R?,C) (utiliser le théoréme de convergence monotone de

Beppo Levi pour montrer la non convergence dans D’ (R?, R) de la suite (Im T}, ) xen)-

EXERCICE 2.8. Montrer que toute fonction ® € D(R?,C) s’écrit de maniere
unique sous la forme

q)(ZL', y) = q)OO(‘T, y) +x CI)l()(xa y) +y (I)Ol(xa y) +zy q)ll(xa y)a
ol les quatre fonctions ®gg, P19, Po1, P11 sont des fonctions C° a support compact,
paires en z et y. Exprimer ®1; comme une intégrale fonction des parametres (z,y)
s’exprimant a l'aide de la dérivée partielle seconde (9%/920y)[®]. En déduire que
la suite de distributions complexes (T} )ren sur R?, ott

o
Tp : ® € D(R2,C) — (T), ) ::/ L@ Y) 4y
|zy|>e€x ry

et (ex)ren une suite de nombres réels strictement positifs tendant vers 0, converge
vers la distribution

T :»cDR*C)— (T,0): = / Oy (x,y) dedy
R2

i/ﬂ@ (/[_1 12 (aj;y)[‘l’](m,ay) dUdT) dxdy.
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Moutrer que si ¢,9 € D(R,C), on a

(T, p@¢) = (VP[1/x], ) x (VP[1/a], ),
oul Y :(x,y) — o(x)Y(y) et VP[1/x] est la distribution introduite en (1.15).

Dans le contexte géométrique ou €2 désigne un ouvert d’une sous-variété différen-
tiable de dimension n de R, le principe de convergence des suites de distributions
se transpose mot pour mot en un principe de convergence pour les suites de courants.

DEFINITION 2.9 (principe de convergence pour les suites de courants). Soit
un ouvert d’une sous-variété différentiable de dimension n de RY et 0 < ¢ < n.
Une suite de g-courants (Ty)ren, avec T, € D 9(Q,K), est dite converger vers le
q-courant nul si et seulement si
(2.12) Vo e D", K), lim (Ty, ) =0.

k—+o0o

La suite de g-courants (T})ren est dite converger vers le courant T € D'9(, K) si
et seulement si la suite (T — T)ren converge vers le g-courant nul, i.e

(2.13) Ve e D" (Q,K), Tk, ) = (T, ).

Comme dans le cadre de la théorie des distributions (Proposition 2.1), le R-espace
vectoriel D'7(€, K) des g-courants sur un ouvert  d'une sous-variété différentiable
de dimension n de RN est séquentiellement complet.

lim (
k—+oo

2.2. La régularisation des distributions

Les phénomenes physiques sont entachés d’irrégularités. Les structures fractales ou
chaotiques (trajectoires du mouvement brownien, courbes fractales sur le modele
du flocon de Von Koch ou de la frontiere des ensembles de Mandelbrojt ou de Julia
dans les problemes de dynamique, etc.) en sont autant d’exemples familiers, & I'op-
posé des < étres » réguliers (tels les courbes analytiques ou algébriques) auxquels
sont attachés les concepts « rigides » d’holomorphie, d’analyticité (au sens réel ou
complexe), etc., ou < souples >, mais réguliers (C°, Lipschitz, C!,...,C?,...,C*).
Pouvoir < approcher » des phénomemes irréguliers par des distributions-fonction
correspondant & des fonctions aussi régulieres que l'on veut (que l'on entende < ri-
gide » ou < souple ») s’avere essentiel. C’est ce que nous nous proposons de faire
dans cette section.

PROPOSITION 2.2 (régularisation d’une distribution par convolution). Soient
Q,Q deuz ouverts de R™ tels que ' C ¥ C Q et dist(Q,00) = n €]0,00]. Soit
T eD'(K) (K=R ouC). La suite de fonctions

S Q/ = <Ty,1/}1/k(17 - y)>7 k Z maX(L 1/77)7

est une suite de fonctions C*° dans Q' qui converge au sens des distributions dans
D'(Q,K) wers la restriction T de T a louvert €',

DEMONSTRATION. Pour k > max(1,1/n) et x € €, la fonction
Yy €R" =y p(x —y) = 1 /1(y — )

est de support Bgn(z,1/k) C Q et est C*°. C’est une fonction-test dans D(2, R)
et 'action de T dessus, soit (Ty,wl/k(x — y)), est donc bien définie. Nous allons
montrer par récurrence sur p que, pour tout k > max(1,1/n), la fonction

(2.14) x €Y = Ty, Yy —y))
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est de classe CP sur Q' et que, pour Iy +---+1, <p, on a
(2.15)

Vo eq, (f[ ;xl) (T, vaymle = ) (@) = (T, (f[ 85::Z?_)[¢1/k<z -9

Prouver ceci se rameéne de fait (par induction en remplagant la fonction ¢ par une
de ses dérivées partielles & Vordre p— 1) aucasp=1,1; =1,lo =--- =1, = 0.
On remarque que, si (€))ren est une suite de nombres réels tendant vers 0 et si
x = (z1,2) est fixé dans ', la suite de fonctions-test

Vi +ex —y1, 2" —y') — (e —y)
o /
(Z/_(yl’y)H € ),\eN

converge dans D(Q, R) vers la fonction-test

0
Yyr— (871'1) [V1/k(z = y)]-
Comme T est une distribution sur §2, on a donc

lim (Ty, V1/k(x1 +ex —y1, 2" —y')) = (Ty, 1 p(z —y)) _
A—+o00 €\
0

= <Ty> <<9Tc1> (V1 k(2 — y)]>.

En répétant ce raisonnement inductivement, on voit que la fonction (2.14) est C'°
dans Q' et que ses dérivées partielles se calculent en <« dérivant sous le symbole de
prise de T}, > i.e comme (2.15). Il reste & prouver que, si ¢ € D(€',K), on a

(2.16) (Tey o) = Nim | (Ty, by yi(2 = y)) () da.

k— o0 Q/

En approchant 'intégrale de la fonction continue

/ (@) (@ — ) d
N

par des sommes de Riemann, puis en utilisant la linéarité et la continuité de T' sur
D(22,K), on voit que

<Ty, /Q o(x) 1k(z —y) d$> = /Q/<Ty,¢1/k(m —y)) ¢(z) d.

Prouver (2.16) revient donc & prouver

Topr) = Jim (T, [ o) vanlo—y)da)
(217) = Jdm ([ e e ),

Or (si ¢ est prolongée par 0 dans R™ \ €’ en une fonction de D(R", K)), la fonction

yeR" — oy — x) 1 (x) da
Bgn (0,1/k)

est une fonction-test dans R"™, & support compact dans UxGSupp o Bgr(z,m) C Q,
et Uon a (d’apres le théoréme usuel de différentiation des intégrales dépendant de
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plusieurs parametres) que pour chaque p € N, pour chaque multi-indice (11, ..., 1,)
avec I + -+ 1, <p,

(ﬁ aljj ) [/BRn(O,l/k) oy —x) ¢1/k(.%') dz|(y) =

=1 ayj

- /BRn(o,uk) (ﬁ ;ljj ) Loy — )] () da

1=19Y;

D’autre part, pour tout compact K de €2, on a
n 8l1 alJ
tim_sup | ( _)wy)—/ (L1 )t =l vusta) o
k—+oo ye K H 3y;’ Bgn (0,1/k) N7 ayé? Y

=1

al
= lim sup ’/ )[
k—+o00 yeK Bgn (0, 1/k) 5’2/

61
lim sup / ‘( ')[“0
k—+ooye K JByn (0,1/k) lllllay;?

du fait de 'uniforme continuité de toutes les dérivées partielles de ¢ sur le compact
K, ={z € R"; d(z,K) < n} (voir le cours de MHT512, Section 4.7). La suite de

fonctions

=

Y1/ ‘

IN

=)
=)

‘¢1/k )dz =0

yeQ —s oy — )Y kxdx)

( Bgn (0,1/k) ( JPuele) k>max(1,1/n)

est donc une suite de D(Q2, K) convergent (au sens de la convergence des suites de
fonctions-test dans €2) vers la fonction ¢ (considérée comme fonction-test dans 2).
Le fait que T soit une distribution dans Q implique donc bien (2.17), donc (2.16).
La proposition est démontrée. O

EXERCICE 2.10. Soit © un ouvert de R et T' € D(2, C). Soit K un compact de

Q et pg € D(2,R) une fonction plateau identiquement égale & 1 au voisinage de
K. Soit k € N*. Montrer que la fonction

z€R— \/%<Ty,pK(y)exp< %z(f”*y)zw

est la restriction & R d’une fontion entiere F[T'; K| de la variable complexe z, avec

k k222 o k% k2y2
VzeC, R[T;K|(z) = Ner exp <—T) ; v <Ty»PK(y)yl exp (— 9 )> 2
Montrer que

Vo e Dk(Q,C), (T, ¢) = Gm . o(x)Fy[T; K](z) dx

(on s’inspirera de la preuve de la Proposition 2.2). En déduire qu’il existe une suite

de fonctions polynomiales (Py[T'; K])ken+ telle que
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2.3. La multiplication des distributions par des fonctions C*°

Dans cette section, nous allons nous placer d’emblée dans le contexte géomé-
trique ot  est un ouvert d’une sous-variété différentiable X de dimension n de R
(le cas N = n et X = R™ étant bien siir un cas particulier majeur). Le corps des
scalaires K est toujours R ou C.

PROPOSITION 2.3. Soit0 < g<netT € DIQ(Q,K) un q courant sur Q. Si w
est une ¢’ -forme différentielle C* sur Q (avec ¢+ ¢’ < n), la forme linéaire

¢ € D"V (Q,K) > (1)1 (T,w A ¢)

est un (q + ¢')-courant sur Q (& valeurs dans K) noté w AT. En particulier, si T
est une distribution sur Q et f une fonction C°°, la forme linéaire fT définie par

IT 9 € D(Q,K) — (T, fo)
est une distribution sur €.

DEMONSTRATION. La preuve est immédiate et repose sur la régle de Leibniz
qui permet d’affirmer que si K est un compact de et p € N,

max[Nx.,(coeff.(w A ¢))] < C(w) max[Nk ,(coeff. ()] Vo € D77 (Q,K)

(les formes différentielles en jeu étant exprimées en coordonnés locales dans les
ouverts de carte). O

Une conséquence tres importante de cette proposition est de pouvoir ramener
I’étude globale d’une distribution ou d’un courant a une étude locale. Si en effet
(Q,), est un recouvrement de Q et (g)ren un partitionnement de I'unité subor-
donné & ce recouvrement (cf. le Lemme 1.5), on peut décomposer tout g-courant
T € D'¢(, K) sous la forme

T=> T,

kEN
au sens otl, pour tout K CC Q, pour toute forme ¢ € Dy 4(Q,K),

<T> @) = Z<Ta wk@>a
keN
la somme ci-dessus étant finie puisque le compact K n’intersecte qu’au plus un
nombre fini de supports des ¢, & € N (on rappelle >, ¥, = 1, ce qui est ici
fondamental).

En particulier, si 'on utilise un recouvrement de 'ouvert 2 par des cartes locales
(U,,0,), o0 U, =0,(B,,) CQC X CRY, B, étant une boule autour de l'origine
dans R™ et 0, : (t1,....,tn) — 0,(t) € RN, 6,(0) = z,, un paramétrage de X au
voisinage de z,, on peut régulariser le courant T en se contentant de régulariser
chaque ¥;T, ce que 'on peut faire en utilisant la Proposition 2.2 une fois que
I'on s’est ramené, via le paramétrage 60,(;y, au probleme de la régularisation d’un
g-courant dans un ouvert de R" (en l'occurence By, ). On peut alors énoncer
le résultat suivant, complétant ainsi la Proposition 2.2 en 'adaptant au contexte
géométrique :

PROPOSITION 2.4 (régularisation des courants). Soit Q un ouvert d’une sous-
variété différentiable de dimension n de RN . Tout q-courant T € D/q(Q,K) s’ap-
proche dans DIQ(Q, K) (au sens du principe de convergence donné dans la Définition
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2.9) par une suite de q-courants (Tx)x, ot chaque chaque Ty est représenté par une
q-forme différentielle C*° wy, i.e.

Yo € DUQK), (Th ) = /X wi(z) A (),

Uintégration sur X d’une n-forme différentielle 0(x) volx (x), ot 0 est une fonction
C> sur X et voly la forme volume induite par la forme dxy A--- Adxy dans RY,
étant définie par

/X 0(z) volx (z) == /X 0(z)dz.,

ot dxy est la mesure de Lebesgue euclidienne sur X (voir l’annexe B1, Définition
B.1.1 dans [Charp]).

Le fait de pouvoir définir la multiplication f7T" d’un g-courant par une fonction C'*°
et de disposer de fonctions plateau (cf. le Corollaire 1.6) nous permet de reformuler
la définition d’ordre d’'un courant (ou d’une distribution).

DEFINITION 2.11 (la notion d’ordre reformulée). L’ordre d’un g-courant 7' sur
Q2 est la borne supérieure de tous les ordres (finis) des g-courants pT', ol p décrit
lensemble des fonctions-plateau p € D(£2, [0, 1]) subordonnées aux compacts K
inclus dans €.

EXERCICE 2.12. Soit f une fonction holomorphe non identiquement nulle dans
un ouvert connexe  de C. Soit T € D'(£2,C) une distribution sur €2, d’ordre
strictement inférieur au minimum des multiplicités des zéros de f dans 2. Montrer
que, si (T, o) = 0 pour toute fonction-test ¢ telle que Suppp N{f =0} =0, on a
f(=)T =0.

2.4. Différentiation des distributions et des courants

La raison majeure pour laquelle le concept de fonction généralisée (ou de dis-
tribution) a germé dans l’esprit des physiciens tels Heaviside ou Dirac tient au fait
qu’il s’avérait nécessaire, tout au moins de maniere formelle, de <« dériver > des
phénomenes physiques qui échappaient a la modélisation en termes de fonction
(comme la masse de Dirac d,, de exemple 1.19) ou qui, méme s’il s’agissait de
fonctions, présentaient des irrégularités manifestes (comme la fonction H d’Heavi-
side, cf. exemple 1.18).

Le principe de différentiation des distributions (ou d’ailleurs, dans le contexte
géométrique, des courants) repose sur la formule de Stokes, transcription dans le
cadre géométrique du théoreme fondamental de l'analyse de la dimension 1 a la
dimension n. Nous énoncons ici le cas particulier de cette formule qui pour nous
jouera un role majeur.

THEOREME 2.13 (un cas particulier de la formule de Stokes). Soit Q un ouvert
d’une sous-variété différentiable de dimension n de RN et o € D"~1(Q,C). Alors

/dgo:().
Q

En particulier, si w est une g-forme différentielle (0 < ¢ < n —1) de classe C™
dans Q et p € D"971(Q, C),

Oz/Qd[w/\ap]:/de/\ga—i-(—l)q/gw/\dap,
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ou encore

(2.18) dw A @ = (—=1)71! / w A dp.

Q Q
La formule (2.18) et le fait que tout g-courant s’approche par des g-courants réguliers
(donc représentables par des g-formes différentielles) nous aiguille naturellement
vers la Proposition (et Définition) suivantes.

PROPOSITION 2.5 (différentiation d’une distribution ou d’un courant). Soit €
un owvert d’une sous-variété différentiable de dimension n de RN, 0 < qg<n—1,
et T € D1QK) (K=R ou C). La K-forme linéaire

dT : o € D" 11 Q,K) — (=1)9T(T, dyp)

est un (q+1)-courant sur Q, & valeurs dans K. De plus, si (Ty)r converge vers T au
sens du principe de convergence des suites de courants de la Définition 2.9, la suite
(dTy)r converge vers dT suivant le méme principe, ce qui signifie que l'opérateur
linéaire T —— dT est continu de D/q(Q, K) dans ’D/q"’l(Q7 K), équipés des topologies
faibles.

REMARQUE 2.14. Si T est le courant correspondant a la ¢-forme différentielle
C* w, le courant dT est, du fait de (2.18), le courant correspondant & la (q 4 1)-
forme différentielle dw.

Dans le cas particulier ot  est un ouvert de R™ et ot T' € D'(Q,K), on note
naturellement le courant d1" sous la forme
n
oT
j=1 Ot
ou les 9T/0x;, j = 1,...,n, sont des distributions dans Q. En testant ce courant
contre la (n — 1) forme ¢ dxy A - -+ Adxy,, ou p € D(Q,K), on trouve

(dT, pdxy A -+ Ndzy) = <d:clg—£,<pdx2/\---/\dxn>:<37£’<p>
= _<T’§7;01dx1/\'”/\d$n>=—<T,g—i>,

Pour tout j =1, ...,n, on voit ainsi que

<§£7 o) = (T, gx“;>, Vi € D(Q,K).

Cela nous conduit a la définition suivante :

DEFINITION 2.15 (dérivées partielles d’une distribution dans un ouvert de R™).
SiT € D'(Q, K) est une distribution dans un ouvert Q2 de R™, les n dérivées partielles
de T dans €2 sont les distributions sur 2 définies par

(2.19) <g£,<p>:—<T, gx‘i>, V€ D(QK).

EXEMPLE 2.16 (dérivées de la masse de Dirac). Si zp est un point de R" et
l=(l,..-,1) € N un multi-indice, la distribution sur R"

(125

Jj=1
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est la distribution

o e D@ K) — (T[] 2 ) el ) = (<0050 (T] 20 fel o)

1 1;
j=10%; j=1 07;

EXEMPLE 2.17 (dérivée de la fonction d’Heaviside). C’est 'exemple « histo-
rique >, celui qui a motivé l'introduction des fonctions généralisées. On a,

dH
Vo € D(R,K), <E,<p> = —<H7w’>=—/ @' (t) dt
(0,00

= —Je®)] =0 = Go.e),
d’ou la formule importante

dH
pramill

EXEMPLE 2.18 (la formule de Cauchy-Pompeiu revisitée). Il résulte de la for-
mule de Cauchy-Pompeiu (Proposition 1.2.1 du cours MHT734 [Charp]) que

(2.20)

1 Op d€dn
V¢ € D(R?,C), O:W/T, -,
p € DR C), »(0) =—— Raac(gn)fﬂn
Cette formule peut étre relue dans le langage des distributions en la formule de
Cauchy en termes de distributions
o rl
2.21 — |- =
( ) 0z [z} m do

(ici 1/z désigne la distribution-fonction dans R? ~ C associée & la fonction locale-
ment inégrable z = x + iy — 1/2).

EXEMPLE 2.19 (la formule de la divergence revisitée). Soit U un ouvert borné
de R, de frontiere C' par morceaux. La formule de Stokes dans R™ assure que,
si ¢ est une n — 1-forme différentielle de classe C! & valeurs complexes dans un
voisinage de U, i.e

=Y (1) "p; Ndu, ¢;€C'(U,C),
j=1 I#j
on a

(2.22) /qu):/aU D,

le bord QU étant orienté par le fait que la normale pointe vers l’extérieur 2 (regle du
< bonhomme d’Ampere > ). Avec Dorientation choisie, on vérifie en paramétrant le
bord au voisinage d'un point régulier courant® que

Lo o

(B(Y), fext (y)) doou (y),
I#] ou

2. Un repere (&1, ...,&n) sur l'espace tangent Ty (8U) au point y est direct si et seulement si
(&1, --,&n, Mext (y)) est un repere direct de R™, Porientation sur R™ étant I'orientation canonique.

3. Pour s’en convaincre, on pourra se ramener localement & un paramétrage local de OU
au voisinage d’un point régulier y € (OU)™¢ sous forme de graphe : (t1,...,tn—1) — 0(t) =
(15 ey tn—1,0n(t1, sy tn—1)).



32 2. SUITES DE DISTRIBUTIONS, REGULARISATION7 DIFFERENTIATION

ol dogy désigne la mesure de Lebesgue eucldienne sur OU (notée aussi dxgy (cf.
Annexe B1, Définition B.1.1 dans [Charp]) et 7iext(y) = (¥1(y), -, vn(y)) est le
vecteur unitaire normal & OU en y et pointant vers 'extérieur de U. En calculant

d@z(i%)dmﬂ\---/\dmn,

j=1 "
on voit que (2.22) se ramene & la formule de la divergence* :
(2.23)
n a(p] / . ~ n
52)do= [ (@) dront) = [ (3 e doa(s).
J, (S5 de= [, o o (i)

Si I’on prend ¢; € D(R™, C) pour j fixé dans {1,...,n} et que 'on fixe les autres ¢y,
[ # j, identiquement nulles, on voit que cette formule (2.23) s’interpréte en termes
de distributions sur R™ comme la liste des formules

0 .
(2.24) Bre xvl=—-vjosu, j=1,..,n.
J

EXEMPLE 2.20 (la premiere formule de Green revisitée). Si U est un ouvert
borné de R™ et & frontiere de classe C1, il résulte de la premiere formule de Green
(cf. 1a Proposition I11.1.1 du cours MHT734°) que

0

ou aﬁcxt

V¢ € D(R",C), / Alpl(x) dx = [¢] dosu,

U
ou dogy désigne la mesure de Lebesgue euclidienne sur le bord de U (sous-variété
différentiable de dimension n —1 de R™). Cette formule se ré-interpréte au sens des
distributions en la formule

0|
aﬁcxt
Au travers de cette formule, on comprend par exemple pourquoi, en dimension 2,

calculer le laplacien d’une image discréte aide a mettre en évidence les lignes de
contour, par exemple le bord des objets, figurant sur cette image.

(2.25) Alxv] = - oou).

EXEMPLE 2.21 (la seconde formule de Green et le laplacien). Dans le cours
de MHT734 (section III.2 de ce cours, voir en particulier le Lemme utilisé dans
la preuve du Théoreme I11.2.1, [Charp]), ont été établies (& partir de la seconde
formule de Green) les formules

Ve € DRZC), [ loglal Ali@) do = 2mp(0)

(en dimension 2) et, si n > 2 et w,, désigne la surface euclidienne de la sphére unité
Snfl,

n(2 —n)I'(n/2)

v = n(2 = nlun (0) = TS (o),

Y € D(R",C), / Al

T

4. Voir aussi la section III.1 dans [Charp].
5. Il suffit d’appliquer la formule de la divergence (2.23) lorsque (¢1,...,o0n) = V[g]|, V
désignant la prise de gradient.
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Ces deux formules se lisent en termes de distributions respectivement

A[log\/a?Q—l—yQ} = 278 dans D'(R? C)

1 _ n(2-=n)'(n/2) PP
EXERCICE 2.22. Montrer, dans D’(R,R), les formules
dlog|z| d B 9
e VP[1/z] & T [VP[1/z]] = —PF[1/z“].

Exprimer la dérivée d‘%[log |z|], p € N* en termes des distributions Valeur Princi-
pale ou Partie Finie de Hadamard introduites dans la sous-section 1.4.3.

EXERCICE 2.23. Soit N € N et T € D'(C,C) la distribution VP[1/2"] intro-
duite dans la sous-section 1.4.4. Vérifier la formule

orT  w(-1)N-1t 9N
— = — [00.0)]-
0z (N =1)1 9zN-1 %%
EXERCICE 2.24 (formule de Lelong-Poincaré). Montrer que, si f est une fonc-

tion méromorphe non identiquement nulle dans un ouvert connexe de C, on a, en
termes de 2-courants dans C, la formule de Lelong-Poincaré :

85[10g |f|2} = ( Z mult. («) 6o — Z ordre(f) §ﬁ) dx A dy

« zéro de f 3 pole de f

EXERCICE 2.25 (distributions de support l'origine). Soit T € D'(R™, K) une
distribution telle que (7, ¢) = 0 si 0 ¢ Supp ¢. Montrer que T est d’ordre fini m et
que si P est une fonction monomiale de degré au moins égal a m+1, la distribution
P - T est la distribution nulle. En déduire que T s’exprime sous la forme

r= 3 a(Il )0
R Y L
ol les oy sont des scalaires du corps K.
EXERCICE 2.26. Soit T € D’'(R?,C) telle que ™1 T = 0 pour m € N. Montrer

(en utilisant le résultat établi & I'exercice 2.25) qu’il existe M € N et des coefficients
complexes g, 1,, 0 <3 <m, 0 <y <M, tels que la distribution T" s’exprime

all+l2

m M
T = Z Z Olllhm [5(0,0)].

11=01=0
EXERCICE 2.27 (distributions homogenes). Soit x € R. Une distribution T' €
D'(R™,K) est dite homogéne de degré k si elle vérifie dans D'(R",K) lidentité
d’Euler

. oT
2.2 Y i =kT.
(2:27) jzlxﬂ ox;

Montrer que dg est homogene en précisant son degré d’homogénéité. Si n = 1,
montrer que VP[1/x] est homogene de degré —1 et (en utilisant le résultat de
Pexercice 2.25) déterminer toutes les distributions homogenes de degré —1 sur R.
Montrer que, si T" est une distribution sur R telle que

(2.28) Vo e DR™K), YA>0, F,(\):= <T,a: o gp()\x)> = (T, ¢)
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(on dit que T est invariante par homothétie), alors T est homogene de degré —n
(on différenciera par rapport & X les fonctions Fi,). Montrer, réciproquement, que
toute distribution homogene de degré —n sur R™ est invariante par homothétie.

2.5. La formule des sauts

2.5.1. Le cas de la dimension 1.

DEFINITION 2.28 (sauts de discontinuité jusqu’a un ordre prescrit). Soit m € N.
Une fonction (& valeurs réelles ou complexes) de classe C™*! dans un voisinage
épointé 2 =] — €,¢e[\{0} de lorigine est dite présenter des sauts de discontinuité
jusqu’a Uordre m € N a lorigine si et seulement si

— pour tout [ =0, ..., m, les limites

o
o0 daF  dxk

dvf

k
0) & Jim TLw =200,

:EHO+ dﬂ,‘k

()

existent dans C;
— d™T1f/dz™F! représente un élément de L] (] — €, €[, B(] — €, €[, dz).
On appelle alors saut de discontinuité de f en 0 a l’ordre [, 1 = 0,...,m, le nombre
complexe
drf drf
ol f;0] = W(OH - w(of)

La formule des sauts relie ces sauts de discontinuité, les dérivées successives de
la distribution-fonction f € D'(] — ¢, ¢[,C) et les distributions-fonction [d'f/dx'],
I =0,..,m+ 1, correspondant aux dérivés dlf/dxl, I =0,..,m+ 1, considérées

comme des repésentants d’éléments de L (] — ¢, €[, B(] — ¢, €[, dx).

PROPOSITION 2.6 (formule des sauts en dimension 1). Soit m € N et f une
fonction & valeurs complexes de classe C™ ! dans un voisinage épointé | — e, e[\{0}
de lorigine et présentant des sauts de discontinuité jusqu’a 'ordre m en 0. Pour
toutl=1,....m+1, on a

dl d! -1 di-1->
(2.29) @[f] = [chJZ} + ZUA[f; 0] P [J0]-
=0

DEMONSTRATION. On voit immédiatement que prouver les relations (2.29) re-
vient & prouver la relation au premier cran (I = 1); il suffit ensuite d’itérer ce
résultat en remplacant f par ses dérivées successives. On a, si ¢ € D(] — ¢, €[, C),

d _ / o . /
e (glihe) =~ [roe@a=—tm [ @dEe
par le théoreme de convergence dominée (f est localement intégrable sur | — €, €[

puisque les limites & gauche et & droite en 0 existent et que f est au moins C'' dans
] — €,€[\{0}). Or, par intégration par parties,

| t@e@i = jget-0- [ f@e
| @@ = —f@e- [ f@eaan

€
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En reportant dans (2.30), puis en faisant tendre € vers 0, il vient

d . /
(o) = olfs0](0) + lim @@
df
= 0o[f;0]¢(0) + <[£]790>
(comme df /dz est localement intégrable sur | — €, €[, on peut encore appliquer le
théoreme de convergence dominée de Lebesgue). C’est la formule demandée. O

REMARQUE 2.29. Si la fonction f est de classe C' sur un intervalle ouvert I
de R privé d’un ensemble de points isolés Sing(f) en lesquels elle admet un saut
de discontinuité a l'ordre 0, on a, au sens des distributions, la formule des sauts
globale
d dj
(2.31) S=[E+ X sl

a€Sing (f)

2.5.2. La brique de base du calcul symbolique. Une famille de distri-
butions sur R jouant un role important dans les sciences de l'ingénieur (en rela-
tion avec la transformée de Laplace®, on le verra ultérieurement) est la famille de
distributions-fonction Ly o, po, @ € C, Rea > 0, ou

(2.32) Ly o(t) = ePo 1 [ (1), t € R*.

I(a)

Comme Rea > 0, cette fonction (prolongée par 0 en 0) est bien localement intégrable
sur R et définit donc une distribution-fonction que nous noterons aussi L, q-
Comme la variable réelle sous-jacente ici est le temps, il est naturel de la noter
t plutdt que z. Notons que la restriction de toutes ces distributions & | — 0o, 0[ est
la distribution nulle sur cet intervalle. La proposition suivante est une application
immédiate de la formule des sauts (2.29).

PRrOPOSITION 2.7 (la brique de base du calcul symbolique). Si o = k € N*
(alors T'(a) = (k — 1)!), on a, pour tout py € C,
(2.33) (ﬂ — o Id)k[L,,O,k] =3y dans D'(R,C).
DEMONSTRATION. Si nous notons pour simplifier D = d/dt, la formule des
sauts ((2.29), l = 1) donne
D|Lyy 1] = poe?'H + 6o <= (D — pold) [Lp, 1] = 0.
En réappliquant (2.29) (I =1et ! =2) & L, o :t > teP*' H(t), on obtient
D[Lpy2] = oLpo2 + Lpsa &  D*[Lpy2] = 2P0 L1 + o Lipg.2 + b0,
soit, par combinaison linéaire,
(D = pold)®[Ly, 2] = 0.
On continue ainsi de proche en proche, en exploitant le fait que pour k > 2,
(D = pold)[Lypy k] = [Lyy k] = PoLpo.k—1 = Lpg k1.
(I

6. C’est la brique de base de ce que 'on appelera le < calcul symbolique >, on y reviendra .
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2.5.3. La formule des sauts dans 1’espace. Nous allons étendre au cadre
de Pespace la formule des sauts (2.29) au moins au cran [ = 1.

PROPOSITION 2.8 (formule des sauts dans l’espace). Soit U C Q2 deux ouverts
de R™ tels que U C Q et que la frontiére de U soit une sous-variété différentiable
de dimension n — 1 de Q. Soit f : Q\ OU — C une fonction de classe C* dont
les restrictions fiy et fﬂ\ﬁ se prolongent en des fonctions continues au voisinage
de OU (on note finy et fexs ces prolongements). On suppose aussi que toutes les
dérivées partielles 0f /0z; : Q\ OU — C définissent des fonctions localement
intégrables dans Q. On a, pour tout j = 1,...,n, les formules suivantes (au sens des

distributions dans D'(Q,C)) :
of

0
a = |53 ext — Jin i d 5

5 1= o]+ U = fn) v doou
0t Trext (y) = (11(Y), -, vn(y)), y € OU, désigne le vecteur normal unitaire & OU en
y pointant vers l'extérieur de U.

(2.34)

DEMONSTRATION. Le résultat est local et nous pouvons remplacer 2 par un
voisinage relativement compact dans € d’un point yg de OU (dans Q \ OU, les
formules (2.34) sont immédiates). Nous supposerons dans un premier temps que les
restrictions de f & U et 2\ U se prolongent de maniére C* (et non plus seulement
continuement) & un voisinage de OU. La preuve des relations (2.34) repose alors
sur la formule de la divergence (2.23) rappelée (et transcrite dans le langage des
distributions) dans ’exemple 2.19. Gréace a cette formule, on obtient (en raisonnant
a Pintérieur de U, puis a 'extérieur, avec la fonction fp), pour toute fonction-test
p € D(,C),

- [1wgtwd = [ Lw@ewd- [ fuwetim) o)
U J U J ou
9o B of |
g = [ e [ ) deay).
(2.35)

En ajoutant les deux identités (2.35), on obtient bien la formule (2.34) voulue.

Si I’on fait simplement I’hypothese que les restrictions de f & U et Q\U se prolongent
continuement (et non plus C!) & un voisinage de U, la premiére des identités (2.34)
reste valable lorsque U est remplacé par un ouvert < rétracté » (sur lui-méme) U.
En prenant une suite de tels rétractés ﬁk tels que la suite (xp, )x tende vers xy et
la suite (0py, )i vers oay au sens des mesures * (ce quil est possible de faire), on
voit que cette formule reste valable pour U (par passage a la limite en k). On fait
la méme chose pour la seconde formule en rétractant cette fois 2\ U sur lui-méme,
puis en 'approchant avec une suite de tels rétractés. Les formules (2.35) restent
donc valables lorsque les restrictions de f & U et Q\ U se prolongent continuement
& un voisinage de OU et la proposition 2.8 est aussi démontrée dans ce cas. ([

REMARQUE 2.30. Le cas particulier ou Q = R;jlznt et U est le demi-espace
{(z,t); t > 0} est particulierement important pour les applications lorsque I'on
travaille en espace-temps.

7. Une suite (ug ) de mesures de Radon sur € converge vers une mesure u si la suite ({ug, ©))x
converge vers (u, ¢) pour tout ¢ € K(£2,C).



CHAPITRE 3

Support et convolution

3.1. Support et support singulier d’une distribution ou d’un courant

Aux fins de localiser les distributions ou tout au moins leur régularité, on intro-
duit les notions de support et de support singulier. La définition de ces deux notions
repose sur la proposition suivante, conséquence du lemme de partition de 'unité
1.5.

PROPOSITION 3.1. Soit 2 un ouvert d’une sous-variété différentiable de dimen-
sionn de RV, K =R ou C. Soit T € D'(Q,K) une distribution dans Q, a valeurs
dans K (resp. T € D/Q(Q,K) un g-courant dans Q & valeurs dans K, 0 < g < n).

— L’union de tous les sous-ensembles ouverts Q, C Q tels que la restriction
T\q, soit la distribution nulle (resp. le g-courant nul) dans €2, est encore un
ouvert Q. C Q tel que Tigr = 0. L'ouvert Q. est le plus grand ouvert de
ayant cette propriété.

— L’union de tous les sous-ensembles ouverts §~2L C Q tels que la restriction
TIQ coincide en tant que distribution (resp. en tant que g-courant) dans QL
avec la distribution-fonction f,, ou f, € C*°(,K) (resp. avec le q-courant-
forme différentielle associé a la q-forme différentielle C™ w, ), est un ouvert
Q7 C Q tel que la restriction Tign coincide en tant que distribution (resp. en
tant que q-courant) avec la distribution-fonction f, ot f € C*(Q,K) (resp.
avec le q-courant-forme différentielle w, ot w est une q-forme différentielle
C* dans Q). L’ouwvert Q. est le plus grand ouvert de 2 ayant cette propriété.

DEMONSTRATION. La preuve dans la cadre géométrique de la théorie des cou-
rants englobe celle dans le cadre distributions; on donne donc la preuve dans le
cadre plus général ou T € D/q(Q, K). On introduit (¢f. Lemme 1.5) une partition
de 'unité (¢y)ken subordonnée au recouvrement de . par les £, (resp. de Q.
par les QL) Dans le premier cas, on voit que, pour toute (n — ¢)-forme-test dans
D(Q7,K),

(T, ) = > (T, rp) =0

keN
Supp ¥x N Supp p#0

car Supp (Yrp) C Qi) et que j—]QL(k) = 0. Dans le second cas, on constate que,
pour toute (n — ¢)-forme-test dans D(Q7., K),

(T, ) > @wue= X [ wwmnwe
Supp S Bupp o0 Supp e SBpp et
u N Su u . M Su
(3.1) PP Yk pp pF PP Yk PP p#
= / ( > 7/fkwL(k)> Ny = / (Z %%(k)) A
Q7 kEN Q7 keN

Supp ¥, N Supp p#0

37
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On définit bien une g-forme C* dans /. en posant

w= Z Vi Wy (k)

keN

et le g-courant T' coincide dans QY. (d’aprés (3.1)) avec le g-courant forme différen-
tielle correspondant a cette g-forme C* w. O

Cette proposition nous conduit naturellement aux définitions suivantes.

DEFINITION 3.1. Soit © un ouvert d’une sous-variété différentiable de dimen-
sion n de RV, K = R ou C. Soit 7' € D'(, K) une distribution dans €2, & valeurs
dans K (resp. T € D/Q(Q,K) un g-courant dans ) & valeurs dans K, 0 < ¢ < n).
Soient Q. C /] les deux ouverts définis dans la Proposition 3.1.

— Le support de 2 est le sous-ensemble fermé de 2 défini comme

SuppT = Q\ Q7.

Le support de T est donc le plus petit fermé de €2 dans lequel < vit > la
distribution ou le courant T
— Le support singulier de §2 est le sous-ensemble fermé de €2 défini comme

SS(T) = Q\ Q.

Le support singulier de T' est donc le plus petit fermé de 2 dans lequel
< vivent > toutes les < irrégularités > de la distribution ou du courant 7T'.

REMARQUE 3.2. Le support singulier d’'une distribution ou d’un courant est
toujours inclus dans le support de cette distribution ou ce courant.

EXEMPLE 3.3. Si T est une distribution-fonction f, f € L (9, B(Q),dx), le
support de T' = f est le complémentaire du plus grand ouvert de §2 sur lequel f
admet un un représentant identiquement nul dz-presque partout. Ceci vaut aussi
si T est un g-courant sur Q C X C R, représentable par une classe & de g-forme
différentielle dont les coefficients (exprimés dans les cartes locales sur X' dans )
sont des éléments de L] (9, B(2),dz) : le support de T est le complémentaire
du plus grand ouvert de Q) sur lequel w admet un représentant dont les coefficients
(exprimés dans les cartes locales sur X dans ) sont identiquement nuls dz y presque
partout. Lorsque f ou w ont des représentants continus, la définition du support
de f ou w (pensés comme distribution ou courant) est donc cohérente avec celle du

support des mémes objets, pensés cette fois comme fonction ou forme différentielle.

EXEMPLE 3.4. Le support (comme le support singulier) de la masse de Dirac
dz, €n un point xg € Q est {zp}. Le support (comme le support singulier) de la
distribution §5 € D(R™, K) associée & un réseau A C R™ (i.e. un sous-groupe libre
de rang n de R"™) :

on 9 € D(R",K) — Z o(N)
AEA
(dite peigne de Dirac associé au réseau A) est exactement le réseau A.

EXEMPLE 3.5. Le support de la distribution VP[1/z] € D'(R,R) (voir (1.15))
est égal & R, tandis que son support singulier est égal & {0}. Support et support
singulier sont ici deux fermés bien différents. Il en est de méme pour la distribution
VP(1/f) € D'(£2,C), ou f est une fonction holomorphe dans un ouvert connexe de
C ~ R? (en particulier Q = C et f(z) = 2) : le support de cette distribution est
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égal & Q tout entier, tandis que le support singulier est {a € Q; f(a) = 0}. Les
distributions-fonction

1 /2 2 2—n _n/2
27 n(2 —n)I'(n/2)

introduites en (2.26) dans ’Exemple 2.21 sont aussi de support R? ou R" et de
support singulier 'origine (dans R? ou R").

On verra plus loin que Popération de multiplication (ou resp. multiplication exté-
rieure des distributions (resp. des courants) est une opération posant en général
de trés gros problémes la rendant souvent en pratique impossible (au moins dans
Pabsolu). Il est cependant un cas particulier bien utile ou cette opération prend son
sens.

PROPOSITION 3.2. Soit Q) un ouvert d’une sous-variété différentiable X de di-
mension n de RN, K = R ou C. Soient T} et Ty respectivement un q,-courant et
un go-courant sur Q (4 valeurs dans K), tels que 0 < q1 + g2 < n. Si la condition
SS(Ty) NSS (Ts) = 0 est remplie, la définition du (q1 + q2)-courant Ty ATy (noté
Ty xTy ouTy Ty siqn = qgo =0, i.e. siles courants Ty et Ty sont des distributions)
est licite.

DEMONSTRATION. Soit (g )ren une partition de 1'unité subbordonnée au re-
couvrement de {2 par les deux ouverts Q1 := Q\ SS (T1) et Qs := Q\ SS (Ts) (¢f. le
Lemme 1.5). On pose

(3.2) U= Y o j=1.2
{keN; u(k)=4}

On note w; la g;-forme différentielle C>° sur ; (& valeurs dans K), telle que
(T)) |, = wj (cette forme existe bien du fait de la Proposition 3.1, item 2). On définit
un (g1 + g2 )-courant Ty A T en posant, pour toute forme-test ¢ € D"~ 11~ (0, K),

(Ty NTayp) = (T1 NTo, Wi+ Vo)
(—1)q1qQ <T’27 w1 AN \111()0> + <T1 , Wo A \I/2<p>
La construction de ce courant est < robuste >, i.e. ne dépend pas de la partition

(¥k ) ken subordonnée au recouvrement Q0 = Q; U Qs utilisée. O

REMARQUE 3.6. Dans le cas ou T7 et T, sont des distributions, fi; et fa
désignant les fonctions C'° correspondant aux restrictions de T; et T, respecti-
vement aux ouverts 0y = Q\ SS(71) et Qy = Q\ SS (T3), la distribution T} - T3 est
définie (lorsque la condition SS (71) N SS (12) = 0 est satisfaite) par

(3.3) (I -Ta, o) = (Ta, fi¥i@) + (T1, f2¥20),

ou les fonctions C*™ U,, j = 1,2, ont été définies en (3.2).

3.2. Distributions (courants) a support compact, distributions causales

3.2.1. Distributions ou courants a support compact. Une classe impor-
tante de distributions ou de courants sera appelée a jouer ultérieurement un role
important.
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DEFINITION 3.7 (distributions ou courants & support compact). Soit Q un ou-
vert de R™ (resp. un ouvert d’une sous-variété différentiable X de RY de dimension
n). Une distribution T € D'(Q,K) (resp. un g-courant T € D'9(Q,K)), ot K = R
ou C, est dite & support compact (resp. est dit a support compact) si K = SuppT
est un sous-ensemble compact (i.e fermé borné de R™, resp. fermé borné de R™)
inclus dans €.

REMARQUE 3.8. Si T est un g-courant sur @ C X € RY & support compact et
si p € D(X,[0,1]), avec Supp p C €2, est une fonction-plateau (cf. le Corollaire 1.6),
on a

V€ ,Dniq(QJK)? <T7 <P> = <T7 p(p>
car la (n—q)-forme (1—p)y est identiquement nulle au voisinage de K = Supp 7. Le
courant T' coincide donc avec pT' et se prolonge ainsi naturellement & un g-courant
T € D'1(X,K),
T :peD"1X,K)— (T, py),

ce prolongement étant indépendant du choix de la fonction-plateau p. On pourra
donc ensuite toujours envisager les distributions (resp. courants) & support compact
dans un ouvert  de R™ (resp. d’une sous-variété différentiable X de dimension n
de RY) comme définis sur R™ tout entier (resp. sur la sous-variété X C R™ toute
entiere).

Le critére quantitatif suivant (hérité de la Proposition 1.2) permet de caractériser
cette classe de distributions ou de courants. Nous donnons ici ce critere dans sa
formulation la plus large, c’est-a-dire géométrique, englobant ainsi le cadre des
distributions et celui des courants.

PROPOSITION 3.3 (caractérisation des distributions ou courants & support com-
pact). Soit X une sous-variété différentiable de dimension n de RN et K un com-
pact de X, i.e. un compact de RN inclus dans X. Un q-courant T € D/q(/K]K)
0<q<n, K=R ouC) est a support compact, de support inclus dans K, si et
seulement si il est d’ordre fini ordre(T) et si, pour tout n > 0, il existe une constante
C,, > 0 telle que, si K, := {x € X; distgn (z, K) < n}, on ait

(34) V(,D € D(X7K)v |<T7 ()0>| S Cn NKmordrc(T) (90)

11 faut ici entendre que NKmOrdre(T)(go) est calculé en utilisant un recouvrement de
K, par des ouverts de carte U, et le recours au paramétrages locavx 0y, : By, — U, ;
la constante C), est ici tributaire du choir du recouvrement.

DEMONSTRATION. Soit 7' un g-courant sur X, de support compact K CC X.
D’apres la définition 2.11 et le fait que T' = pT des que p est une fonction plateau
de support dans X identiquement égale & 1 au voisinage de K = SuppT (¢f. la
Remarque 3.8), T' est d’ordre fini, 'ordre de T étant celui de pT' quelque soit
la fonction plateau p choisie, pourvue qu’elle vaille identiquement 1 au voisinage
de K. On note cet ordre ordre (T'). Soit n > 0 et p, € D(X,[0,1]) une fonction
plateau identiquement égale a 1 au voisinage de K et de support inclus dans 'ouvert
Uex (X N By (7,7)). D’aprés la Remarque 3.8, le critere de la Proposition 1.2 et

la regle de Leibniz , on a
Vo e D" X, K), (T,¢)| = [T, py )l C(Ky) Nk, p(x,) (Pn$p)

Cn NKm ordre(T) (90)?

IA A
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ce qui donne bien (3.4). Réciproquement, si T est d’ordre fini et vérifie les estima-
tions (3.4), on voit que la restriction de T' & tout ouvert X\ K, pour tout n > 0, est
identiquement nulle. La restriction de T' au complémentaire de K est identiquement
nulle, ce qui prouve que T est de support compact, inclus dans K. [

3.2.2. Distributions et courants a support ponctuel. Le cas particulier
ou K = {zo} est a étudier & part. Son étude repose sur la proposition suivante.

PROPOSITION 3.4 (distributions & support l'origine dans R™). Soit K =R ou C
et T € D'(R™,K) une distribution dans R™, & valeurs dans K, de support l’origine
{0} = {(0,...,0)} et d’ordre M. Il existe une collection de scalaires a;[T] € K,
L=(l1,..,1p) avec ly + -+ + 1, < M tels que

n .
n 0"
(35)  VeeD®.K), (To)= > alfl (] )kl0).
Lenn j=1 8%
Ity <M
DEMONSTRATION. On remarque dans un premier temps que si ¢ € D(R",K)
est telle que p(z) = o(||z||™) au voisinage de 'origine, alors (T, ) = 0. Il suffit,
pour voir cela, de considérer une fonction plateau p € D(R™, [0, 1]) identiquement
égale & 1 au voisinage de l'origine (de support par exemple dans B(0,1)) et de
remarquer que, pour tout € > 0,
(3.6)

(T,6)] = (T, pl-/€) )] < C Ny ar (90(:/€)) = C Ny (9(:/€))

d’apres (3.4) (Proposition 3.3). 11 résulte du fait qe p(x) = o(||z[|™) et de la regle
de Leibniz que

lim NBRn (075),]\/[(@ p(/e)) =0,

e—0
et 'on en déduit donc, en faisant tendre € vers 0 dans (3.6), qu’alors (T, ) = 0 si
o(z) = o(||z||™) au voisinage de I'origine.
Soit maintenant une fonction-test quelconque ¢ € D(R",K). D’apres la formule de
Taylor avec reste intégral 'ordre M, on a

o0 = X () et ok

leN™
Lt tn <M

1

1
er/o (1 —n)MDM L p)(x, ..., z) dT

ot DM+1] désigne (M +1)-différentielle de o au point 7z, i.e. I'application (M+1)-
linéaire symétrique sur (R™)M+! agissant sur (x,...,x) (M + 1-fois)

DY [g)(x, .., ) = (iji)M“ e (ra).

Compte-tenu de ce que
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au voisinage de l'origine, on a

(T, ) = (T,py)
n l;
ol D (2o k)

Lenn j=1 axj
Lt <M
On obtient bien ainsi la formule de représentation (3.5) voulue. O

Ce résultat se transpose immédiatement au cadre géométrique. Si A’ est une sous-
variété différentiable de dimension n de RN et si T est un g-courant sur X d’ordre
M et de support {zo}, avec xg € X, 'action de T sur une (n—gq)- forme différentielle
test o s’exprimant en coordonnées locales autour de g (via 0, :t € By, — 0, (t)
avec 0,,(0) = xg) comme

o(t) = > er(t)dty, A---Ndti,

1<iy < <in_q<n

se décrit sous la forme

<T, Z or(t)dt;, A- dt;, q>

1< < <in—q<n

(3.7) "ol
= 2 > o) (I 7)o O
1<i1 < <in_q<n Lenn Jj=1 8t
i+ 4, <M

ot les ar [T], I = {i1,...,in—g} avec 1 < i3 < -+ < dp_g < n, L = (l4,...,1n)
avec Iy + --- 4+ 1, < M, sont des scalaires du corps de base K indépendants de la
(n — g)-forme test .

3.2.3. Distributions causales sur R. Sur la droite réelle, ou fréquemment
dans les applications pratiques le parametre t figure le parameétre temporel, une
classe de distributions sera appelée a jouer aussi un role important dans les appli-
cations pratiques.

DEFINITION 3.9 (distribution causale). Une distribution 7' € D'(R, K) est dite
causale si et seulement si Supp T C [0, oof.

EXEMPLE 3.10. Les distributions-fonction Ly, «, po,® € C, Rea > 0 intro-
duites dans la Section 2.5.2 (voir (2.32)) sont des exemples typiques de distributions

causales. Il en est de méme des distributions t;ﬁ , B > 1, introduites dans la Section
1.4.3.

3.3. Produit tensoriel de distributions ou de courants

Nous nous plagons dans un premier temps dans le contexte des distributions sur les
ouverts de R™. Nous élargirons plus loin ce contexte au cadre géométrique.
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Soient 7 C R™ et Qy C R™ deux ouverts. Alors 2 = Q; x Q5 est un ouvert de
R™*72 Si K = R ou C, un K-sous-espace particulier du K-espace vectoriel D(£2, K)
est le sous-espace engendré par les fonctions du type

P=pey :(z,y) € N xQr— o@)d(y), ¢ €DK, e D(QK).
On note ce K-sous-espace D(Q1, K) @ D(Qs, K).

PROPOSITION 3.5 (définition du produit tensoriel de deux distributions). Soient
K, Q1 C R™, Qo C R™ comme précédemment. Soient deux distributions (& valeurs
dans K) Ty € D'(,K) et Ty € D'(Q9,K). Il existe une unique distribution T =
T @ Ty € D'(21 X Q2,K) telle que
(3.8) Vo eD(,K), VY € D(Qs,K), (Th @To, o) =(T1, @) x (Tz, V).
La distribution Ty @ Ty ainsi définie est dite produit tensoriel des deux distributions
T1 et Tg.

DEMONSTRATION. Soit ® € D(£21 x Qs,K). Pour tout zg € Qy, la fonction

Yy e QQ = q)(x()ay)

est un élément de D(0s,K), élément sur lequel on peut faire agir la distribution
Ty € D'(Q2,K). Ceci nous permet de définir la fonction

(3.9) zeQ —s <T2, o(z, .)>.

Il résulte du fait que T est une distribution sur Qs que?! la fonction (3.9) est
une fonction C*° sur €y, a valeurs dans K, et que l'on a, pour tout multi-indice
(l1, ..oy ln,) € N™ | les relations

lj

Cljl ;fﬂé") o= (1o @@, )] = (Ba(y) 2 (;1:[1 88;;»

)[@(:c,y)]> , Vre.

Comme P est & support compact dans Q7 x {3, la fonction (3.9) est & support
compact dans 2 ; c’est donc une fonction-test élément de D(21,K), a laquelle on
peut appliquer la distribution 7. On est donc en droit de poser :

(3.10) (T ®Ty, D) = <T1,xl—> (T, @(x7~)>>.

Soit (Pg)ken est une suite tendant vers la fonction identiquement nulle dans le
K-espace vectoriel D(€; x y,K), ce qui implique (entre autre) que toutes les
fonctions ®; sont supportées par un compact Ko. Soit Ky = prq (Kp) et Kj =
pro, (Ko). Les projections sur Q; et €25 étant continues, K et K sont des compacts,
respectivement de 21 et 5. En utilisant les inégalités

(3.11)
(n). o (1 ;;)mz,y)w - (11 ;’;;) [ (T, Bi(,)]|

1 s
< Co(Kq) Nicy (i) [?/ = (H ke

. D)@k )l] V(0 dy) €N Ve € K
j=1 9%

1. Reprendre par exemple pour voir ceci la preuve de la Proposition 2.2, c¢f. la maniére dont
on prouve que la fonction (2.14) est C°.
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(clause (1.14) de la Proposition 1.2 pour T3), on constate que la suite de fonctions-
test (de D(1,K))
$0—><T27(I>k(.’£,-)>7 keN

converge au sens du principe de convergence des suites dans D(21,K) vers la fonc-
tion nulle (pour k assez grand, ces fonctions sont toutes supportées par le compact
K|} de Q7). Comme T} est une distribution sur ;, on a donc

lim (T @ T, &) = lim (Ti(x), (Tz(y) , x(x,1))) = 0.

k—+o00 k—+o00
L’application
DD x 0, K)— (Th Ty, D)
définie en (3.10) est donc bien une distribution & valeurs dans K sur 'ouvert € x 9

de R™ x R™. Cette distribution 77 ® Ty vérifie la condition (3.8) car, pour tout
x € 1, on a

Tz, (p@Y)(x,")) = ¢(x) (T2,9) Ve € D(,K), V¢ € D(2,K).

L’existence d’une distribution sur €; x 5 et a valeurs dans K se pliant a la regle
(3.8) est donc prouvée. L’unicité d’une telle distribution résulte du lemme important
suivant.

LEMME 3.11. Soient Q1 et Qo des ouverts respectifs de R™ et R™2, K =R ou
C. Le K-sous-espace vectoriel D(21, K)®@D(2s,K) de D(Q1 x Qo,K) est dense dans
ce K-espace vectoriel (relativerent au principe de convergence des suites introduit
dans la Définition 1.11).

DEMONSTRATION. L’ouvert Q; x €y admet un recouvrement par des produits
de boules euclidiennes B,, x B,, (respectivement n; et ny dimensionnelles) avec
B,, C Q et E C 2y pour tout indice ¢. Si (pg)ren réalise une partition de
Punité dans €27, subordonnée au recouvrement de €, par les B,, et (0;);cn réalise
une partition de I'unité dans €, subordonnée au recouvrement de €y par les B,,,
la famille dénombrable (pr ® ;) en réalise une partition de 'unité dans ; x
s, subordonnée au recouvrement de €2y x {2y par les ouverts produits de boules
euclidiennes B,, x B, . Pour montrer qu'une fonction-test ® € D(Q; x Q9,K)
s’approche dans cet espace par des éléments du sous-espace D(Q21,K) @ D(23,K)
(stable par multiplication), on peut donc se ramener & remplacer ® par ® x (pr ®6;),
pour k,l fixés dans N. On notera p, = p, 6, = 6. Soit g la gaussienne (centrée et
normalisée) dans R™ "2 :

1 ni n2
9 (2,y) — s | exp(=a3/2) x | [ exp(—yi /2)
(2m) )]
J=1 =1

et, pour tout € > 0, g.(x,y) = e "g(z/e,y/€). Pour tout k € N*, on introduit la
fonction

(z,y) = [®* g1k](2,y) = /]R . (&, m g1y — &y —n)dédn

= /Rn . Q(x — &y —n) g1/6(&m) dE dn.

D’apres le théoreme de dérivation des intégrales dépendant de parametres, il s’agit
d’une fonction C* et I'on a, pour tout (z,y) € R™T"2 pour tous multi-indices
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(I onsbny) € N7 et (1], .01l ) € NP2,

(ﬁ ;;;) © ( ﬁ ;yl;)[‘? * g1/k) (2, y)

A=1 p=1
(312) ni 8l’\ no 8”*
= /Rn1+n2 (/\1_[1 81:1/@) ° <,£[1 6@%‘)[@@ =&y —nlg1/k(&m) dE dn.

La suite (® * g1 /5 )ren+ approche la fonction ® uniformément sur tout compact de

R™+72 dy fait de l'uniforme continuité de ® sur tout compact K de R™1 "2 et de ce

que (g1 /k)ren~ réalise une approximation de I'unité 2 11 suffit en effet de remarquer
Slll(p|q)*(p*91/k| < sup [®(z,y) —P(z - &y —n)

(z,y)eEK
lEmI<s

x / g (6,m) dé dn
lEmn<e

+2(®]|00 / g (€,m) dé dn
[1(€,mII>

5
k

< sup | P(x,y) — P(z— & y—n)
(z,y)eK

lemi<s
(3.13) . / g(&,m) dé dn
[1(€,m)]I>6

et de choisir § assez grand, puis, une fois § fixé, k suffisamment grand pour que la
somme des deux termes figurant dans le membre de droite de (3.13) soit majorée
par € > 0 arbitraire. En remplagant dans (3.13) ® par n’importe laquelle de ses
dérivées partielles & un ordre arbitraire et en utilisant (3.12), on constate que la
suite ((® * g1/x) X (p ® 0))ren- converge vers & x (p ® o) dans D(Q; x Q,K). En
développant, pour k = kg fixé, en série entiere

&S] 1 A l 1 A

xp(—X7/2k5) = g(xkgiMX 2= (3 z(AkgiMX”)’

A=0 A=0

puis en reportant ce développement dans ’expression de

611+n2 1 ni ) nz )
Gi/ko(@ =&Y —N) = —— 5y €XP ( - W(Z(%\ — &)+ Z(yu — M) ))
(2m) = 0 x=1 p=1

sous 'intégrale
/R . D(E,n) g1k (= &y —m) dEdn = [@ * g1 /1, ](2, ),
ni+ng

on constate que ® * py/, s’approche uniformément sur tout compact (pour la
convergence uniforme au sens des fonctions et de leurs dérivées partielles a un
ordre arbitraire) par une suite de fonctions polynomiales (Py, ;[®])ien. Les fonctions
Py, 1[®] x (p ® 0) appartiennent & D(Q1, K) ® D(Q2,K). On déduit de tout cela la
possibilité d’approcher ® x (p®8) dans D(£2; x g, K) par la suite de fonctions-test
(Pry 1o [P] X (p®0))koen+ appartenant toutes & D(Q21, K) @ D(Qs, K). Le lemme est
ainsi démontré. O

2. Voir I'exemple 4.2 dans le cours de Théorie de I'Intégration MHT512 [Y1].
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L’unicité qui restait a prouver pour conclure la preuve de la Proposition 3.5 résulte
immédiatement du Lemme 3.11. Cette proposition est donc ainsi prouvée. (]

Plagons nous maintenant dans un cadre géométrique, ot 1 (resp. 22) désigne un
ouvert d’une sous-varité différentiable X; (resp. X2) de dimension n; (resp. ns) de
RN (resp. RM2). Alors Xy x X, est une sous-variété différentiable de dimension
ny + ne de RM1+N2 dont Q x Q5 est un ouvert.

PROPOSITION 3.6 (définition du produit tensoriel de deux courants). Soient
Q; C X; C RN, j =1,2, comme ci-dessus. Soit ¢1 € {0,...,n1}, g2 € {0,...,na},
Ty € D'1(Q,K), Ty € D'2(Qy,K) (avec K = R ou C). Il existe un unique (q+q2)-
courant T =Ty @ Ty sur g x Qg C Xy x Xy C RMFN2 el que, pour toute (ny —q1)-
forme différentielle test ¢ dans D™~ (Qq,K), pour toute (ne — qa)-forme test 1
dans D™~%2(Qy,K), on ait

<T1 ®T27 <P®1/’> = <T13Q0> X <T271/’>7

ol p ® 1 désigne la (n1 — q1) + (ne — g2)-forme différentielle sur Qq x Qo définie
(en coordonnées locales t sur Xy et s sur Xo) par

(3.14) (P @ P)(E,5) = @(t) AY(s).

DEMONSTRATION. La preuve est calquée sur celle de la Proposition 3.5. Si
® est une (n; + n2) — (¢1 + ¢g2)-forme différentielle-test appartenant au K-espace
vectoriel D1 F12=01742(Q); x )y, K), lapplication

(3.15) € (Tz, O(z,-))

définit une forme-test de D™~ (3, K). Dans une carte locale U x V sur la sous-
variété X x Xy, il convient de remplacer @7,y dans (3.15) par sa composante
(exprimée en coordonnées locales, ¢ dans U, s dans V) :

((I)|UXV)7L1—¢11JL2—Q2 =

ni1—qi n2—q2
= > > (@uxv)rs(ts) \ dti, A N\ ds,,
1< <<y —q SN 1551 < <Jng — gy SN2 A=1 p=1

(3.16)

ott les (@ )15 sont des fonctions C* dans U x V. On définit ainsi 3

<E®B@%:@LxHGL@@»>

On vérifie que cette définition induit celle d’un (g1 +¢2)-courant sur Q3 x Qg vérifiant
la clause (3.14). L’unicité résulte du fait qu’étant donné un produit d’ouverts de
carte U x V sur Oy X Qy, DM~ (U,K) ® D"~ 22(V,K) (K-sous-espace engendré
par les ¢ @ ¢, o € DM ~1(U,K), ¢ € D"2792(V,K)) est un K-sous-espace vectoriel
dense dans le K-espace vectoriel des (n1 — ¢1) 4+ (n2 — g2)-formes différentielles ®
dans U x V qui s’expriment en coordonnées locales (¢, s) (¢ dans U, s dans V') sous
la forme (3.16). O

3. Une fois introduite une partition de 'unité (py ®1;)y,; associée au recouvrement de ouvert
Q1 X Q9 par des produits U, x V, de cartes locales respectivement sur X; et X2 et ® remplacée
par ® X > (pr ® 07).
k,l

s
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3.4. Le théoréme des noyaux

La théorie des distributions (ou des courants) ne permet pas seulement la
modélisation des phénomenes physiques, elles permet aussi celle des systémes (con-
crétement des < appareils ») agissant de maniére linéaire et (en un sens & préciser)
de maniere continue sur ces mémes phénomenes physiques. En voici un exemple,
avec le théoréme des noyauzr de Laurent Schwartz, qui nous servira de motivation
pour introduire dans la section suivante 'importante opération de convolution entre
distributions (pourvu bien sir qu’elle s’avere possible).

THEOREME 3.12 (théoréme des noyaux de Laurent Schwartz). Soit Q un ouvert
deR", K =R ouC, et L un opérateur linéaire de D(Q,K) dans D' (2, K) continu au
sens suivant : si (pr)ken est une suite de fonctions-test convergeant vers la fonction
nulle dans D(Q,K) au sens du principe de convergence des suites de la Définition
1.11, la suite (Lpk])ken est une suite d’éléments de D'(Q,K) convergeant vers la
distribution nulle dans D'(Q,K) au sens du principe de convergence des suites de
distributions (Définition 2.1). Il existe alors une unique distribution Kp sur  x
telle que,

(3'17) Ve D(Q’K)a Vi e D(Q7K)7 <‘C[QP] ) '(/}> = <K:£, ey ¢>

REMARQUE 3.13. Ce théoreme se transpose immédiatement au cadre géomé-
trique, ou €2 désigne cette fois un ouvert d’une sous-variété différentiable X de di-
mension n de RY et £ un opérateur linéaire continu de D"~ % (2, K) dans D'e (Q,K)
(0 < q1,92 < n). Il existe alors un unique (g1 + ¢a)-courant K, sur Q x Q tel que

(3.18) Vo e D" (LK), Vip € D" (Q,K), (Lg], V)= (K, p@).

DEMONSTRATION. Nous donnons uniquement ici une esquisse de preuve, les
quelques points clef en étant pour l’essentiel admis . Une fonction test ® € D(Q x
Q,K) de support compact inclus dans K x K, ou K est un compact de €, se
représente (il suffit d’adapter la fin de la preuve de la Proposition 2.2) comme la
limite dans D(£2 x ©,K) de la suite de fonctions

<(x,y) > /Q . (&) Y1y — E)bryn(y —n) d§ dn)

k>1/(dist (K,00)
Pour (z,y) € Q x Q et k > 1/ min(dist(x, 0Q), dist(y, 9Q)), on pose

Kex(z,y) = <£WJ1/1¢($ =), Y1yely — ')>~
Or la forme bilinéaire
(3.19) (¢, 9) € D (%K) x D (2, K) — (L[], 1)

est séquentiellement continue. Le théoreme de Banach-Steinhaus se transpose en
effet (on I'admet ici®) du cadre des espaces de Banach au cadre des espaces de
Fréchet : si (Tx)gen est une suite de distributions convergeant vers T' dans D’ (9, K)
(par exemple la suite (L]pg])ken convergeant vers L]p] lorsque (¢ )ken est une suite
de D(Q,K) convergeant vers ¢) et si (x)ken est une suite d’éléments de D(Q2, K)
convergeant vers 9, la suite (Tj (¢))ren (ici par exemple ((L[pr], ¥k ))ren) converge

4. Pour une preuve complete du théoreme de noyaux, qui valut la médaille Fields & Laurent
Schwartz en 1950, voir par exemple [Horm)], section 5.2.
5. La Proposition 2.1 en était déja un premier indice.
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vers T' () (ici (L[g],1)). Le critere quantitatif (1.14) de la Proposition 1.2 implique
alors pour tout k > 1/dist(K,09Q), on a

sup  |Kex(z,y)| < C(K) k~PE)
(z,y)EKXK

pour une certaine constante positive C(K) et un certain entier positif p(K) > 2n.
La fonction K, est donc localement intégrable (car bornée) sur K x K (pourvu
que k > 1/dist(K,09), i.e que cette fonction soit bien définie sur K x K). On
peut donc considérer la suite (ICz k) r>>1 comme une suite de distributions-fonction
dans  x €, en convenant du fait qu’il faille, étant donné un ouvert €)' arbitraire
relativement compact dans ©, choisir k& > k(Q') = dist(€’,92) pour que la suite
des restrictions ((ICr k)| )k>k(or) s0it bien définie.

On vérifie aisément (en approchant les intégrales par des sommes de Riemann) que,
si p et 1 sont deux éléments de D(2,K), on a

(Keg, p@9) = </3[<P* Y1kl ¥ *1/)1/k>-

D’apres la continuité de la forme bilinéaire (3.19) et le résultat de régularisation
mentionné en fin de la preuve de la Proposition 2.2, on a

(3.20) Jim (K, ¢ @) = (Ll ¥).

L’existence de K, satisfaisant (3.17) résulte alors du fait que, pour tout compact
K CC Q, pour toute fonction test ® € Dy i (Q x 2,K), la suite

(<’CL’J€ ) (I)>)k>1/dist(K,aﬂ)

est une suite de Cauchy, donc convergente, dans le corps complet K. Nous admet-
trons ici ce résultat (¢f. [Horm)], Section 5.2, pour les détails de ce point technique).
Il résulte alors de la Proposition 2.1 que la suite (K¢ k)r>>1 converge au sens des
distributions vers une distribution £z € D'(2 x Q,K). La distribution K, ainsi
construite se plie d’apres (3.20) a la clause (3.17). L’unicité d’une telle distribution
K¢ satisfaisant (3.17) résulte du Lemme 3.11. O

3.5. Convolution de deux distributions dans R" ou (S!)»

Le concept de < boite noire > désigne en ingénierie un appareil (ou un ensemble
d’appareils résultant par exemple de montages en série ou en parallele) agissant de
maniere linéaire sur les entrées et dont les parametres soient assujettis a rester
immuables (soit dans le temps, si I'on se place en dimension 1, soit dans I’espace si
Pon se place en dimension supérieure). Par exemple, une cellule électrique (comme
un circuit RC ou RLC®, un montage en série de cellules électriques, un systéeme
mécanique (montages avec résistances, ressorts, ...), sont des modeles de boites
noires. En revanche, un instrument de musique, ’orgue constitué du conduit vocal
d’un individu, etc., n’en sont pas car les parametres sont ici appelés a se déformer au
cours du temps. Outre la linéarité et 'invariance des parametres par translation, on
ajoute comme exigence le fait que ’appareil réponde de maniére < continue »(en un
sens & préciser) aux entrées qu’on lui soumet. On comprend aisément I'importance
de tels modeles dans le domaine de 'ingénierie ou de la modélisation mathématique.

6. Résistance-Condensateur, Résistance-Bobine-Condensateur.
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Vu les exigences de linéarité et de continuité, il est naturel de modéliser le concept
de boite noire du point de vue mathématique comme un opérateur linéaire L
D(R™,K) — D'(R™,K) continu au sens olt on I'entend dans 1’énoncé du Théoréme
3.12. D’apres ce théoreme, cet opérateur L se représente par un noyau-distribution
K. et Vinvariance par translation (z.e le fait que les parametres de 'appareil puissent
étre considérés immuables dans le temps ou 'espace) se traduit par la condition

Vo, € DR™K), YueR",

(3:21)  (Llelly —u), ¥(y) = (Ke(z,y —u), () @(y)) = (Llp(- — )], ¥)
= (Ke(z +u,y), o(2) @ P(y)).

On a alors (du fait du Lemme 3.11) :

(3.22) VueR" Ke(z,y —u) =Kelz +u,y)

(au sens des distributions sur R” x R™). En différentiant cette identité (3.22) entre
distributions par rapport aux variables réelles u;, j = 1,...,n, il vient
0 0
—+—)IC =0, j=1,..n,
(81‘] 8y3 [ ﬁ] y J PRERRE
au sens des distributions sur R” x R™. Ceci se traduit formellement par le fait qu’il
existe une distribution h, € D'(R",K) telle que

Ke(z,y) = he(z —y).

Il en résulte que l'action de £ se trouve modélisée sous la forme

(3.23) Vo, € DR™,K), (L[g], ¥) = (he(z) @ 0(y), (T +y)).

En termes d’ingénierie, on écrira la relation (3.23) formellement sous la forme
< abrégée > :

(320 L) = [

he(y — @) () da,

Rd

forme ou 'on reconnait I'opération mathématique de convolution déja rencontrée
dans le cadre des fonctions ou des suites (suivant que l'on adopte le point de
vue continu ou le point de vue discret), cf. le chapitre 4 du cours de Théorie de
I'Intégration [Y1], et notée alors, au lieu de (3.24), L[¢] = hz *¢. Ceci nous conduit
naturellement a l'introduction d’une opération entre distributions, la convolution.
Toute boite noire £ agira donc, comme on vient de le voir, comme un opérateur de
convolution par une certaine distribution h,.

La convolution est une opération intimement liée a une structure algébrique de
groupe commutatif. Ceci nous privera de définir en général cette opération comme
une opération interne de D’(£2, K) lorsque 2 sera un ouvert quelconque de R™ ou un
ouvert quelconque d'une sous-variété de dimension n de RY (il n’y a en général pas
de structure de groupe commutatif sur !). Nous nous placerons donc uniquement
dans deux cas importants (au niveau des applications pratiques) :

(1) le cas (le plus important) £ = R™ (avec sa structure de groupe additif
usuel), qui sera celui de la convolution usuelle;

(2) lecas Q =St x St-.. x St C (R?)", o1 St est le cercle unité dans R™ (avec
sa structure de groupe multiplicatif usuel), qui sera celui de la convolution
périodique.
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DEFINITION 3.14 (convolution usuelle de deux distributions sur R™). Soient
S et T deux distributions sur R™, a valeurs dans le corps K = R ou C. Les deux
distributions S et T sont dites convolables si elles vérifient la condition des supports :

(3.25) VK cCcR"®, K= {(:c,y) € SuppS X SuppT; z+vy € K} cc R,

Lorsque la condition des supports (3.25) est remplie, on définit une distribution sur
R™ (& valeurs dans K), appelée convolée des distributions S et T et notée S * T,
par :

(3.26)
VK CCR", Ve Dg(R"K),

(S+T,¢) = (S(@) 8 T(y), pla+1)) = (S@) & T(W), pg(@,y)e(x+)),

ot pz € D(R™,[0,1]) désigne une fonction plateau arbitraire identiquement égale
a 1 au voisinage du compact K associé a K wvia la condition des supports (3.25).

REMARQUE 3.15 (commutativité de la convolution). Si S et T sont convolables,
il en est de méme (par symétrie de (3.25)) de T'et S et 'on a T+S = S*T', autrement
dit 'opération de convolution entre distributions sur R™ est, pourvu qu’elle s’avere
possible, une opération commutative.

Comme St x --- x S est un compact dans (R?)", la définition de I'opération de
convolution entre deux distributions S et T de D’((S')", K) est en revanche toujours
possible (la condition des supports (3.25) est alors irrelevante du fait de la compacité
de (S')") et on a la :

DEFINITION 3.16 (convolution de deux distributions périodiques). Soient S et
T deux distributions sur St x --- x S (n fois), & valeurs dans K = R ou C. On
appelle convolée périodique de S et T et on note S #per T' la distribution sur (S!)",
a valeurs dans K, qui, a toute fonction

© (917 ,Qn) eR"” — ()0(91, ,9n) ek
C> et 2r-périodique par rapport a 61, ...,0, 7, associe

(327) (ST, 9} 1= 5o (S, ™) @ T(E%, . e), (64 0')).

1
(Qﬂ)n
La condition des supports (3.25) dans la Définition 3.14 (pour deux distributions
S et T de D'(R™,K)) est remplie dans deux cas importants.

PROPOSITION 3.7 (convolabitité de deux distributions sur R™ dont I'une au
moins est & support compact). Si S et T sont deux éléments de D'(R",K) telles
qu’auw moins l'une des deux distributions S ou T soit ¢ support compact (Supp S CC
R”™ ou SuppT CC R"). Les deux distributions S et T sont alors convolables.

DEMONSTRATION. Supposons par exemple SuppT CcC R™. Si K cC R", on a
((x,y) € Supp S X SuppT & (z +y € K))

— ((z € Supp SN (K—SuppT)) & (ye SuppT)),

7. Donc considérée comme une fonction C* de (S')™ dans K wvia la correspondance naturelle
€% «+ (# mod 27) entre le cercle unité S' de R? et le groupe quotient R/(27Z).
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ot K—Supp T est le compact image du compact K xSupp T (ce produit est compact
car produit de deux compacts) par application continue (z,y) — x—y. L’ensemble

K défini par (3.25) est donc compact comme produit de deux compacts. Les deux
distributions S et T" sont donc convolables. O

PROPOSITION 3.8 (convolabilité de deux distributions sur R & capacité de
mémoire finie). Soit S et T deux distributions sur R, a valeurs dans K = R ou
C, telles qu’il existe M € [0, 00| avec

Supp S U SuppT C [-M, 00|

(les deuz distributions S et T sont dites a capacité de mémoire finie ). Les deux
distributions S et T sont convolables.

DEMONSTRATION. Le fait que la condition (3.25) soit vérifiée résulte du fait
que, si K CC R, I’ensemble

{(x,y) eR*;24+ye K, 2> M, y>—M}

est un compact de R?; comme K est un fermé de R? inclus dans ce compact, K
est un compact de R?. La condition (3.25) est donc remplie dans ce cas et les
distributions S et T" sont convolables. O

EXEMPLE 3.17 (convolution avec une distribution & support ponctuel). Si T
est un élément de D'(R",K) et
0 0
83:1 axn
est une distribution sur R”, & valeurs dans K, et de support 'origine {(0,...,0)} (cf.

la Proposition 3.4), les distributions S et T" sont convolables d’apres la Proposition
3.7et on a

5 — p( )[50] P e K[Xy, ... X,],

P(ail ain>[5°]*T P(ail "%NT]'

EXEMPLE 3.18 (convolution d’une distribution fonction C'* et d’une distribu-
tion & support compact). Soit 7' = f une fonction C* et S une distribution &
support compact dans R™. Les deux distributions S et f sont convolables d’apres
la Proposition 3.7 et la convolée S * f est la fonction de classe C'°°° sur R™ :

y € R" +— (S(x), p(z) f(z —v)),

ou p € D(R™,[0,1]) est une fonction-plateau arbitraire identiquement égale & 1 au
voisinage de Supp S. On a en effet, pour ¢ € D(R",K), en utilisant I'invariance par
translation de la mesure de Lebesgue, puis la continuité de S de D(R™, K) dans K,

(S f, ) <()®f () p(z +y))
/f —z) )dy>

/n <S(x) o) flz— y)> o(y) dy.

(3.28)

Lorsque S et T sont deux distributions fonction sur R", il n’y a a priori aucune
raison pour laquelle les distributions S et T" soient convolables. Néanmoins, on sait
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depuis le cours de Théorie de I'Intégration (ce sont les inégalités de Young, voir
[Y1], Théoreme 4.2) que si p, g, sont trois éléments de [1, o] tels que

1 1 1

— _|_ — ]_ + -

P q r
(lexistence de r, lorsque p € [1,00] et ¢ € [1,00] sont donnés, est assurées des que
1<1/p+1/qg <2)etsife LER"BR"),dzx), g € LE(R", B(R"),dz), alors,
lorsque f et g sont des représentants mesurables respectivement de f et ¢ a valeurs
dans le corps K, la fonction mesurable

y = flz—y)g(y)
est intégrable pour dx-presque tout = et que la fonction dz-presque partout définie

f*xg iz eR"+— IRnf(fﬂ*:t,/)g(y)dy

représente un élément de L (R™, B(R™), dz) noté fx g, avec

(3.29) 1 gl < 0LF 1y < 191l -

Nous traduisons ceci en termes de distributions avec la proposition suivante :

PROPOSITION 3.9 (convolution des distributions fonction). Soient p,q € [1, 0]
avec 1 < 1/p+1/q < 2. Soit (K;)i>0 une suite de compacts emboités en crois-
sant et erhaustant R™. Si f € LE(R™,B(R"),dz) et g € LL(R™ B(R"),dx), les
distributions-fonction f et g xk, sont convolables pour tout . De plus, pour tout
I € N, la distribution f * gxi, est la distribution-fonction associée a f* IXK,
élément de L™ (R™, B(R™),dz), ot 1/r =1/p+1/q — 1. Enfin, la suite de distribu-
tions (f * gxk,)ien converge dans D'(R™,K) vers la distribution-fonction associée
o f % g, élément de Ly (R™, B(R™),dx) d’aprés Uinégalité de Young (3.29).

Toute distribution 7" sur R™ est convolable avec la distribution a support compact
d(0,...,0) €t P'on a toujours T'x 6 = § x T =T, ce qui traduit le fait que 7" joue le role
d’élément neutre pour 'opération de convolution.

Il faut prendre garde au fait que lorsque l'on itere, si cela s’avere possible, les
opérations de convolution, la regle d’associativité se révele en défaut. Nous en don-
nons ici deux exemples :

EXEMPLE 3.19 (non associativité du produit de convolution ; un premier exem-
ple). Les distributions [1] (distribution-fonction correspondant a la fonction presque
partout constante égale & 1) et D[§] = &’ sont des éléments de D'(R,R) puisque
§’ est & support compact. D’apres lexemple (3.17), on a [1] x §'= [1] * D[§] =
D[[1] %] = D[1] = 0. On a donc ([1] *¢') *x H = [0] * H = [0] (distribution fonction
correspondant & la fonction nulle presque partout). Or &' * H = D[§]« H = H' = §
d’aprés l'exemple 3.17. On remarque donc que ([1] x ¢') «x H = [0] x H = [0] #
[1]% (&'« H)=[1]« D[H] =[1] * 6 = [1].

EXEMPLE 3.20 (non associativité du produit de convolution : un second exem-
ple). Soit Ty = P[§] = P(D)* 6 € D(R,C) (avec P € C[X], ¢f. (3.28)). Si 'on
décompose 1/P(X) en éléments simples

1 G j
(3:30) P = 22 (X )
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(les o, j = 1,...,m, étant les racines de P et les v; leurs multiplicités) et que 'on
note

m Vj
(331) TQ = Z Z’leLaj’l

j=11=1
(voir (2.32)), on remarque (Proposition 2.7, (2.33)) que T} * To = P(D)[d] * S = 0.
Quelque soit la distribution 7', on peut donc définir (77 *T5) * T = d * T = T. Mais
en général Ty n’est pas convolable avec T et 'on voit donc que (71 * To) * T’ peut
parfaitement étre définie (suivant cette régle) sans que Ty * (T x T') n’ait de sens!

3.6. Les algebres de convolution £'(R",K) et D/, (K)

Il est toutefois deux situations ou les pathologies décrites dans les exemples
3.19 et 3.20 n’ont plus cours : le cadre des distributions a support compact dans
R™ et celui des distributions causales sur R.

PROPOSITION 3.10 (algebre des distributions & support compact dans R™). Si
K =R ou C, le K-espace vectoriel des distributions a support compact dans R"™,
noté &' (R™, K) est équipé avec sa structure de K-espace vectoriel et ['opération com-
mutative de convolution d’une structure de K-algébre commutative unitaire conte-
nant comme sous-algébre 'algébre K(0/0x1, ...,0/0xy,) isomorphe a lalgébre des
polyndomes K[ X7, ..., X,,]. L’élément neutre de cette K-algébre est la mesure de Di-
rac d(o,...,0)-

DEMONSTRATION. Elle est immédiate : un point important est de remarquer
que si Ty, Ty, T3 sont trois distributions sur R™ dont au moins deux sont a support
compact, la regle d’associativité du produit de convolution est satisfaite, i.e on a
(Ty % To) * T5 = Ty % (Tp + T3). Ceci est une conséquence de la définition du produit
de convolution des distributions (lorsque les distributions sont convolables, ce qui
est le cas ici) au travers du produit tensoriel (qui, lui, est bien associatif). (]

REMARQUE 3.21. Avec cette importante Proposition 3.10, le cadre algébrique
de Dalgebre K[X] se trouve étendu & un cadre transcendant cette fois, mais plus
large, a savoir £'(R",K). Cette extension trouvera de nombreuses applications, y
compris dans I’étude de problémes relevant de la géométrie algébrique et de I’algebre
commutative. On dispose en effet avec £'(R™,K) d’un cadre moins rigide que le
cadre algébrique tout en lenglobant (on y retrouve cette fois la < souplesse » de
Panalyse), cadre tout a fait adapté au maniement des concepts algébriques (en
contribuant & en gommer la < rigidité »).

PROPOSITION 3.11 (algebre des distributions causales sur R). SiK =R ouC, le
K-espace vectoriel des distributions sur R, a valeurs dans K et de support dans [0, oo
(dites distributions causales), noté D', (K), est équipé avec sa structure de K-espace
vectoriel et l'opération commutative de convolution d’une structure de K-algebre
commutative unitaire (d’élément neutre §) dans laquelle toutes les distributions
P(D)[6] sont inversibles. Cette K-algébre D', (K) contient donc, avec la sous-algébre
des distributions R(D)[8] = (P(D)[8]) 7' [Q(D)[d]] si R(X) = P(X)/Q(X) € K(X),
une sous-algébre isomorphe d K(X).

DEMONSTRATION. L’associativité du produit de convolution entre éléments de

D', (K) résulte de I'associativité du produit tensoriel. Le fait que P(D)[d] ait un
inverse a été démontré a 'occasion de ’exemple 3.20 et repose sur la décomposition
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(3.30) de la fraction rationnelle 1/P en éléments simples. L’inverse (P(D)[6])~! est
alors donné par (3.31). O



CHAPITRE 4

Distributions et transformation de Fourier

4.1. L’espace S(R",K) (K =R ou C) et les distributions tempérées

4.1.1. Rappels sur la transformation de Fourier. La transformation de
Fourier joue un role fondamental tant dans ’analyse des phénomeénes physiques (elle
est matérialisée optiquement par le mécanisme de diffraction) que dans le traitement
opérationnel des transformations (telles I'action par convolution) agissant sur ces
mémes phénomenes physiques ; c’est, dans ce second role, le fait que I’exponentielle
réalise un homomorphisme i6 — exp(—if)) de (iR, +) dans (S', x) qui ici joue un
role clef.

La difficulté majeure soulevée par la transformation de Fourier se trouve concrétisée
par le principe d’incertitude de Heisenberg : cette transformation ne respecte pas
la localisation des objets; au contraire, comme le met en évidence l'incarnation
de cette transformation en optique (diffraction au travers d’une lentille), ce qui
est localisé se trouve étre apres transformation de Fourier diffus?!, tandis que ce
qui se trouve étre diffus se retrouve, apres transformation de Fourier, parfaitement
localisé 2.

On rappelle (voir le cours de MHT613 [Y2]) que la transformation de Fourier
f — F réalise (& un facteur pres) une isométrie entre 'espace LZ(R”, B(R™),dx)
(correspondant du point de vue physique au R-espace vectoriel des phénomenes
physiques d’énergie finie dans le monde spatial ou temporel R7, I’énergie de f étant
par définition || f||3 := [g. [f(2)]? dz) et le C-espace LZ(RZ, B(R™),dw) qui en est
son doublon (R7, étant I'univers des fréquences, on y reviendra). On a

(4.1)

vV f e LA(R", B(R™),dz), | = lim {w — Fz)e @) gy |,

N—+oc0 _ n
L2(R™ B(R"),dw) [=N.N]

la transformation inverse étant I’application

(4.2)

1
9 € L¢(R", B(R"), dw), +—

(2m)

3

lim [a: — / g(w)e @) dw]
N—+oc0 n
L%(Rn,@(ﬁ&n),dw) [=N.N]

1. Penser par exemple a une étoile et & son spectre, aprés passage du rayonnement au travers
de la lentille du télescope.

2. Penser aux signaux acoustiques oscillants dans I’espace temporel transformés en combinai-
sons de mesures de Dirac dans le champ fréquentiel.

55



56 4. DISTRIBUTIONS ET TRANSFORMATION DE FOURIER

Le fait que cette transformation soit une isométrie (& la constantemultiplicative
(2m)™/2 pres) matérialise par la relation

V fi, f2 € LE(R™, B(R™), dx), (f1,f2) = | fifzda
(4.3) e

= Gl = G [ Bl

La transformation de Fourier ne préserve pas le C-espace vectoriel D(R™, C), comme
ceci se voit par exemple lorsque n = 1. Si ¢ € D(R, C), la fonction

; 2 (—i)* £ t* dt
® :z2eCw— (p(t)efzztdtzz( Z) fR¢( ) Zk
R k=0 k!

est une fonction entiére se pliant donc (voir le cours de MT734 [Charp]) au principe
des zéros isolés ; si I’on suppose

/Rap(t)dt>0

(par exemple ¢ > 0 et ¢ = 1 au voisinage de l'origine, ce qui est possible si ¢
est une fonction plateau subordonnée a un voisinage compact K de l'origine), la
fonction @, non nulle en w = 0, n’est pas identiquement nulle. Comme @ est un
représentant (continu, en fait C*°) de @ (élément de LZ(R, B(R),dw)), et qu’il est
impossible (d’aprés le principe des zéros isolés) que @ soit identiquement nulle sur
R\ [~ R, R] pour un certain R > 0, la fonction @, considérée ici comme un élément
de LZ(R, B(R), dw) ne saurait avoir de représentant dans D(R,C).

La seule chose que ’on puisse assurer est la rapide décroissance vers 0 de toutes les
dérivées partielles de la transformée d’une fonction-test. Nous allons préciser cette
notion dans la section suivante.

4.1.2. L’espace des fonctions a décroissance rapide ainsi que toutes
leurs dérivées. Ici K = R ou K = C, mais nous nous proposons surtout ici
de construire un K-espace vectoriel qui contienne, lorsque K = C, a la fois le C-
espace des fonctions-test D(R™, C) et son image par transformation de Fourier. En
restant pour l'instant dans le cas général K = R ou K = C, nous introduisons
sur le K-espace des fonctions C* de R™ dans K une famille d’applications NV,
C*(R™",K) — [0,00] satisfaisant aux axiomes de norme, hormis le fait qu’elles
puissent prendre la valeur +oo.

DEFINITION 4.1 (Pespace S(R™,K)). Pour ¢ € C*°(R",K) et p € N, on pose

gt tin

@t M= s s | el (g ) @) |
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On note® S(R™, K) le K-espace vectoriel des fonctions O sur R telles que 'on ait
N,(p) < 400 pour tout p € N.

REMARQUE 4.2. Le K-espace vectoriel S(R",K) contient D(R",K) et n’est
donc pas réduit a 0.

Pour tout p > 0, pour tout ¢ € S(R",K), on a Nyo(p) = [|¢llec < Np(p) < +00.
Ceci implique que

¢ € S(R™,K) = Ny(p)
définit une norme sur le K-espace vectoriel S(R", K). Ce K-espace peut étre muni
d’une distance, définie par

o0

1.

dip,w) = o5 inf(Np (0 =), 1).
p=0

Muni de cette distance, le K-espace S(R™, K) est ainsi muni d’une topologie d’espace

métrisable. Comme il s’agit d’'une topologie d’espace métrisable, cette topologie

peut étre définie par un principe de convergence des suites : une suite (¢g)r>0

tend vers 0 dans S(R™,K) si et seulement si, pour tout p € N, klim Ny(pr) = 0.
—+0o0

D’autres distances sur S(R™, K) définissent la méme topologie, par exemple

7 _ 1 Np(e—v)

Un systeme fondamental de voisinages ouverts de la fonction nulle dans S(R™, K)
est donné par

(4.5) W(0) = {{@ € S(R™,K) ; N,(¢) < e}, peN, € > o}.

Le K-espace vectoriel D(R™, K) est dense dans S(R™,K) équipé de cette topolo-
gie métrisable. Il suffit en effet de remarquer que si p € D(R",[0,1]) désigne une
fonction-plateau identiquement égale a4 1 au voisinage de Bgn(0,1) et de support
inclus dans Bgn(0,2), alors, pour un élément quelconque ¢ € S(R",K), la suite
(Pr)k>1, olt
er(x) = p(x) x p(x/k)

converge vers ¢ au sens de la topologie de S(R™,K) : il suffit en effet de calculer
les dérivées successives de ¢ x (1 — p(-/k)) en invoquant la régle de Leibniz et
d’utiliser le fait que ’action de tout opérateur différentiel d’ordre ¢ > 0 portant sur
x — p(x/k) fait apparaitre un facteur 1/k9 assurant la convergence uniforme vers
0 de toutes les suites du type

(2ol DHo—ul) o A LEN,

ce qui montre lim Np(¢ — ¢x) = 0 pour tout p € N.
k—+oco

3. Cette notation a été introduite par Laurent Schwartz. Comme il I’affirme lui-méme, il ne
s’agissait pas de conforter son ego. Le qualificatif S vaut en fait pour < sphérique >. Nous verrons
en effet plus loin (c’etait précisément une remarque de L. Schwartz, voir [Sch]) que les éléments
du dual de cet espace (que l'on appellera distributions tempérées) sont les distributions sur R™
qui, une fois remontées sur la sphére unité S” de R™*! par projection stéréographique inverse
depuis le pole Nord, se prolongent en des distributions sur cette sphére (sous variété compacte de
dimension n de R*t1).
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On a aussi I'importante proposition suivante.

PROPOSITION 4.1 (complétude de S(R™, K)). Le K-espace vectoriel topologique
S(R™ K) est complet pour toute métrique définissant sa topologie.

DEMONSTRATION. Comme

N(f)= Y. sup
ltetl, <p TER"

( olit+tin
oxlt - dxly

)el@)|

pour tout p € N, toute suite de Cauchy (px)r>0 dans S(R™, K) est nécessairement
de Cauchy dans tous les espaces CP(R™, K), CP(R"™, K) désignant 1’espace vectoriel
des fonctions ¢ de classe CP sur R”, telles que

( 811+~.+lnln>[¢](x)‘ — 1o ® < oo,

sup || ————
ozl ... ozl

L4t <pTER"

équipé précisément de la norme || ||<(£). Or le K-espace normé (C?(R™,K), || ||5,) est
un espace de Banach (on laisse ce point en principe connu en exercice). Pour chaque
p € N, la suite (pg)r>0 converge donc dans CP(R",K) (pour la norme || ||££>)) vers
un élément ¢!, Toutes ces fonctions ¢?! se recollent bien siir en une fonction ¢ de
classe C'*°. Soit € > 0. On a, pour p € N fixé,

(4.6) Vk,1 > M(e,p), Np(pr — 1) <e

Si T'on fixe k et que 1'on laisse courir [ vers +o0o dans (4.6) (on raisonne & x € R"
fixé, puis on prend le sup pour tout z), on constate que ¢ € S(R™,K) et que

Vk > M(e,p), Nplpr —¢) <e.

La suite (¢g)r>0 converge donc vers ¢ dans S(R™,K) car limg_,4 o0 Np(pr —¢) =0
pour tout p € N. Le K-espace S(R", K) est donc bien complet. O

On prend maintenant plus spécifiquement K = C. Sur cet espace S(R", C), la trans-
formation de Fourier agit de maniere que ’on pouvait souhaiter. Notons que c’est
en pensant a faire agir cette transformation de Fourier (qui est une transformation
de nature complexe et non réelle) que nous nous sommes cantonnés & n’introduire
ici que le C-espace vectoriel S(R™, C) et non le R-espace vectoriel S(R™,R), ce que
nous avions fait jusque la (et reprendrons, apres cet intermede complexe, dans la
sous-section suivante).

PROPOSITION 4.2 (transformation de Fourier et fonctions éléments de S(R™, C)).
La transformation de Fourier restreinte & S(R™,C) (considéré comme un sous-
espace de LE(R™, B(R™),dz) N LA(R", B(R"),dx)) définit un isomorphisme bicon-
tinu de S(R?,C) dans S(R",C)*. Cette transformation agit ainsi :
(4.7) peSRL,C) — [@ cweR] — o(z) e~ o) daz]
R’n

4. C’est volontairement que nous avons distingué ici les deux copies de R" qu’échange la
transformation de Fourier : le monde temporel (ou spatial si n > 1) R? et le monde fréquentiel
R7, jouant le role d’univers dual du premier. La réalisation optique de la transformation de Fourier
via le mécanisme optique de diffraction au travers d’une lentille rend compte de cette dualité.
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Cette transformation réalise une isométrie en termes de normes L? (i.e. en termes
d’énergie), plus précisément

(4.8) / Is(2)|? do = @ /R 18(w)|? dw.

On a de plus les relations

(M) [Pl = (ﬁ(i%‘)” ¢) (W), YweR,
(4.9) T ]n o
(W [‘P]) [w] = (H(zwj) J) Pw), VweR",

pour toute fonction ¢ € S(R™,C). La transformation de Fourier inverse est l’appli-
cation

n —1 . n 1 i{x,w
(4.10) e SRY,C) — {]—' [¢] 12 €RY — @ /n o(w) el >dw}

DEMONSTRATION. Les éléments de S(R™, C) sont les fonctions intégrables et
leur transformée de Fourier se calcule comme la transformée de Fourier d’une
fonction intégrable, c’est & dire suivant (4.7). C’est le théoreme de Lebesgue de
dérivation des intégrales a parametres qui permet d’assurer la validité de la premiere
des deux batteries de formules (4.9). La seconde de ces deux batteries de formules
s’obtient via des intégrations par parties itérées suivant les variables. La formule 4.8
résulte du fait que S(R",C) est un C-sous-espace vectoriel de LL(R", B(R™), dz) N
LZ(R™, B(R™),dx), couplé avec le fait que la transformation de Fourier réalise une
isométrie entre LZ(R?,B(R"),dz) et LA(R",B(R™),dw) (voir [Y2], Proposition
2.11), au coefficient multiplicatif (27)™/? prés.

Les formules (4.9) assurent que si (I1,...,1n) et (I1,...,1])) sont deux multi-indices,
on a, pour tout w € R™, en notant pour simplifier

n n alj e
|w|* = H w7, Dt = (H 7#)’ (—iz)t = H(_mj)ll’
i ox? i=1

Wl DY@l = ol [(<ia) ()|
= |[F[D=in) ]| ()|
/n DL[(—ix)! ] (x)‘dx

< sup[ (14 lal)) ™ [ PH-i) ) (@)]] ¢

dx
4.11 X —— < 0.
(4-11) / @+ )yt =

Il en résulte que la transformation de Fourier préserve globalement le C-espace vec-
toriel S(R™, C). On constate aussi que les inégalités (4.11) que l'on vient d’établir as-
surent que la transformation de Fourier réalise une application continue de S(R", C)
dans lui-méme. En particulier, la transformée de Fourier d’un élément de S(R", C)
est, comme I’élément lui-méme, une fonction continue et intégrable sur R. On est

IN
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dans dans les conditions d’application de la formule d’inversion de Fourier ([Y2],
Théoréme 2.4). La transformation (4.10) se traite exactement comme la transfoma-
tion de Fourier (on a juste changé dans le facteur exponentiel sous l'intégrale —i en
—i et multiplié par le facteur (27)~™) et réalise un opérateur continu de S(R™,C)
dans lui-méme qui, d’apres précisément la formule d’inversion, réalise bien l'inverse
de la transformation de Fourier. O

La proposition 4.2 offre un moyen intéressant de < quantifier > le principe d’incer-
titude d’Heisenberg (c’est la un joli exercice, bien pour une illustration de legon
d’Agrégation par exemple). Si p € S(R,C) est normalisée de maniére & ce que

/|g0 |2dtf1

le produit des moments d’inertie par rapport a l'origine des distributions corres-
pondant & ¢ et & son spectre® est minoré par la constante absolue 7/2, i.e

(4.12) LR 2 ae [ 15)R of do >

Pour le voir, il suffit d’'une part d’intégrer par parties
JNCORE
—-N

Re(/_lj\; to(t)F () dt) = %{tlsﬂ(t)lﬂiv - %

et de faire tendre N vers +00, ce qui donne

Re(/” to(t)e! (t) dt) = —%

—Uu

NS

2

compte tenu des hypotheéses (¢ est dans S(R, C) et d’énergie 1), d’autre part d’ap-
pliquer I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour majorer

’Re(/utcp() ) dt)’z

1 ~
(413) < el x 5 [ 1w 1P do
T JRr

(on utilise la Proposition 4.2 pour passer a la derniére inégalité). On peut remarquer
au passage que I’égalité dans (4.12) n’a lieu que si 'on a égalité dans I'inégalité de
Cauchy-Schwarz utilisée en (4.13), c’est-a-dire quand ¢’ et ty sont proportionnelles,
ce qui correspond au fait que ¢ soit une gaussienne (I’équation différentielle du
premier ordre y'(t) = At y(t) est immédiate a résoudre).

IA

lEll3 x [l'[13

4.1.3. Le K-espace des distributions tempérées a valeurs réelles ou
complexes.

DEFINITION 4.3 (distribution tempérée). Les éléments du K-dual topologique
du K-espace métrisable S(R™, K), noté §’'(R™, K), sont appelées distributions tempé-
rées a valeurs dans K (K =R ou K= C).

Clairement D(R™, K) C S(R™,K) et I'injection
¢ : D(R",K) — S(R",K)

est une application continue : si en effet une suite de fonctions test (¢r)r>0 converge
vers ¢ € D(R™,K) au sens du principe de convergence des suites de la Définition

5. C’est le terme physique pour qualifier ce qui pour nous est la transformée de Fourier.
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1.11, cette suite d’éléments, considérée cette fois, ainsi que sa limite, comme une
suite d’éléments de S(R™, K), converge vers ¢ dans S(R™, K). Il en résulte que la res-
triction d’une distribution tempérée & D(R™,K) définit un élément de D’(R™, K).
Par contre, toutes les distributions a valeurs complexes sur R™ ne peuvent étre
considérées comme les restrictions & D(R™,K) de distributions tempérées. La Pro-
position 4.3 clarifiera précisément cet état de fait.

Le K-espace vectoriel S'(R™,K) est équipé naturellement d’une topologie, dite
faible. On se contentera d’y énoncer (ce qui suffira & nos besoins) un principe de
convergence des suites. Pour étre en phase avec le fait que ’on souhaite considérer le
K-espace topologique §’(R", K) comme un sous-espace de D'(R",K), il est naturel
que ce principe de convergence des suites soit cohérent avec celui que ’on a introduit
pour les suites de distributions dans la Définition 2.1. Une suite (T%)x>0 d’éléments
de §'(R™,K) converge donc vers un élément T' € S'(R",K) si et seulement si
k— oo

PROPOSITION 4.3 (deux caractérisations des distributions tempérées). Une dis-
tribution T € D(R™,K) est tempérée (i.e. peut étre considérée comme la restriction
& D(R™,K) d’une distribution tempérée) si et seulement si l'une des propriétés
suivantes (équivalentes) est satisfaite :

(1) Il existe un entier p € N et une constante C' > 0 telles que
(4.15) (T, )| < CNp(p) Vo eDRY,K);

(2) la distribution T sur S™\ {(0,...,0,1)} C R"*! déduite de T par projection
stéréographique inverse (depuis le pdle Nord (0, ..,0,1)) se prolonge en une
distribution sur S™ (considérée comme sous-variété compacte de dimension
n de R"1) 4 valeurs dans K.

DEMONSTRATION. Prouvons d’abord 1’équivalence avec le premier point. Les
éléments du dual topologique du K-espace vectoriel métrisable S(R™,K) sont les
applications linéaires T de S (R™,K) qui sont continues en ¢ = 0, i.e telle que
I’image reciproque de la boule unité ouverte du corps K contienne un élément du
systeme fondamental (4.5). Ceci signifie donc qu'il existe p € N et € > 0 tel que

Vo € S(R",K), (Np(<p) < e) — (T, )] < 1.

Ceci équivaut a dire qu’il existe une constante positive C = 1/e telle que la condition
(4.15) soit remplie pour tout élément de S(R™,K), donc en particulier pour tout
fonction-test p € D(R™,K). Si une distribution 7 est tempérée, elle se prolonge
comme un tel 7' en une forme linaire continue sur S(R™,K) et T = ﬁD(Rn,K)
satisfait donc (4.15). Réciproquement, si T vérifie (4.15), on peut prolonger T &
S(R™,K) de la maniére suivante : on approche dans S(R™,K) (ce qui est possible)
un élément quelconque ¢ de S(R”,K) par une suite de fonctions-test (¢r)r>0; la
suite de scalaires ((T, ¢r))r>0 est de Cauchy dans K car

(T, ox) — (T, o1)] < C Ny(pr — 1)

6. La premiere constitue un critére quantitatif bien utile. La seconde fournit I’explication de
la notation S pour < sphérique > et non, comme on le pense souvent, pour < Schwartz >.
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et converge vers une limite [ dans K, laquelle limite ne dépend que de ¢ et non de

la suite d’approche (¢r)r>0. En posant (T, ) = [ = I(p), on prolonge bien T en
une forme linéaire continue sur S(R™, K).

Prouvons maintenant ’équivalence avec le second item. La projection stéréographique
depuis le pdle Nord ((0, ...,0,1)) sur le plan 2,41 = 0 induit (d’apres le théoreme
de Thales) la correspondance

X X
(X1s ooy X t) € S\ {(0,...,0,1)} 4 (1 3 _”t) € R".
On vérifie que la transformation inverse est
(4.16)
2, 20, |l —1

(1, .y tp) €ER® — (

) e s\ {(0,...,0,1)}.

Dire qu'une distribution 7" sur R™ se prolonge, une fois <« remontée > sur la sphere
S™ wia la transformation (4.16), en une distribution sur cette sphere (pole Nord cette

L 777 4 Q] )2 + 1

fois inclus) revient a dire qu’elle se prolonge en une distribution 7" dans un voisinage
U du pole Nord (par exemple I'image réciproque par projection stéréographique
inverse de U = {||z|| > R} pour R >> 1, a laquelle on adjoint le pole Nord).

A) Prouvons d’abord que si T peut se prolonger en une distribution sur S alors
T vérifie le critere (4.15). D’apres le critere quantitatif donné dans la Proposition
1.2 (on note que S™ est une sous-variété compacte), qu’il convient ici d’adapter du
cadre des ouverts de R™ au cadre des ouverts d’une sous-variété de dimension n
de R™*! (voir la Section 1.5), on voit que le fait que 7' puisse ainsi se prolonger
équivaut au fait qu’il existe un entier p = p(U) et une constante C' > 0 telles que,
pour toute fonction-test ¢ de support dans {|z|| > R}, on ait

(4.17) (T, 0)| < C Ny o [(X, t) €S s @(%, 1X_"t)},

la norme Nz () étant exprimée a partir de calculs de dérivés conduits cette fois

sur des fonctions sur la sphére, paramétrée au voisinage de U par (X1, ..., X,_1,t) =
(X', t), sachant que

Xn:\/l—Xf—~-~—X2

n—1

— 12 = p(X',1)

sur S™. On remarque que si (X, t) et 2 sont échangés par projection stéréographique,
on a (voir (4.16))

1 1+]=)?
1—¢t 2
Une dérivation & 'ordre k en (X', t) de la fonction
Xl p(X/7 t) )
1—¢77 11—t
fait surgir le facteur (1 —¢)~*, correspondant d’apres (4.18) & (1 + [|=[?)¥/2*. On
constate ainsi, en utilisant la régle de Leibniz, que I'inégalité (4.17) implique qu’il

(4.18)

(X17 "'aXTL717t) H SD<

existe une constante C' et un entier p € N tels que, pour toute fonction-test de
support dans {||z|| > R} dans R", on ait

(T, o) < C Ny (9)-
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On retrouve bien la condition nécessaire et suffisante du premier item (en écrivant
T = pT + (1 — p)T, ol p est une fonction plateau subordonnée & Bgn (0, R) et en
utilisant le fait que pT est a support compact et la Proposition 3.3 et son critere
(3.4)).

B) Supposons maintenant que 7' soit tempérée (et donc vérifie le critére (4.15) pour
un certain entier p € N). Si ® est une fonction C*° sur S™, la restriction de ® &
Pouvert S™\ {(0, ...,0,1)} induit par projection stéréographique depuis le pdle nord
une fonction ¢ de classe C*° dans R™ (mais non & support compact). Cette fonction
 s’exprime en termes de ® par

271 2z, |l — 1)

VaeR™, oz :@( ,
e() Lzl T+ flzf* =) +1

En appliquant la regle de Leibniz et en remarquant que la fonction ® est indéfiniment
dérivable au voisinage du pole nord (correspondant a l'infini dans R™), on constate
que pour tout multi-indice [ = (1, ...,1,) € N™ et pour tout x € R",

L Cy(®
(4.19) (I1 7 il < (1+|x||§§<zf+...+zn>

pour une certaine constante positive Cj(®) : en effet

i[ oy i[llw\lz—l
Oz L1+ ||x||? Oxj L1+ ||x|?

lorsque ||z|| tend vers I'infini. Considérons une fonction plateau subordonnée & la
boule unité fermée de R™ et posons, pour k > 1, pi(z) = p(x/k). Il résulte de (4.19)
et du fait que T est tempérée (et vérifie donc le critére (4.15) pour un certain p € N)
que la suite ((T, prp))k>1 est une suite de Cauchy convergent dans le corps complet
K vers une limite [(®). On vérifie d’ailleurs de ® — [(P) est une distribution T sur
S™ (d’ailleurs indépendante du choix de la fonction plateau p) d’ordre au plus p.
On a ainsi prolongé T (distribution sur R™) en une distribution sur la sphére unité
S, O

| =o0/I21) & | = o/l

Il résulte de la Proposition 4.3 que la classe des distributions tempérées est préservée
par dérivation. Tout opérateur différentiel réalise d’ailleurs un opérateur continu de
S'(R™,C) dans lui-méme.

ExeMmPLE 4.4 (£'(R",K) C §'(R™,K)). Toute distribution & support compact
sur R” est tempérée. En effet, ceci résulte de la Proposition 3.3 (le critere (3.4)
implique que la clause (4.15) soit satisfaite).

EXEMPLE 4.5 (distributions périodiques suivant un réseau de rang n). Montrer
que toute distribution 7' périodique par rapport & un réseau A de rang n de R"
(sous-groupe libre de R™ de rang n), i.e

est tempérée.

EXEMPLE 4.6 (mesures & croissance lente et représentation des distributions
tempérées en ces termes). Une mesure de Radon 1 : K(R™,K) - K (u=pt —p~
siK=Roupu=(pt—p")+i(vt —v~) d’apreés le Théoreme 1.3 de représentation
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de Riesz) est dite & croissance lente (on dit aussi < tempérée >, comme cela sera
justifié plus loin) si et seulement si il existe un entier positif p tel que

(4.20) / @)

re (L [lz])P
Si de plus la mesure i est une mesure a densité f(z) dx avec f localement intégrable,
on dit, si (4.20) est remplie, que f est une fonction a croissance modérée” . Le fait
que g soit & croissance lente est aussi équivalent au fait qu’il existe un entier p’ € N
tel que
(4.21) VR>0, |u/([~R,R")<C(1+R)"

En effet, si (4.20) est remplie, on a bien

WERED = [ erme@dile) < [ (550 died@)

1+ [|]
d|p(x)
< (1+R)”/ MY _ o1+ Ry,
e (14 [l]])P

d’oti la validité de (4.21) avec p’ = p. Réciproquement, si (4.21) est remplie, on a,

pour tout multi-indice k = (k1, ..., k) € Z",
n P/

e+ 1,1 < o (1+ TT A+ 1K)
j=1
On en déduit

/ d|p|(x) - ¥ / d|p|(x)
re (1 [J])rentt ker[- 1y (1 [Jzf)rrntt

kezn
< |ul(k + [—1,1]")
= ming 4 1j» (1 4 [J=)m2'+7+1
n p’
(14 T (1 + 1k )
- < +o00

)p’+1+1/n

iz (I (1+ k)
puisque Y, 5 (1 + |k[)7'7¢ < +oo pour € > 0. Les mesures & croissance lente
constituent des exemples de distributions tempérées (d’ordre 0), d’ou le fait qu’on

les appelle aussi < mesures tempérées ». En effet, si la mesure p vérifie (4.20) et si
v € D(R",K), on a

‘/n < SUP‘“‘HWH ’/n 1df|||x||
(@)
L el Mol

ce qui prouve que le critére quantitatif (4.15) est bien rempli avec ce p. Grace au
théoréme de représentation de Riesz (Théoréme 1.3), il résulte de ce méme critere
que si T est une distribution tempérée (& valeurs dans K) vérifiant donc le critére

7. A ne pas confondre avec la notion de < fonction & croissance lente >. Une fonction d
croissance lente sur R™ est une fonction C* sur R™ (& valeurs dans K = R ou C) dont toutes les
dérivées sont a croissance modérée. Toute fonction a croissance lente définit bien siir une fonction
a croissance modérée.
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(4.15) avec p € N, il existe une collection {ur;; L € N*, I1 +---+ 1, < p} de
mesures a croissance lente a valeurs dans K telle que

(4.22) T= > (ﬁ 63;;.) (k7]

lenn J=1 7
li+-+1,<p

au sens des distributions.

EXEMPLE 4.7 (multiplication d’une distribution tempérée par une fonction a
croissance lente). Si T est une distribution tempérée a valeurs dans K et f est une
fonction C*° de R™ dans K & croissance lente (i.e toutes les dérivées de f sont &
croissance modérée, voir I’exemple 4.6), la distribution fT définie par (fT,p) =
(T, fe) est aussi tempérée. On vérifie ceci immédiatement en utilisant le critere
(4.15) (faire l'exercice). De plus l'opérateur T' — fT est continu de &’'(R™, K) dans
lui-méme.

EXEMPLE 4.8 (convolution d’une distribution tempérée avec une distribution
a support compact). Si S € §'(R",K) et T € &'(R",K), on peut définir S * T
(Proposition 3.7). On a par définition, pour toute fonction-test ¢ € D(R", C),

(ST, 0) = (S (Ty, 0 +1)))

(on note que = — (T}, p(x + y)) est bien une fonction test, voir 'exemple 3.18).
En combinant le critere (4.15) pour S et le critere (3.4) de la Proposition 3.3 (T
est & support compact), on constate que S * T se plit aussi au critere (4.15), avec
p = p(S) + ordre(T), ce qui implique que S * T est aussi tempérée.

EXERCICE 4.9. Les distributions-fonction [¢f] et [¢!’] sont-elles tempérées sur
R ? Pour quels choix de p € C et o > 0 la distribution L, , = [H(¢)t*"1eP?/T(a)]
(voir la Section 2.5.2, (2.32)) est-elle tempérée comme distribution sur R ?

EXERCICE 4.10 (distributions du type Valeur Principale ou Partie Finie). Mon-
trer que la distributions VP[1/x] sur R et les distributions afférentes du type
PF[1/2?M] ou VP[1/2*M*1] introduites dans la Section 1.4.3 sont toutes des distri-
butions tempérées (on utilisera le fait que [log |x|] définit une distribution-fonction
tempérée et le fait que toutes les distributions mentionnées se déduisent de celle ci
par action d’un opérateur différentiel). Vérifier que l'on a

(4.23) Ve S(R,K), (VP[l/a],¢) = ;/RW e

x
4.2. Transformation de Fourier des distributions tempérées

Le fait que la transformation de Fourier réalise un isomorphisme topologique de
S(R™,C) (Proposition 4.2) induit la possibilité de définir par dualité la transformée
de Fourier (ou spectre pour les physiciens) .

DEFINITION 4.11 (spectre d’une distribution tempérée). La transformation qui
a T € 8'(R7,C) associc la distribution T € &'(R”, C) définie par
(4.24) Vo e SR™C), (T,p)=(T,)
est appelée transformation de Fourier des distributions tempérées ou encore prise
de spectre (des distributions tempérées). Il s’agit d’un isomorphisme topologique
entre §’'(R?, C) et S'(R7, C).
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Nous donnerons beaucoup d’exemples dans les sous-sections suivantes. L’exemple
4.12 ci-dessous fournit le prétexte a un exercice d’application de la formule de
dualité (4.24).

EXEMPLE 4.12 (transformation de Fourier de Valeur Principale). La distribu-
tion VP[1/z] sur R est une distribution tempérée (voir l'exercice 4.10). On peut
calculer sa transformée de Fourier (au sens des distributions tempérées) en utili-
sant la formule (4.23), le théoréme de Fubini, et enfin le théoréme de convergence
dominée de Lebesgue, que, pour, toute fonction-test ¢ € D(R,C) :

(VP[1/al,¢) = <VP[1/x],@>:;Ade

o G ([ )
o L () )
Cf G ], )

= iﬂ(/[0,+w[w(x)dw_/]—w,0] o(x) dx).

On a donc ainsi (en utilisant aussi la formule d’inversion) les formules

—

(4.25) VP[1/z] = ir x signe (w) & signe (z) = f% VP[1/z].

4.2.1. Le cas particulier des distributions a support compact. Les dis-
tributions & support compact sont des distributions tempérées (voir ’exemple 4.4).
On peut donc définir leur transformation de Fourier au sens des distributions. Avant
de traiter le cas général, arrétons nous un instant sur un cas particulier, celui des
distributions de support un point donné zy € R™. Cela nous aidera a éclairer le cas
général.

PROPOSITION 4.4 (transformée de Fourier des distributions & support ponc-
tuel). Les transformées de Fourier des distributions d support le point xo de R™
sont les distributions-fonction correspondant aux fonctions F de la forme F(w) =
P(w) e " w0) oy P € C[Xy,..., X,].

DEMONSTRATION. Toute distribution 7' de support {zo} est de la forme

0 0
req(2 . 2 )
Q 8331 axn [ 10]7
ou Q € C[Xy, ..., X,] (d’apres la Proposition 3.4). Si ¢ est un élément de S(R™, C),
on a (par définition de la dérivée des distributions et en utilisant la premiere des
batteries de formules (4.9))

~ 9 9 . : —i({x,x0
18) = Q= gur gy I = [ Qi i)™ 0 ola) do
= Q(iwy, ..., iwy )e” 890 (W) dw
]Rn

/7l P(wy, ...,wn)e_i<“””°> o(w) dw = <[P(w)e_i<"‘”$0>} , SD>
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si P(X1,....,Xp) := Q(iX4,...,iX,,). La proposition est ainsi démontrée. O

EXERCICE 4.13. Montrer que si wy,...,wy sont N points de RY et aq,...,an
N fonctions polynomiales a coefficients complexes en n variables, la distribution
fonction [f], on

N
Fla) = a,(@) costeoy )

est tempérée et calculer son spectre.

Le trés important théoreme de Paley-Wiener ® caractérise les transformées de Fou-

rier des distributions & support dans un compact convexe donné K de R™. Avant
d’énoncer ce théoreme (Théoréme 4.16), nous devons préciser quelques définitions.

Si K désigne un compact de R"™, sa fonction support est la fonction convexe :

(4.26) Hig :weR" — sup(w,z).
TEK
EXEMPLE 4.14 (exemples de fonction support). La fonction support de la boule

Bgn (0, R), est w + R|lw||, out ||w|| désigne la norme euclidienne sur R". Celle du
pavé K = [~R, R]" est w > Y1 |wj].

Nous aurons aussi besoin de la définition suivante, complétant dans le cadre de
plusieurs variables le cours d’Analyse Complexe [Charp].

DEFINITION 4.15. Une fonction F' : C™ — C est dite entiére (en les n variables
21, ..., 2n) sl elle est continue et si, pour chaque j = 1, ..., n, pour chaque (z1, ..., 2,)
dans C™, la fonction

C — F(Zlv ceey ijla C? Zj+17 ceey Z’n)

est une fonction entiere de la variable complexe (.
Armés de ces définitions, nous pouvons énoncer le résultat suivant.

THEOREME 4.16 (théoréme de Paley-Wiener, version distributions). Nous avons
le résultat en deux volets suivant.
— Soit T une distribution a support inclus dans le convexe compact K de R™.
La distribution T est une distribution-fonction F, ou F est une fonction
a croissance lente (voir Uexemple 4.7) qui est la restriction ¢ R™ d’une
fonction entiére de n variables (notée aussi F') telle que

dM € N tel que
Ve>0, 3C >0, Yz €C", |F(2)] < Ce(l + ||2])M M m2)Fellm=]l,

— Réciproquement, si F' est une fonction entiére de n variables vérifiant (4.27),
alors la restriction Fig» de F' a R™ définit une distribution-fonction tempérée
[Flrn| qui est image par la transformation de Fourier (au sens des distribu-
tions tempérées) d’une distribution T € &' (R™,C), de support inclus dans
le convere compact K ; cette restriction Fign est donc nécessairement une
fonction C™ a croissance lente sur R™.

(4.27)

8. Emporté par une avalanche a ’age de 26 ans alors qu’il skiait dans les Montagnes Rocheuses
prés de Banff (Alberta), le jeune mathématicien anglais Raymond Edward Paley (1907-1933) n’eut
pas le temps de connaitre la réputation qu’il mérite. Norbert Wiener (1894-1964) fut l'un des
pionniers de la théorie du signal moderne.
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DEMONSTRATION. Prouvons tout d’abord le premier volet (le plus facile). On
remarque que si T est une distribution a support dans le convexe compact K et si
p € D(R™[0,1]) désigne une fonction plateau identiquement égale & 1 au voisinage
de K,

T?) = (Tuvole) [ pla)e ) do)

[ Tpl) e ) o)
= [ T ) () do

du fait de la linéarité et continuité de T' (qui explique ici le fait que prise d’intégrale
et action de T" commutent, ce qui se voit par exemple si on approche 'intégrale
définissant P(w) par des sommes de Riemann ®. Ceci montre que la transformée de
Fourier de T au sens des distributions tempérée est la distribution-fonction [F] ol

F :weR" — (T, e @2y,

Cette fonction est une fonction C*° dans R™ (on le montre comme dans ’exemple
3.18, voir aussi Pargument utilisé dans la preuve de la Proposition 2.2) et, pour
tout multi-indice [ € N™, on a

(4.28) (ﬁ ;l;j)[F](w) = <Tz7 (—izy)" .. (—iag )" e*i<w>>,
j=19%;

Pour tout z € C”, on pose

F) = (T, eCrmttmen)

= <T;E 9 p(x) e—i(zlx1+-<-+znz.,,/)>-

La fonction F' est continue sur C™ (du fait que T, est une distribution) et le théoreme
de Morera (voir [Charp]), couplé avec le théoreme de Fubini, implique aussi que
F est une fonction entiére en les n variables zq, ..., z,. En utilisant le critere (3.4)
de la Proposition 3.3 et le fait que pour z tel que d(z, K) < e et z € C, on ait

|exp(—i(z121 + - + 2nZn))| = exp (Zx] Im zj) < exp(Hg(Imz) + €||Im z||),
j=1

on montre que les estimations (4.27) sont satisfaites (’entier M qu'’il convient de
prendre est ici 'ordre de T'). En appliquant le méme critere (3.4), mais cette fois
au second membre de (4.28), on constate que la fonction de w figurant précisément
dans ce second membre est aussi en O(||w||*) au voisinage de I'infini. Ceci montre
que F' est bien une fonction a croissance lente.

On ne donnera dans ce cours une preuve de la réciproque que dans le cas n =1 et
K = [-R, R] (en fait, dans le cas n = 1, on raméne aisément le cas ot K est un
segment [a,b] de R & ce cas). On se donne une fonction entiere F' en n variables

9. On retrouve ici 'argument utilisé plusieurs fois dans ce cours, par exemple lors de la preuve
de la Proposition 2.2.
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complexes satisfaisant aux estimations (4.27) (ici Hi (Im 2) est donc & remplacer
par R|Im z|) puisqu’on se place en dimension un. Du fait que

VweR", |F(w)] <Ci(1+ |wh™

(prendre € = 1 et z = w € R™ dans (4.27)), on constate (il suffit d’invoquer les
batteries de formules (4.9)) que lon définit une distribution tempérée T' sur R™ en
posant

1 —~
Ve e SRC), (Tph =5 [ Flow)fw)de.
On a en particulier
1 ~
Vo e SR™,C), (T,9) = — | F(-w)@w)dw= | F(w)p(w)dw
2T Rn Rn

d’aprés Uexpression (4.10) de la transformation de Fourier inverse au niveau des
fonctions-test, et par voie de conséquences, au niveau des distributions par dualité.
On a donc bien T = Fig» au sens des distributions tempérées. Il reste a prouver
que le support de T est bien inclus dans [—R, R]. Pour cela, nous montrons que si
Supp ¢ C [R + €g, +00[ pour un certain ¢y > 0, alors (T, ) = 0 (de maniere tout a
fait symétrique, on prouverait qu’il en est de méme si Supp ¢ C] — 0o, —R — €p]).
Prenons donc une fonction-test ¢ de support dans [R + €y, +0o[ pour un certain
€o > 0. On a donc, compte-tenu du choix de ¢,

Plw) = / o(t) e dt.
[R+eo

Pour tout z € C, on pose

P(z) = / p(t)e"*" dt.
[R+eo

Cette intégrale converge du fait que ¢ € D(R,C). De plus, on peut utiliser le
théoréme de Morera [Charp], toujours couplé avec celui de Fubini, pour montrer
que z — ®(z) est une fonction entiere. En utilisant des intégrations par parties
(comme pour la seconde des batteries de formules 4.9), on constate que pour tout
entier k € N, pour tout z € C,

. ~ dk —1iz
o= [ e

et donc qu'il existe une constante -y telle que

. ~ ’y — € mz
(4.29) Vz=ux+iyavecy <0, |p(z)| < W@ (Bteo)lImz|

Soit, pour T'> 0 et y > 0, I'r, la lacet de C correspondant au bord du rectangle
[—y, 0] X [-T, T] orienté dans trigonométrique. La formule de Cauchy (voir le cours
d’analyse complexe [Charp]) implique

[ reoa0a-o
FT‘y
Du fait des estimations (4.27) et (4.29), les deux intégrales

/ F(-O)3(Q)d & F(=¢) B(¢) d¢
[~T—iy,~T]

[T—iy,T]
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(sur les segment verticaux du contour I'r,) sont toutes deux majorées en module
par yyCy (1 + T) 2e(F+DY et tendent donc vers 0 lorsque y > 0 est fixé et T
tend vers 400. Il en résulte ’égalité des deux intégrales (toutes deux absolument
convergentes en vertu des estimations (4.27) et (4.29)) :

(4.30) /]RF(—w) P(w)dw = /]RF(—w +iy) plw — 1y) dw.

Or les estimations (4.27) et (4.29) impliquent

| [ Fwr i plo— i) ds] < [ 1Pt in)] 30— in)] do

(4.31) e(Bteo/2)y—(Rteo)y dw

<~C. dw <~y C. e*ﬁoyﬂ/i.
=7 // (1 +|w))? =T er2 r (1+ [w])?

En faisant tendre y vers 'infini dans (4.31) et en utilisant (4.30), il vient bien

1

(Supp < [R+ co, +00]) = (o) = 5

/ P(—w) 3(w) dw = 0.

R

Le méme raisonnement vaut si Supp ¢ C] — 0o, —R — €g]. Ceci étant vrai pour tout
€0 > 0, il en résulte bien que SuppT C [-R, R]. La distribution-fonction Fign
est donc bien transformée de Fourier d’une distribution & support dans [—R, R]. Le
second volet du théoreme de Paley-Wiener est bien démontré dans ce cas particulier
(n = 1, K = [-R,R]). La preuve dans le cas général suivrait les mémes lignes,
mais exige une plus grande familiarité avec les fonctions de plusieurs variables
réelles ou complexes (il faut aussi exploiter le fait quun convexe compact de R™
est intersection de tous les demi-espaces fermés de R™ qui le contiennent). O

A T'occasion de la preuve du second volet du théoreme de Paley-Wiener (Théoreme
4.16), nous avons en fait utilisé (dans sa version directe) le critére donnant la
caractérisation des transformées de Fourier des fonctions-test ¢ € Dg(R"™,C), on
K est un convexe compact K C R™ donné. Ce critere constitue un second théoréeme
de Paley-Wiener, plus facile que le Théoréme 4.16 (pour nous ici, il s’en déduira en
fait), mais tout aussi utile.

THEOREME 4.17 (théoréme de Paley-Wiener, version fonctions-test). Nous
avons le résultat en deux volets suivant.

— Soit ¢ € D (R™,C), ot K est un convexe compact de R™. La transformée

de Fourier € S(R™,C) de ¢ est la restriction ¢ R™ d’une fonction entiére

de n variables (notée aussi @) telle que
(432) PN <
4.32 VpeN, 3v,>0, VzeC", |p(2)| <vp———.
: T z])r

— Réciproquement, si ® est une fonction entiére de n variables vérifiant (4.32),
alors la restriction ®|gn de ® a R™ définit une fonction de l’espace S(R™, C)
qui est la transformée de Fourier d’un élément ¢ € Di(R™,C).

DEMONSTRATION. Le premier volet se prouve aisément. Si ¢ € Dy (R",C),
le théoreme de Morera (couplé avec Fubini, voir le cours d’Analyse Complexe
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[Charp]), permet de montrer que

ze€C"— o(x) exp(—i(z121 + -+ + 2py)) dv =
(4.33) R"
= / o(x) exp(—i(z121 + - + zpzy)) dz
K

est une fonction entiere (en n variables). Les estimations (4.32) s’obtiennent (comme
celles de la seconde batterie de formules (4.9)) par intégrations par parties succes-
sives.

Pour ce qui est du second volet (volet réciproque), on peut appliquer le Théoreme
4.16 (volet réciproque aussi) qui assure que ®g» est la transformée de Fourier
d’une distribution T & support compact (inclus dans K). Comme & est entiére,
la formule de Cauchy (voir [Charp], chapitre II) assure (c’est un résultat connu
comme théoreme de Weierstrass, conséquence en fait des inégalités de Cauchy)
que les dérivées a tout ordre de ®g» sont controlées de la méme maniere que
@ gn, c’est-a-dire en O((1 + [|w]|)~P) pour tout p € N lorsque [|w|| tend vers I'infini
(estimations (4.32) lorsque Im z = 0). La restriction ®|g» de ® & R™ est donc un
élément de S(R™,C), donc T en est un aussi (d’apres le Théoreme 4.2). Comme T'
est & support compact inclus dans K, T = [¢], ol ¢ € Dg(R™,C). Le second volet
du Théoreme 4.17 est ainsi démontré. O

EXERCICE 4.18 (transformation de Fourier et fonctions de Bessel). Montrer
que la transformée de Fourier de la fonction caractéristique du disque fermé D(0, 1)
du plan est la fonction

(w1, 9) oy LV T 8)

w? +ws
ou J; est la fonction de Bessel d’indice 1 :
1 [ z N (—=1)F  s2\2k
Ji(z) = = (2sinf — 0)df = = = (3)", e
1(2) 7T/0 cos(z sin ) 2 2(301) AIESIAY z €

Montrer que la transformée de Fourier de la distribution do|,j—; /27 (mesure uni-
forme de masse totale 1 sur le cercle de centre 0 et de rayon 1) est la fonction

(Wi, wa) = Jo(\/wF + w3),

ou Jy est la fonction de Bessel d’indice O :

™ - — i
To() =~ /0 cos(zsin6)df =3 (<k!1>)2
k=0

(§>2k, z € C.

Le fait que les fonctions de Bessel Jy et J; interviennent dans ce cadre explique
leur importance en optique.

s

EXERCICE 4.19 (fonctions moyenne-périodiques). Soit T' une distribution &
support compact dans R et zy un zéro complexe du prolongement de T en une
fonction entiere. Montrer que la fonction ¢ — €%?0! est solution de 1’équation de
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convolution T * f = 0. Montrer que si z est un nombre complexe, la fonction
t — e'?t est vecteur propre de 'opérateur

feC®R,C) —TxfeC®R,C)
(voir exemple 3.18) ; quelle est la valeur propre correspondante ?

4.2.2. Transformation de Fourier et convolution. La transformation de
Fourier (lorsqu’il est possible de la définir) présente l'intérét d’échanger les opé-
rations de convolution et de multiplication. Comme aucune de ces deux opérations
n’est bien définie (c’est-a-dire sans restriction) dans le cadre des distributions, méme
tempérées, il faut prendre garde au fossé existant entre ce qui releve de ’heuris-
tique et ce qui releve de la rigueur mathématique. Compte tenu de 'omniprésence
de l'opération de convolution (boites noires, filtres, etc.) et de la simplicité de
lopération de multiplication par rapport a la complexité que présente I’'opération de
convolution, on comprendra cependant I'importance que revét, lorsque cela s’avere
possible, la possibilité de profiter de la transformation de Fourier.

Les fonctions entieres F' : C* — C vérifiant la condition
(4.34) IMeN, 3C >0, IR>0, |F(2)| < O + ||z])™ eBlmI
constituent une sous-algebre de I'algebre des fonctions entieres (les opérations étant
Paddition, la multiplication, et la multiplication externe par un scalaire), appelée
algébre de Paley-Wiener. L’algébre de Paley-Wiener PW(C™) contient les fonc-
tions polynomiales en n variables complexes. D’apres le théoreme de Paley-Wiener
(Théoreme 4.16), les restrictions & R™ des éléments de PW(C™) sont exactement
les transformées de Fourier au sens des distributions tempérées des éléments de
lalgebre de convolution &'(R™, C). De plus, on a la proposition suivante :
PROPOSITION 4.5 (transformée de Fourier des distributions et convolution). Si
SeS'R"C)etT € &' (R",C), on a ST € S'(R"*,C) et la transformée de Fourier
de S T au sens des distributions tempérées est donnée par

~

(4.35) S«T=T-S

ot le produit o droite dans (4.35) est le produit de la fonction F =T (i croissance
lente sur R™) par la distribution tempérée S. En particulier, la transformation de

Fourier réalise un isomorphisme de C-algébres entre l'algebre E'(R™, C) et l’algébre
des restrictions a R™ de l’algébre de Paley-Wiener PW (C™).

DEMONSTRATION. La premiere assertion a déja été mentionnée (exemple 4.8).
Le calcul de la transformée de Fourier de S *T" donne :

(4.36) (S*T,0) = (e, (T, BE+ 1)) ).
Or
(T, B +m) = (T(n = €),8(0)) = (T+ 0y, 0) = ([Pr(:),e 7<), ),
ou Frp désigne la fonction correspondant a la distribution fonction T. On a donc
<ma<ﬂ> = <S§7 <[FT(')671.E(.)]730>> = (S, Fry) = (Fr- 8, ¢),
d’ott la formule (4.35) si I'on utilise 'abus de notation (licite) Fp = [Fp] =T. O

10. Les solutions d’une telle équation de convolution (T" € £'(R"™,C)) ou d’un systéme de telles
équations sont dites moyenne-périodiques.
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EXERCICE 4.20 (opérateur de Riesz, transformation de Hilbert). Montrer que
Iopérateur
¢ € D(R,C) — VP[1/z] x ¢ € D'(R,C)

se prolonge en une isométrie H de LZ(R,,B(R,),dz) dans LZ(R,,B(R,),dw).
L’opérateur ‘H ainsi défini est le prototype d’une classe importante d’opérateurs, les
opérateurs de Riesz. On utilisera pour cela la transformation de Fourier des distri-
butions tempérées et le résultat établi dans ’exemple 4.12, ainsi que la Proposition
4.5. Lopérateur Id + H s’appelle transformation de Hilbert et est d’un usage trés
courant en ingénierie. Comment agit justement la transformée de Hilbert dans le
domaine fréquentiel (c’est 14 tout son intérét pratique) ?

EXERCICE 4.21. Soit T" une distribution tempérée sur R} dont la transformée
de Fourier est la distribution-fonction correspondant a une fonction mesurable es-
sentiellement bornée sur R7,. Montrer que I'opérateur

¢ € D(R",C) +— T * ¢ € D'(R",C)

se prolonge en un opérateur linéaire continu de I'espace de Hilbert L2 (R?, B(R?), dx)
dans Pespace de Hilbert L(R”, B(R"), dw).

4.2.3. Transformation de Fourier et distributions périodiques. Les
distributions périodiques relativement & un réseau** A de R™ sont des distributions
tempérées (exemple 4.5). Il est d’autant plus intéressant d’en étudier le spectre que
Pon sait qu'il existe une opération de convolution (voir la Définition 3.16 dans le
cas ot A = (27Z)") entre distributions périodiques.

L’une des plus intéressantes (parmi les distributions périodiques relativement & un
réseau A de R™) est le peigne de Dirac relatif & ce réseau A. Cette distribution a déja
été introduite dans le cas particulier n = 1, A = 27Z, dans 'exercice 2.5. Elle joue
un réle important dans nombre de situations concretes : cristallographie, optique,
cryptographie, empilements et réseaux, etc. C’est la distribution A-périodique (donc
tempérée) d, définie par

Gr0) =D ().

AEA

Avant d’énoncer le résultat majeur de cette section, & savoir la formule sommatoire
de Poisson, nous devons préciser une définition algébrique, celle de réseau dual.

DEFINITION 4.22 (réseau dual). Soit A un réseaude R*, A=Ze & - D Zey,,
ou (eq,...,e,) désigne une base de R™. On appelle réseau dual de A le réseau de
(R™)* défini par

N =Zel® - -®ZLej,

*

ou (ey, ..., k) désigne la base duale de la base (eq, ..., €n).

REMARQUE 4.23. On rappelle que si A désigne la matrice des coordonnées
(en colonne) des vecteurs e; exprimés dans la base canonique de R™, celle des
coordonnées (en colonne) des vecteurs e exprimés dans la base canonique de (R")
(i.e. la base duale de la base canonique de R™) est la matrice {[A~1] = [fA]~1.

11. Un réseau de R™ est par définition un sous-groupe libre de R™ de rang n, donc de la forme
A=Ze1® - ®Zen, ou (e1,...,en) désigne une base de R™.
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THEOREME 4.24 (formule sommatoire de Poisson '?). Soit A un réseau de R™.
Si Uon assimile Uespace RY a Uespace (RT)*, le spectre du peigne de Dirac 0, relatif
au réseau N =7Ze, & --- ® Ze, est donné par

—~ (27‘[‘)”
4. —_— * 9
( 3]) 5A |]t,|(527rA

ob N*=Zei ®---®ZLel, désigne le réseau dual de A et det A := det(eq, ..., en).

REMARQUE 4.25. En cristallographie, cette formule sommatoire de Poisson se
concrétise physiquement : I'image d’un réseau cristallin apres diffraction au travers
d’un prisme correspond (aux constantes d’échelle pres) au réseau cristallin dual. On
retrouve bien ici le fait que la transformation de Fourier (matérialisée optiquement
par la diffraction) échange les objets localisés et les objets diffus (et correspond du
point de vue mathématique & la dualité en algebre linéaire).

DEMONSTRATION. On remarque que, si ¢ € S(R",C) et si A est une matrice
(n,n) réelle inversible (correspondant & un isomorphisme du R-espace R?), on a,
par changement de variables dans l'intégrale de Lebesgue, pour tout w € R7,

; 1 ) _
p) = [ p@etenar= i | pat et at oy

(4.38)
; / p(Aty) e AT gy
RTI,

T det A

Comme le spectre de d, est donné par

(4.39) (On, ) = (00, @),

prouver la formule sommatoire de Poisson (4.37) pour un réseau A quelconque
revient (aprés changement linéaire de variable x — A -z dans RY} transformant
la base canonique en la base (ei,...,e,)) & prouver cette formule dans le cas ou
A =7". Comme

Ozn =07 @ ---® bz (n fois)
et que l'on observe immédiatement (en utilisant (4.39)) que 'on a
S =62 ® - ® 0,
il suffit de prouver la formule (4.37) dans le cas n = 1, A = Z, ce que nous ferons.
On se place donc en dimension n =1 avec A = Z. Si ¢ € D(R,C), on a
(4.40)

G =00 3 [ ela)e )
A=—N"R

AEZ

N .
= i (e 3 e ya) = (oS )

A=—N

12. Mathématicien frangais, Siméon-Denis Poisson (1781-1840), fut 'un des pionniers de la
théorie des séries et des intégrales de Fourier. Ses contributions a la théorie naissante des proba-
bilités (loi de Poisson, processus de Poisson) sont aussi trés significatives.
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en utilisant ’expression du noyau de Dirichlet (voir [Y2], section 2.3.3). Pour N
dans N, on a, si Suppy C [-(2M + 1), (2M + 1)7],

sin(N +1/2)\ . e [T sin(N 4 1/2)t
/Rsa(t)( sin(t/2) )dt - 2:; /(%m sO(t)( 2 sin(t/2) )dt'

Pour k entier fixé entre —M et M, il résulte du théoréme de Jordan-Dirichlet (voir
[Y2], Théoreme 2.1) que

lim

(2k+1)m . (SIH(N+ 1/2)t
N—=+oo Jiok—1)n

27 sin(t/2) ) dt = p(2kr).

En reportant dans (4.40), on obtient bien

M
(07, ) =27 Z o(2km) = 271'2(,0(2]{571'),
k=—M keZ
ce qui traduit le fait que gz = 2mdz~. La formule sommatoire de Poisson est
démontrée. 0

La formule sommatoire de Poisson se lit aussi, non en termes de distributions, mais
en termes de fonctions-test (ou de S(R™,C)). On a ainsi :

n _(2m)n N .
(4.41) Vo e SR™,C), > @A) = ok P(2mA").
AEA A*EA*
En dimension 1, pour tout 7 > 0,
2 ~
(4.42) Vo e SR,C), Y plkr) = 3 p(2kn/7).
kEZ T ez

Sous cette forme (4.42), la formule sommatoire de Poisson peut apparaitre comme
une formule de resommation permettant d’exprimer la somme d’une série conver-
geant lentement comme la somme d’une série convergeant tres rapidement : c’est
par exemple le cas si ¢(t) = exp(—t2/2) (cette fonction est fonction propre de la
transformation de Fourier, correspondant & la valeur propre v/27) et 7 est trés petit ;
la série de gauche dans (4.42) converge treés lentement, tandis que la série de droite
converge excessivement rapidement, au point que les premiers termes permettent
immédiatement de calculer numériquement sa somme. C’est 1a I'un des intéréts ma-
jeurs de la formule sommatoire de Poisson en mathématiques fondamentales, par
exemple en théorie analytique des nombres. On profite ici, avantageusement cette
fois, du principe d’incertitude d’Heisenberg (plus ¢ est localisé, plus son spectre est
diffus).

EXERCICE 4.26. Montrer que la formule sommatoire de Poisson (4.42) s’ap-
plique pour la fonction ¢ — exp(—|t|) (qui n’est pas C° au voisinage de 0, mais qui
sinon satisfait les propriétés de décroissance a 'infini partagées par les éléments de
S(R",C)). Montrer que 'on obtient alors, pour 7 > 0,

1
—7lk| —
(4.43) > e M =27 S
kEZ keZ
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EXERCICE 4.27. Soit

1,1 1 1
(4.44) F it €0, 00— E(f - )
En utilisant les développements limités a droite de 0, montrer que f se prolonge
continuement sur [0, +oo[, avec f(0) = 1/12. En utilisant la formule (4.43) établie
a lexercice 4.26, montrer que

> 1
V>0, f)=2) — .
- b) f() ;t2+4ﬂ_2k2

En déduire que f est décroissante sur [0, +oo[ (ceci peut-il se voir directement sur
I'expression (4.44) de f?) et retrouver le fait que ¢(2) = 72/6.

Une application importante de la formule sommatoire de Poisson est liée a I'im-
portante question de I'échantillonnage en ingénierie mathématique. Cette question
conditionne le passage du digital a I’analogique et wvice-versa. Il est facile de se
convaincre intuitivement que si une fonction continue F' : R — R définissant une
distribution tempérée [F] présente des oscillations trop rapides, il est impossible
de restituer cette fonction F' a partir de la suite de ses échantillons (F'(k7))kez, T
étant un pas d’échantillonnage a priori fixé. En revanche, si les fréquences présentes
dans la décomposition spectrale de F' restent en module en dessous d’un seuil {2
donné (le spectre de [F], considéré comme distribution tempérée sur R, est nul
hors de [—Q,Q]), on peut espérer que la restitution de F' soit possible & partir de
la suite des valeurs échantillonnées (F'(k7))rez pourvu que le pas 7 soit assez petit
(en fonction bien stir de Q). C’est dans ce sens que va précisément le théoreme de
Shannon-Nyquist '? que nous énoncons ci-dessous, dans sa version < distributions ».

THEOREME 4.28 (théoréme d’échantillonnage de Shannon-Nyquist, version dis-
tributions). Soit F une fonction C* a croissance lente (voir exemple 4.7) sur R
telle que la transformée de Fourier de la distribution [F) soit une distribution a
support compact, inclus dans [—Q,Q]. Si 7 < w/Q, la connaissance de la liste des
échantillons (F(k7))rez suffit a la restitution compléte de la fonction F.

DEMONSTRATION. Soit T la distribution (de support inclus dans [, Q]) définie
par

(T,6) = 5-([F], o(-1).

D’apres la Proposition 4.5 et la formule sommatoire de Poisson (Théoreme 4.24) la
transformée de Fourier (au sens des distributions tempérées) de la distribution

T4 0ynprz =y T(-+2kn/T)
kEZ

est
T x 627r/7‘Z =27T - b,z

13. Ingénieur électrique américain, Claude Elwood Shannon (1916-2001) fut un des pionniers de
la théorie de 'information ; on lui doit ’introduction de la notion d’entropie et la mise en évidence
de son role majeur dans les problémes de gain ou de compression d’information, les bases de la
théorie du codage, etc.. Le résultat que nous citons ici, attribué a Shannon et & Harry Nyquist
(1889-1976), physicien suédois collaborateur de Shannon aux Bell Labs, est un principe majeur
en théorie de la communication et dans le traitement des signaux ou des images.
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D’apres la formule d’inversion de Fourier (voir la formule 4.10 au niveau des fonctions-
test, donc aussi des distributions tempérées par dualité), on a T = [F]. La trans-
formée de Fourier inverse de la distribution
T-6;5=> F(kt)bk,
kEZ
est donc la distribution
ZT(- + 2km/T).
kez
SiT < w/Q, on remarque que, si p est une fonction plateau de support dans 'ouvert
| = w/7, 7/ 7| identiquement égale & 1 au voisinage de [, ], on a
P (ZT(- +2k;7r/7')) =7,
k€EZ
en effet les divers translatés de [—, Q] (contenant SuppT’) par les multiples de
27 /7 ne se chevauchent pas dans ce cas. La détermination de F se fait alors au sens
des distributions par [F] = T. La distribution 7', puis la distribution-fonction [F],
se calculent donc directement via les opérations suivantes :
(1) on calcule la transformée de Fourier inverse S de la distribution tempérée
F- 67'2 ;

(2) on < restreint > S & Vouvert | — w/7, /7], par exemple en multipliant cette
distribution par une fonction plateau p de support dans l'ouvert |— /7, 7/7[
identiquement égale & 1 au voisinage de [—£2, Q] ;

(3) on calcule enfin le spectre de la distribution S ainsi construite en < tron-
quant > S.

O

REMARQUE 4.29. Lorsque le spectre de [F] est dans LZ(R,,, B(R,,), dw) et que

de plus Supp [F] C [-9,9], la restitution de F' & partir de ses échantillons est
donnée (lorsque 7 < 7/Q) par

B ) w(t — kT)
(4.45) F(t) =Y F(kr)sinc (7)
kEZ
ou la fonction ¢ +— sinc (7t) est la fonction
sin(mt)

t
correspondant a la transformée de Fourier inverse de la fonction caractéristique
de lintervalle fréquentiel [—m,7]. De plus, la série au second membre de (4.45)
converge uniformément sur R. Ce résultat se démontre a partir de la formule de
Plancherel du cours de L3 (voir [Y2], Théoreme 2.8). Dans le cas ou F' est toujours
dans LZ(Ry, B(Ry), dt), mais vérifie seulement

/ |F(w)|dw < me (au lieu de / |F(w)| dw = 0)
|29 w|>0

pour un certain € > 0, U'erreur uniforme que 'on commet en remplagant F par le
membre de droite de (4.45) lorsque 7 < 7/Q est majorée en module par e. Ce seuil
7/Q au deld duquel apparait le probleme du sous-échantillonnage est dit seuil de
Nyquist.
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4.3. Solutions fondamentales d’opérateurs différentiels

4.3.1. Le théoréeme de B. Malgrange et L. Ehrenpreis. Les distribu-
tions tempérées fournissent un cadre pour I'inversion (relativement a l'opération de
convolution) des opérateurs différentiels & coefficients constants. Commencons ici
par introduire une définition.

DEFINITION 4.30 (solution fondamentale d’'un opérateur de convolution par
un élément de &'(R™,K)). Soit T une distribution & support compact dans R™, &
valeurs dans le corps K = R ou C. Une distribution S € D'(R",K) est dite solution
fondamentale de I'opérateur de convolution 4

(4.46) ® e D'(R",K) = &+ T € D'(R"K)
siS+xT =Tx%S =0Jg au sens des distributions sur R"”.

Le résultat majeur de cette section est le tres important théoreme prouvé
indépendamment par Bernard Malgrange et Léon Ehrenpreis '® s’énoncant ainsi.

THEOREME 4.31 (théoreme de Malgrange-Ehrenpreis, 1954-1955). Tout opé-
rateur de convolution avec une distribution de support ['origine a valeurs dans K =
R ou C (i.e. de la forme P(0/0x1,...,0/0x,)[0], ot P € K[ Xy, ..., X,] d’aprés la
Proposition 3.4) admet une solution fondamentale (& valeurs dans K) tempérée. Ou

encore, étant donné un polynéme quelconque P € K[X1, ..., X,], il existe toujours
une distribution S € S'(R™,K) telle que
0 0
4.47 P(——) S] = d.
( ) 0x1 oxy, 5] 0

DEMONSTRATION. Ce résultat repose sur un théoréeme d’algebre du au mathé-
maticien russe Joseph Bernstein (1945, —) que nous admettrons (ce théoreme est
une conséquence assez directe, mais subtile, de la ncethériannité de ’anneau des
polynémes K[ X7, ..., X,,]).

THEOREME 4.32 (théoréme de Bernstein, 1971). Soit K un corps de caracté-
ristique zéro et P € K[Xy, ..., X,,]. Il existe un polynéme non identiquement nul
p € K[T], un polynéme Q[X1,..., X, Y1,..,Y,,T] tel que l'on ait (formellement)
la relation (dite équation fonctionnelle de Bernstein ou relation de Bernstein)
(4.48)

9 o
A
p(\) x PM(X1, ..., X,) fQ<X1,...,Xn, X X

Admettons ici ce résultat d’obédience algébrique. Pour prouver que l'opérateur
différentiel P(9/0x1,...,0/0x,) admet une solution fondamentale tempérée, il suf-
fit, si I'on utilise la transformation de Fourier des distributions tempérées et la

>\> [P”l(Xl, ...,Xn)]

14. Cet opérateur est bien défini du fait de la Proposition 3.7.

15. Bernard Malgrange (1928,~) mathématicien frangais contemporain, fut, dans le sillage de
Laurent Schwartz, 'un des pionniers de ’étude des équations de convolution (1950-1960). On
doit surtout au mathématicien américain Léon Ehrenpreis (1930-2010), avec le mathématicien
russe contemporain Victor Palamodov, le Principe Fondamental, extension au cadre des systemes
d’équations aux dérivées partielles a coefficients constants du célebre principe d’Euler suivant
lequel, en une variable, toute solution C'°° sur un intervalle de R d’une équation différentielle &
coefficients constants est combinaison linéaire des fonctions du type = — z¥e** k € N, X € C, qui
en sont solutions.
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Proposition 4.5, de montrer qu’il existe une distribution tempérée ¥ € S’'(R”,C)
telle que

Pliwy,.c.yiwy) - ¥ =1
au sens des distributions tempérées dans R, ; en effet la transformée de Fourier de
la distribution P(9/0x1, ...,0/0xy,) [do] est la distribution fonction [P(iw, ..., 1w, )]
(Proposition 4.4). On posera alors S = F (V) (F désignant la transformation de
Fourier, isomorphisme entre S’'(R?, C) et S’(R?,C)) pour avoir la solution fonda-
mentale tempérée voulue (si K = R, on prendra la partie réelle de cette distribution
S).
Voici comment on procede pour construire ¥. On introduit sur R la fonction
polynomiale positive ou nulle

w € R" — P(w) = |P(iws, ..., iwn ) |2
Soit ¢ € D(R?,C). La fonction

(4.49) A€ {ReA>1}+— P (w) P(iw) p(w) dw
R%

est une fonction holomorphe dans le demi-plan ouvert {Re A > 1} (cela résulte du
théoréme de Morera, voir [Charp], combiné avec le théoréeme de Fubini). Du fait
de la relation de Bernstein (4.48) et de la formule d’intégration par parties (en fait
la formule de Stokes & plusieurs variables) appliquée de maniere répétitive en les
variables x1,...,x, les unes apres les autres, on voit que, si ReA >> 1, on a la
relation

/ P (w) P(iw) p(w) dw =
Rn

1 -
=0T /R P w)Q (wl, ey Wity _6%1’"' - %,A) P ¢] dw.
La relation (4.50) permet de prolonger la fonction (4.49) en une fonction méro-
morphe (notée A — (U, ) dans tout le plan complexe 1°. Il n’y a aucune raison
a priori pour que A = 0 ne soit pas un pole 1 de ce prolongement ; cependant, la
fonction méromorphe A — (¥ ) se développe en série de Laurent au voisinage
de A = 0 (ordre de ce pole est fini) et 'on convient de noter (¥, ¢) le coefficient
de A% dans ce développement. Comme

(4.50)

= (log( )k
P w) = exp (Mog ) Z g(PW)"
k=0
et que toutes les distributions fonction [w!' ... wh (log(P(w)))¥] sont tempérées pour
tout multi-indice [, pour tout k£ € N, on v01t que
pr— (¥, )
définit une distribution tempérée. Mais il résulte de la relation (4.50) que
(Pliw) W) = | [ P10) P Pliw) plw) ]| = (1))

16. Pensez par exemple & la maniére dont on prolonge la fonction A — I'(A) (holomorphe a
priori dans le demi-plan {Re A > 0} du plan complexe en une fonction A — (¥*, ) méromorphe
dans C, ce en exploitant la relation fonctionnelle I'(A41) = AT'()\) sous la forme I'(A) = T'(A+1)/A.
C’est un peu plus compliqué ici car la relation fonctionnelle (4.50) est plus complexe, mais 1'idée
est essentiellement la méme.
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On a donc bien trouvé la distribution tempérée ¥ cherchée, donc aussi par Fourier
inverse la solution fondamentale S. ([

Des exemples importants émaillent les cours précédents (en particulier le cours
d’Analyse Complexe [Charp]). En voici une liste des plus importants.

EXEMPLE 4.33 (solution fondamentale du laplacien). Une solution fondamen-
tale tempérée de lopérateur de Laplace (ou encore laplacien)

n 82

est donnée lorsque n = 2 par

Sz, [log\/w”y} loglxﬂyl]
et lorsque n > 2 par
_T/2) [lz)>™
27m/2 (n — 2)

(ceci résulte de la formule de Green, voir [Charp], chapitre 3). On note que comme
2—n> —n, x> ||z]|>~™ est bien une fonction localement intégrable. La norme ici
est la norme euclidienne.

S(.Tl, 737n> = —

EXEMPLE 4.34 (solution fondamentale de l'opérateur de Cauchy-Riemann).
Lorsque n = 2, une solution fondamentale de 1’opérateur de Cauchy-Riemann

9 _1 (2 i ﬂ)
0z  2\0x Oy
est la distribution fonction

1 1 171

=L 5- 20

T Lle +1y T lz
Ceci résulte de la formule de Cauchy-Pompeiu (voir [Charp]) qui assure que si
© € D(R?,C) (en fait C* & support compact suffit),

_ // Op dedy ¢
C2um oC (—=

EXEMPLE 4.35 (Le cas de la dimension 1). Attention! Si P(d/dx) est un
opérateur différentiel tel que

Y

jlll

(les o, j =1,...,m, étant les racines de P et les v; leurs multiplicités) et que I'on

note
m  Vj
S = ZZijLaj,z,

j=11=1
la distribution causale S vérifie P(d/dx)[S] = Jp (voir la Proposition 3.11) mais
elle n’est pas en général tempérée (sauf si les c; sont tous de partie réelle négative
ou nulle). L’opérateur P(d/dz) admet bien une solution fondamentale tempérée 1

17. On pourra en calculer une en exercice.
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d’apres le Théoreme 4.31, mais elle n’est pas en général causale! On pourra en
calculer une en exercice.

4.3.2. L’équation de la chaleur. Si 2 C R" est un ouvert de R” et
(t,z) — O(x,t)

un champ de température dans ce domaine (¢ désignant ici le temps), le premier
principe de la thermodynamique, couplé avec I’équation de Green (qui affirme '®
que le flux du gradient de © sortant d’'un volume fermé est égal a I'intégrale dans
ee volume de la divergence de ce champ de gradient, ¢’est-a-dire du Laplacien A®),
assure que © obéit (en les variables (¢,x), t > 0, z € Q), a I'équation de la chaleur
(on dit aussi équation de Fourier)

_PT

=

ou ~ désigne le coefficient de diffusivité thermique, PT la productivité thermique,
p la masse volumique du matériau dans lequel s’effectue la propagation, et ¢ la

chaleur spécifique de ce méme matériau. Au coeflicient pres, 'opérateur différentiel
en jeu ici est I'opérateur de la chaleur

n 2
(4.52) LA N

(4.51) (— — Am) [©]

Il est important de disposer d’une solution fondamentale tempérée pour cet opé-
rateur. Il est possible dans ce cas particulier de calculer pareille solution, ce que
nous allons faire ici en exercice.

Si S est une telle distribution tempérée sur R; x R7?, on définit une distribution

tempérée F,.[S] sur Ry x R? en utilisant la régle de dualité :

(4.53) (FuIS], o(t,z)) := <s7 tz) = [ o(t,w)e i@ dw>.

Rn

La distribution F,,[S] définie par (4.53) est appelée transformée de Fourier partielle
de S suivant les variables x (de variables duales w).. Dans le cas particulier étudié ici,
exiger que € D'(Ry x R?, C) soit une solution fondamentale tempérée de 'opérateur
(4.52) équivaut (d’apres les Propositions 4.5 et 4.4) a dire que F,[S] est solution de

(2 +w710) [F18] = Falso(t) @ d0(x)] = dolt) © 1] ).

En utilisant la formule des sauts dans le cadre multi-D (Proposition 2.8), U étant
Pouvert {t > 0} C Ry x R”, combinée ici avec la Proposition 2.7, on constate qu'une
distribution (d’ailleurs tempérée) sur R, x R? solution de

0 9 B
(57 +«1d) [¥] = 6o(t) & [1] ()
est la distribution

U :peDR xR, R) —> <H(t) exp(—t|jw|?), <p(t,w)>.

18. C’est la formule de Green-Ostrogradski, voir par exemple [Charp].
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En utilisant la transformation de Fourier inverse 7! (toujours partielle suivant les
variables w, de variables duales x) :

(4.54)
_ n 1 i(w,z
FIU] <p€D(Rt><RI,(C)»—><\II, (t,w)HW/Rngo(t,m)e< >dx>

1 .
= (H(t —tl|w|?), (t,w) — t 1<M>d>
(1O exp(=tllP). (1) = oz [ oltia) o) o),
on construit avec S = F, 1[¥] une solution fondamentale tempérée de support dans
{t > 0} de lopérateur de la chaleur (4.52). Or pour ¢t > 0 fixé, la gaussienne
w > exp(—t]w|?)

se transforme via la transformée de Fourier inverse en la gaussienne

!/
oy / e tlell? gitw.s) g, — L / o122 it o/ v/aE) 9
(2m)™ Jgn 2m)™ Jgn (2t)/2
el
(47t)n/2
Ceci implique, si on le reporte dans (4.54), qu’une solution fondamentale tempérée
réelle de Popérateur de la chaleur (4.52) est la distribution tempérée (causale en t) :

1 g2
(4.55) S 19 € DR X RLR) — s <H(t)e el /4t sD(t’%)>.

Voici comment on peut exploiter la connaissance d’une telle solution fondamentale.
Considérons une distribution 7' € £'(R?,R) et la distribution T = dy(t) ® T(x)
dans R; x R”. On peut convoler les distributions S et T (puisque T est & support
compact) et construire ainsi une solution distribution S * T de

0 0
(& - Az) S+ T = [(& - AI> [S}] «T =T = 6(t) ® T(x).
La distribution ainsi construite est solution de I’équation de la chaleur

0
4.56 (5 -a.)©1=0
(4:56) o — ) (6]
dans Pouvert {t > 0} puisque la restriction de la distribution T & cet ouvert est

la distribution nulle. D’autre part, si (tx)r>0 est une suite de nombres strictement
positifs tendant vers 0,4, on constate que la suite des distributions fonction

(W [exp(—llez/“k)Dkzo

converge vers la masse de Dirac 6y(z) dans R™. Ainsi'?, lorsque T' = [g], ol g est
une fonction continue & support compact dans R”, la distribution

S# Ty =5 (do(t) @ [g](x))
correspond dans {t > 0} & la solution de 1’équation de la chaleur (4.56) dont la

< valeur au bord » (c’est-a-dire la valeur initiale sur I’hyperplan {¢ = 0}, i.e. &
Iinstant ¢ = 0) est la distribution fonction z — g(z) sur RZ. Cette distribution

19. Pour justifier proprement ceci, ce que ’on pourra faire en exercice, il faut dans un premier
temps supposer que T = [¢], ou ¢ € D(RZ,R), puis utiliser la Proposition 2.2 qui permet la
régularisation de [g].
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S+ T, rend donc compte (dans ouvert {¢ > 0}) du phénomene de propagation de
la chaleur généré par la donnée initiale [¢g] € £'(R™,R) a 'instant ¢ = 0.

4.3.3. L’équation des ondes. Dans un milieu homogene et isotrope, la pro-
pagation des ondes est régie dans l'espace temps Ry x R? (z = (z1,...,2,)) par
I’équation de propagation

0? "L 92
i=1 9%
20

ol ¢ désigne la vitesse de propagation dans le milieu (ce peut-étre celle du son =",
celle de la lumiére, etc.). Cette équation est appelée équation des ondes. Dans le cas
n = 1, on appelle équation des cordes vibrantes; dans le cas n = 2, c’est 1’équation
des membranes vibrantes.

L’opérateur différentiel

2

est appelé d’alembertien et noté . ou simplement [ s’il est normalisé avec ¢ = 1.
Le cone fermé de R; x R? défini par

I':={(t,x) e Ry xR ; t > ||z||/c}

est appelé (pensez & la théorie de la relativité lorsque ¢ est interprété comme la
vitesse de la lumiere) céne du futur.

a) Le cas n =1 (< cordes vibrantes > )

Lorsque n = 1, I’équation (4.57) (dans Ry x RY) se résout en effectuant le change-
ment de variables (z,y) <> (X,Y), ot X = ct + 2, Y = ¢t — z. Elle se ramene en
effet dans ce cas a
82
0XoY [E] =0,
ce qui s’integre, si I'on suppose que l'on cherche les solutions E € D'(R; x R,, K),
en disant que
E(t,z) = ®(ct + ) — VU(ct — x),
ou ¢ et ¥ sont deux distributions quelconques sur R, a valeurs dans K. On note
qu’il existe (dans ce cas n = 1) une solution fondamentale tempérée de support
inclus dans le cone du futur, a savoir la distribution E; . définie par

Ei.=H(ct—z)® H(ct + ).

REMARQUE 4.36 (cordes vibrantes). L’étude de I’équation des ondes en di-
mension n = 1 peut aussi étre envisagée sous un angle tout a fait différent (c’est
précisément le point de vue des < cordes vibrantes ») lorsque R; x R, est rem-
placé par R;x]0, L[. On étudie cette fois les vibrations d’une corde de longueur L,
soumise & une tension 7' & ces deux extrémités (fixes). La recherche de solutions
stationnaires (c’est-a-dire du type E(z,t) = f(x) x g(t), correspondant au fait que
la corde vibre < en fuseaux ») de I’équation des ondes

(82 5 02

5 ﬁ) [E](t,z) =0, teR, z€lo,L],

20. En l'occurrence, 343 metres par seconde dans 'air.
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conduit a la résolution de

f(l‘) x g”(t) —_ CQfN(QJ‘) % g(t) — 02 f//(x) _ g”(t) — _w2 c (C,

flx)  g(t)

oll w? est une constante. Le systéme & résoudre est donc

0.}2

g+’ g(t) =0 & f'(z)+ 5 f@) =0.
Ceci conduit &
f(z) = Acos((w/c)x) + Bsin((w/c)xz) & g(t) = acoswt + Fsinwt.

Nous n’approfondirons pas ici cet aspect, relevant plus de I'analyse harmonique que
de la théorie des distributions.

b) Le cas n = 3.

Lorsque n = 3 et ¢ = 1, vérifions qu'une solution fondamentale tempérée de
Iopérateur des ondes, i.e. une solution tempérée de

OB, x] =do(t, X) (ici X := (z,y,2))

de support inclus dans le cone du futur {t > || X||} (en fait ici plus précisément
dans la frontiere de ce cone) est donnée par

(4.59) (Bs,0(t, X)) = /]0 I (% /SZ o(t, 16) d02(9)) dt,

ot doy désigne la mesure de Lebesgue sur la sphere unité S% de R%.

Vérifions le en exercice. On note que, dans l'expression proposée en (4.59) pour
décrire 'action de Ej3, 'intégrale

1 . .

In p(t,10) doa(0) = Myg2 [ X — (¢, X)].

™ Js2

représente la moyenne de la fonction X — (¢, X) sur la sphere de centre l'origine
et de rayon t. On note que pour 7 > 0, par dérivation par rapport au parametre
sous l'intégrale,

62
a2

82

(4.60) (M2 (X = 0t 0)]] = Moo [X = =5 (8, X)]]-

D’autre part

0?2 20

(461) Mg [v0 Ax [p(t, X))| = (55 + = o) [Mea[X = ()]
or?2 T or
puisque le Laplacien d’une fonction radiale r — 6(r), r = || X]||, s’exprime en di-

mension 3 dans R3 \ {(0,0,0)} par

7z i /
AxIBAXINT = 07X + = O UXTD-
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On a donc, en reportant dans (4.59) :

(OB ) = <E3,D<p>:/

[T M, e [X s Dot X)]} dt

10,00( =t
= [ G e 2) Pl ]
_ /]0700[ [(37; — %22) {T M, g2 [X @(t,X)mT:t dt

) [T Mose [X o (e, X)]) ot

t Ot

T=t

o0

p)
T) [T M, e [X — ot X)” T_t]

(- mslxven]] ]

= lim M,g[X — ¢(0,X)] = ¢(0,0).
T7—0+

On a bien ainsi vérifié que la distribution E3 € §'(R; x R%,R) définie par (4.59)
vérifie au sens des distributions dans R; x R3; I'équation

O Es = do(t, X).

c) Le cas n =2 (< membranes vibrantes > )

On prend ici encore ¢ = 1. On rapporte le plan aux coordonnées (z,y) (z = z +iy).
Le fait de disposer d’une solution fondamentale tempérée E3 de support inclus dans
le cone du futur {¢t > ||(z,y,2)||} (donnée par (4.59)) pour lopérateur des ondes
dans R, x R3  _ induit la construction d'une solution fondamentale tempérée E,
pour l'opérateur des ondes dans R; x Ri)y (supportée aussi par le cone du futur

dans cet espace). Il suffit en effet de poser, si ¢ € D(R; x Riy, K),
(4.62) (Ba(t, z,y), ot 2,y)) = (Es(t, 2,9, 2), o(t,z,y) @ 1(2)) ;

le fait que E3 soit supportée dans R; x Ri,y,z par le cone du futur justifie en effet
la définition (4.62) ci-dessus, méme si la fonction

(t,z,y,2) — o(t,2,y) ® 1(2)

n’est plus & support compact. On vérifie en effet que si ¢ € D(R; x R2 | K),

T,y
<E2(t7x7y)7mt,x,yw> = <E3(t7xuy7z) ) Dt,x,yS‘)@ 1(2)>
= <E3(t, 2,9,2) 5 Otz [@(t, ,y) @ 1(Z)}>

[gp(t, 2,y) ® 1(2)} = ©(0,0,0).

t=x=y=2=0

Le calcul de E5 a partir de la définition (4.59) de E3 se conduit ainsi. En utilisant
les coordonnées sphériques dans R;O’ny,z, puis le changement de variables consistant
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a poser p:=Tsiné, on a

TM g2 [X = ot z,y) ® 1(2)] =
27
(4.63) = / o(t, Tcosfsing, Tsinfsing) sin& df d

2m
dpdf
/ / t, 7 cosO, T sin&)\/p%.
2 —p
En reportant (4.63) dans (4.60) (via 'expression de laction de E3 donnée par

(4.59)) on trouve que la solution fondamentale tempérée Ey pour O dans R; x Ri,y
est donnée par

(4.64) (Es(t,z,y), o(t, z,y)) =5 ///>| | \/LZPd x dy dt.

Il s’agit d’une distribution fonction tempérée et de support inclus dans le cone du
futur (mais non plus cette fois portée par la frontiere de ce cone comme c’était le
cas pour E3 dans R, xR3 ). La distribution (t,z,y) — Ea(t,z,y) dans R, x R}
est solution fondamentale de I'opérateur des ondes [ dans R; x Rw,y

t,x,y

EXERCICE 4.37 (propagation d’onde & partir de conditions initiales données).
Soient Ty et T, deux distributions dans D'(RZ ,,R). En utilisant la distribution
Es introduite en (4.64), montrer qu'’il existe une unique distribution réelle E sur

R; x R2 | de support dans {t > 0}, telle que
OE = §(t) @ Ty (x, y) + 56(t) ® To(x, y)

Si Ty = [g1] et To = [g2], ot g1 et g2 sont des fonctions C>° sur R?, montrer que E
est la distribution fonction C* dans [0, oo[xRiyy correspondant a la fonction

z,y)

(t,2,) v ult,2,9) = Llor](t,2,9) + o [£[ow]

ol
t h(z +t&,y+1tn)
cihlt = [ [ p e
2 ) Jemerinenon)  VI-ICP
On remarque que E satisfait OE = 0 dans {¢t > 0}, donc obéit bien & 1’équation

des ondes. Les conditions initiales (z,y) — ¢1(z,y) et (x,y) — g2(z,y) (imposées
en ¢t = 0) régissent la propagation de l'onde.

d§ dn

REMARQUE 4.38 (membranes vibrantes). Comme pour le cas n = 1 (cordes
vibrantes, voir la Remarque 4.36), on peut envisager le probléme sous un tout autre
angle en supposant que ’on ne travaille plus dans R; x Riy mais dans R; x U, ou
U est un ouvert borné de frontiere réguliere dans R? (la surface d’un tambour par
exemple). On étudie les vibrations d’une membrane tendue fixée au bord (comme
la peau d’un tambour précisément). Comme en dimension n = 1, on peut chercher
les solutions stationnaires (z,y) — f(x,y) x g(t) de ’équation des ondes

>, _
dans l'ouvert Ry x U cette fois. Il s’agit ici encore d’un probleme d’analyse harmo-
nique que nous n’étudierons pas dans ce cours.
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4.3.4. Hypoellipticité. Plusieurs opérateurs importants introduits dans ce
cours (et déja de fait présents dans le cours d’Analyse complexe, voir [Charp)), tels
I'opérateur de Laplace dans R”, celui de Cauchy-Riemann dans R?, les opérateurs
P(d/dx) en dimension 1, etc., partagent une propriété importante : ils admettent
tous une solution fondamentale dont le support singulier est inclus dans {0}. De
fait, nous avons le résultat suivant.

PROPOSITION 4.6 (caractérisations de 'hypoellipticité). Soit
P( 0 0 ) — P(D)

Oz’ Oz,
un opérateur différentiel en n variables & coefficients constants (P € K[ X1, ..., X,],
K =R ou C). Les trois propriétés suivantes sont équivalentes.

(1) Toutes les solutions fondamentales de Uopérateur P(D), i.e. les distribu-
tions T telles que P(D)[T] = d¢ au sens des distributions, ont leur support
singulier inclus dans {0}.

(2) Il existe au moins une solution fondamentale pour lopérateur P(D) dont le
support singulier est inclus dans {0}.

(8) Pour toute distribution T € D'(2,K), ou Q est un ouvert de R™, on a
(4.65) SS(T) C SS (P(D)[T7)

(autrement dit, Uopérateur P(D) respecte en les préservant les singularités
de la distribution sur laquelle il agit) ; en particulier

w66) [ (P(D)[T)) =0 <= (P(D)[T] =[], g € C=(2,))]
. — [SS(1) =0 += (T =1/], f € C*(2.K))].

DEMONSTRATION. Que le point (1) implique le point (2) est immédiat. 11 en

est de méme pour l'implication (3) = (1) (si P(D)[T] = o, le support singulier
de T est, d’apres (4.66), inclus dans celui de &y, qui est égal & {0}). Reste la seule
implication délicate de la Proposition, & savoir 'implication (2) = (3).
On suppose donc que la condition (2) est remplie, ¢’est-a-dire qu’il existe au moins
une distribution Ty € D'(R™,K) telle que P(D)[Tp] = dp et que la restriction de
To & R™\ {0} soit une distribution fonction correspondant & une fonction C*°
f R"\ {0} — K. Soit T € D'(Q,K). Pour montrer que le support singulier de T
est inclus dans celui de P(D)[T), il suffit de vérifier que le support singulier de pg - T
est inclus dans celui de P(D)[px - T| pour toute fonction plateau px € D(,[0,1])
subordonnée & un compact K arbitraire de € : en effet les distributions P(D)[T]
et P(D)[pk - T] coincident au voisinage de K et leurs restrictions & un voisinage
ouvert w de K (ol px = 1) ont donc méme support singulier ; si le support singulier
de px - T est inclus dans celui de P(D)[px - T, le support singulier de la restriction
de px - T & w sera donc inclus dans celui de la restriction & w de P(D)[T]; comme
T et pgT coincident dans w, le support singulier de la restriction de T" & w sera
dans ce cas inclus dans celui de la restriction & w de P(D)[T] et, K pouvant étre
un compact arbitraire de 2, on aura bien ainsi montré SS (T') C SS (P(D)[T]). Ceci
montre que l'on peut, pour prouver (2), se ramener a supposer 2 = R™, ce que nous
ferons.

Soit g € R™ \ SS(P(D)[T]). Le but est de montrer que zo € R™ \ SS(T). La
restriction de la distribution P(D)[T] & une boule ouverte Bgn (xq, 2¢) de rayon assez



88 4. DISTRIBUTIONS ET TRANSFORMATION DE FOURIER

petit (SS (P(D)[T]) est un fermé de R™, donc de complémentaire ouvert) coincide
donc avec une distribution fonction [¢).], ot ¢, : Brn (2o, 2¢) — K est une fonction
C*°. Considérons une fonction plateau p. € D(Bgn(xo, 2¢),[0,1]) identiquement
égale a 1 au voisinage de la boule fermée B(zg,€). On peut écrire (en utilisant la
régle de Leibniz)

(4.67) P(D)[p. - T] = P(D)[T] + S.,

o S, est une distribution de support inclus dans R™\ Bgn (g, €). Tous les points de
la boule ouverte Bgn (g, €) sont donc inclus dans le support singulier de P(D)[p.-T]
puisque la distribution P(D)[T] coincide avec la distribution fonction [¢¢] dans la
boule ouverte Bgn(xg,2¢). Multiplions (4.67) avec l'identité de partitionnement
1=pc+ (1 —pc). On en déduit

(4.68)
P(D){p. ) = p.- PD)T) + (1 - p) - P(D)T) + (S, ~ PD)[(1 - ) - T))
= [p] + S., o€ D(Bg~(0,2¢),K), Supp S. cR” \ Bgn (0, €).

Comme les deux distributions p. - T et P(D)[dp] sont & support compact, il résulte
de la Proposition 3.10 (associativité du produit de convolution lorsque deux des
entrées au moins sur les trois sont & support compact) que

pe T =do* (pT) = P(D)[To] * (pe - T)
(4.69) = (P(D)[do] * To) * (pe - T) = (To * P(D)[do]) * (pe - T)
=Ty (P(D)[o] * pe - T)) = To + P(D)lpc - T).

On fixe maintenant une nouvelle fonction plateau o, € D(Bgx (0, 2¢/3), [0, 1]), iden-

tiquement égale & 1 au voisinage de Bgr(0,€/3). On a, en découpant au second
membre de (4.69) To en Tp = o - To + (1 — o) - To,

(470)  pe-T = (0c-To) * P(D)lpe - T] + (1 — o) - To) * P(D)[p. - TI.

Or la distribution (1 — o) - Ty est une distribution fonction du type [®] avec
®. : R" — K une fonction C* puisque par hypothese le support singulier de la
solution fondamentale Ty est inclus dans {0}. D’apres 'exemple 3.18, la convolée
de la distribution & support compact P(D)[pe - T'] avec la distribution fonction [®]
est une distribution fonction [¥.], ot ¥, : R™ — K est une fonction C*°. D’autre
part, en utilisant (4.68), on voit que

(4.71) (0c - Tp) * P(D)[pe - T] = (0 - Ty) * [pe] + (0 - Tp) * S.

Toujours suivant l'exemple 3.18, la distribution (o, - Tp) * [¢e] est une distribution
fonction correspondant & une fonction ©, : R™ — K de classe C*° (de support
d’ailleurs inclus dans la boule ouverte de centre zy et de rayon €/3 + 2¢). Enfin,
comme le support de S, est inclus dans R™\ Bg~ (g, €) et que celui de la distribution
a support compact o, - Ty est inclus dans Bgn(0,2¢/3), celui de la distribution
(0¢-Tp) * Se est inclus dans le complémentaire de la boule fermée de centre z et de
rayon € — 2¢/3 = €/3. Dans la boule ouverte Bgn (20, €/3), la distribution T coincide
avec p. - T, soit, d’apres (4.70) et (4.71), avec la distribution fonction correspondant
a la fonction C*° V¥, + O.. Le point zy est donc bien dans le complémentaire
du support singulier de 7. On a ainsi vérifé (en passant aux complémentaires)
I'inclusion SS (T') C SS (P(D)[T]) et achevé la preuve de la Proposition 4.6. O
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Cette proposition nous amene naturellement a la Définition suivante.

DEFINITION 4.39 (notion d’hypoellipticité). Un opérateur différentiel P(D)
en n variables & coeflicients constants (P € K[Xq,...,X,], K = R ou C) est dit
hypoelliptique s’il vérifie 'une des trois propriétés équivalentes de la Proposition
4.6.

EXEMPLE 4.40 (distributions harmoniques, distributions holomorphes, etc.).
Le Laplacien dans R", I'opérateur de Cauchy-Riemann 0/0z dans R2, tous les
opérateurs différentiels a coefficients constants en une variable, sont hypoelliptiques.
Si T est une distribution dans un ouvert 2 de R™ telle que AT = 0 au sens des
distributions dans 2, alors T' = [F], ou F est une fonction harmonique (donc C*°)
dans Q. Si T est une distribution dans un ouvert de R? telle que (9/0%)[T] = 0
au sens des distributions dans €2, alors T' = [f], ou f est une fonction holomorphe
(voir [Charp]) dans Q. Si T est une distribution dans un ouvert de R telle que
P(D)|T] = 0 dans cet ouvert, T' = [g], ol g est une exponentielle polynéme solution
de I’équation différentielle & coefficients constants P(D)[g] = 0 dans R (d’apres le
théoréeme d’Euler).

EXERCICE 4.41 (distributions et méromorphie). Soit  un ouvert de C, A
un sous ensemble de  sans point d’accumulation dans €. Soit f une fonction
holomorphe dans 2\ A. Montrer que les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

— la distribution fonction [f] € D’(Q2, C) se prolonge en une distribution sur

Q;

— la fonction f est la restriction a Q\ A d’une fonction méromorphe dans €.

EXERCICE 4.42 (puissances du laplacien). Soit N un entier naturel non nul. On
note AV = Ao---0A (N fois) I'opérateur de Laplace étant entendu ici & n variables.
Soit T une distribution sur R (& valeurs dans le corps K) telle que AN [T] = 0 pour
un certain N € N*. Montrer que T = [F], ou F' € C*°(R",K). Peut-il exister des
distributions tempérées dans R" telles que AV[T] = 0 pour un certain N ? Enoncer
et retrouver le théoréme de Liouville pour les fonctions harmoniques dans R™ (on
appliquera ce qui précede avec N = 1).

EXERCICE 4.43 (vecteurs propres < distributions > de 'opérateur de Laplace).
Soit T une distribution dans un ouvert 2 de R? telle que AT = AT, avec A € C (T
est < vecteur propre > du Laplacien, de valeur propre associée \). En vous référant
au probléme du DS (que vous adapterez), montrer que T = [F], olt F est une
fonction C*° dans 2.
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