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TEXTE (en italiques) et CORRIGE

Exercice 1 (analyse)

1. Soit (fy)nen une suite de fonctions toutes définies sur un sous-ensemble I

de R et a valeurs dans C. Que signifie chacune des trois assertions suivantes :
e la série de fonctions |fu|nen converge simplement sur I ¢

e la série de fonctions |fy|nen converge normalement sur I ¢

e la série de fonctions |fplnen converge uniformément sur I ¢

Dire que la série de fonctions [fy],>0 converge simplement sur I signifie que
n
pour tout ¢ € I, la suite numérique ( > fk(t)) ., converge vers une limite
k=0 n
S(t) (ou encore, puisque I’on ne connait pas a priori S(t), que cette suite est
une suite de Cauchy dans C).

Dire que la série de fonctions [f,],>0 converge normalement sur I signifie
qu’il existe une série numérique a termes positifs [wy,|,>n, convergente telle
que pour tout n > ny, on ait

Viel, |fo(t) <w,.

Dire que la série de fonctions [f,],>0 converge uniformément sur I signifie
n

que la suite de fonctions ( > fk) ., converge uniformément vers une limite
k=0""/n2

S (ou encore, puisque ’on ne connait pas a priori S(t), que cette suite vérifie
le critére de Cauchy uniforme dans C, c’est-a-dire

Ve >0, AN(e) t.qVg>p > N(e),

kifk(t)‘ < 6)-

(="
n+1+t
[fnln>o converge t-elle simplement sur R ¢ Converge t-elle normalement sur
R ? Converge t-elle uniformément sur R ? Pour chacune des trois questions,

2. On suppose que I = R et que f(t) == La série de fonctions



on justifiera soigneusement la réponse a partir des définitions rappelées au 1
et de résultats du cours que l’on citera.

La série de fonctions [f,],>0 converge simplement sur R en vertu du critere
des séries alternées : en effet, pour tout ¢t € R, la suite (1/(n + 1+ t%))n>0
est bien une suite décroissante tendant vers 0.

Il n’y a pas convergence normale car, si cela était le cas, la série numérique
[fn(0)]n>0 = [1/(n + 1)],>0 devrait étre convergente, ce qui est faux d’apres
le critére de Riemann (la série [1/n%],>1 est convergente si et seulement si
a > 1 lorsque « est un nombre réel).

Le critere des séries alternées nous dit que le reste R,,(t) de la série numérique
[(=1)"/(n+1+t%)]n>0 est majoré en valeur absolue par la valeur absolue du
premier terme négligé, soit ici par

1 1

R,(1)] < < .
| ()|_n+2+t2_n+2

Comme cette majoration est indépendante de ¢, la série de fonctions [f,]n,>0
converge bien uniformément sur R.

Exercice 2 (algeébre).

Soient E un C-espace vectoriel de dimension finie n, T un opérateur de E
dans lui-méme et € un nombre réel strictement positif. Montrer qu’il existe
une base B = (€1, ...,€,) de Uespace vectoriel E telle que, si A = [a;;]1<ij<n
(i indice de ligne, j indice de colonne) désigne la matrice de T dans la base
B, on ait :

Vi,je{l,.,n}, i>j = a;;=0
Vi, j € {1, ...,’I’L}, 1<j] = |az-,j\ <€

[on citera toujours précisément les résultats du cours d’algébre utilisés ici/.

Le résultat est bien sir immédiat si E est un C-espace vectoriel de dimension
1. On admettra (hypotheése inductive) qu’il est vrai lorsque F est un C-espace
vectoriel de dimension n — 1.

Soit donc E un C-espace vectoriel de dimension n et 7' un opérateur de E
dans lui-méme. Puisque tout polynome a coefficients complexes est scindé,
lopérateur T est trigonalisable ; il existe donc une base By = { ﬁ, . f,;} telle
que la matrice [b; j]1<;j<n de T dans cette base soit triangulaire supérieure,
soit

—

) = biifi

(fi
) = biafi+baafo

T
T(f

N
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T(ﬁzfl) = bl,nflﬁ + b2,n71f2 + et bn—1,n—1ﬁ—1
T(fn) = bl,nfl + b2,nf2 + -+ bn,nfn .

Soit F' le sous-espace vectoriel (de dimension n — 1) engendré par fé, wny f;l
et p Vopérateur qui & x1 f1 + Tof2 + - - - + @y fr, associe Tofo + - + 2Ty fr. On
construit un opérateur 7' de F' dans lui-méme en posant

T(V) = p(T(V))

pour tout V dans F. 1 existe (d’aprés I'hypotheése de récurrence) une base
(€, ...,€,) de F dans laquelle la matrice de T soit triangulaire supérieure
avec tous ses coefficients strictement au dessus de la diagonale de module
sytictement inférieur a . On a donc

T(f b fi
T(€y) = biafi + a226>

[uy
~—

T(€n1) = bip1fi+aon_16+ -+ an_1n-16n_1
T(gn) = bl,nfl + a2,n€2 +---+ an,ngn

avec |a; ;| < esij > i > 2 et des coefficients complexes by, ..., b1, sur

lesquels on ne sait a priori rien. Si 'on pose €; = M f; avec M > 0, on a
donc

T(&) = bf

b2
T(&) = M €1 + ag 269
- 51 n—1 - -
T(€p—1) = —]’W €1 +aop_1€2+ -+ Upn_1n_1€n_1
T(e,) = 37 61 T a2nf2 o Gnnén

et, en choisissant M tel que maxsy< <y |b1 ;| < €M (ce qui est bien siir possi-
ble), on voit que la base (€1, ..., €,) convient.
Exercice 3 (algeébre).

1. Donner les définitions du rang et de la signature d’une forme quadratique
sur un R-espace vectoriel. Enoncer la lot d’inertie de Sylvester permettant



la classification des formes quadratiques sur un tel R-espace vectoriel. Que
devient cette loi d’inertie dans le cadre des C-espaces vectoriels ?

Le rang d’une forme quadratique sur un R-espace vectoriel est par définition
le rang de sa matrice dans une base arbitraire du R-espace. La signature est
définie a partir d'une réduction de Gauss de la forme quadratique ; si cette
réduction permet d’exprimer @) dans les coordonnées (X, Xo, ..., X,,) dans la
nouvelle base comme

QUX) =3 NX]
j=1

(ce que permet le procédé de réduction de Gauss), alors la signature est par
définition le couple d’entiers dont la premiere composante est le nombre de
A; > 0, la seconde le nombre de \; < 0, la somme des composantes étant
égale au rang.

La loi d’inertie s’énonce ainsi : étant donnée une forme quadratique () sur un
IR-espace vectoriel, il existe une base B dans laquelle la matrice de ) s’écrit

I, 0 0
0 —I 0 ;
0 0 zéros(n—r—s,n—r—2s)

ou (r, s) désigne la signature de la forme ; de plus le couple (7, s) est 'unique
couple d’entiers entre 0 et n ayant cette propriété lorsque la forme @ est
fixée.

Dans le cas complexe, la loi d’inertie s’énonce ainsi : étant donnée une forme
quadratique () sur un C-espace vectoriel, il existe une base B dans laquelle
la matrice de @) s’écrit

(6 sirostn=rn—r))
0 zéros(n—r,n—r))"’

ol r désigne cette fois le rang de la forme () ; ce nombre r est I'unique entier
entre 0 et n ayant cette propriété lorsque la forme (Q est fixée.

2. Calculer le rang et la signature de la forme quadratique Q sur R?® définie
dans la base canonique de C* par

Q(«'E,y, Z) = 21‘2 + 22/2 - 22 — 437!} — 2yz — 2xz.

Une réduction de Gauss nous donne
Q(xa Y, Z) = 2($2 - CU(Qy + Z)) + 2y2 - Z2 — 2y2
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= 2(x—2y;2)2—w+2y2—z2—2y2
= 2(3:—2y;z)2—3722—4y2

= oo EEY 3 (24 2

= g(e - WA D Ay

ce qui prouve que le rang est 3 et la signature (2,1).

3. Décrire géométriquement ’ensemble des points M de Uespace R? tels que
le vecteur OM soit un vecteur isotrope pour la forme quadratique Q).

Dans une base orthonormée de R?, @) s’exprime sous la forme
QIX,Y,Z)=X?+Y*-7?

(la base est donnée par des vecteurs dirigeant les sous-espaces propres de la
matrice symétrique

2 =2 -1
-2 2 -1
-1 -1 -1

dont les valeurs propres sont 4,1, —2). Dans le nouveau repére orthonormé
constituée des trois vecteurs propres, I’ensemble des points M de ’espace tels
que OM soit isotrope pour @ est donc le cone de révolution (avec ses deux

nappes)
Z=+vVX2+Y?

autour de 'axe OZ (dirigé par le vecteur propre correspondant a la valeur
propre —2, soit le vecteur (1,1,2)), de demi-ouverture 7/4, privé de son
sommet (0,0, 0).

Exercice 4 (analyse).

Soit a un nombre réel strictement positif et f la fonction f: ]0,+oo[— R
définie par

Vi>0, f(t):= i exp(—n®t) .
n=1

1. Montrer que f est une fonction de classe C* sur ]0,4o00| dont on ex-
primera sous forme de la somme d’une série de fonctions la dérivée f®) a
un ordre arbitraire p € IN.

Pour tout n > 1, la fonction

t €]0, +00[— exp(—n*t)
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est de classe C'*°, sa dérivée p-eme étant la fonction
t €]0, +oo[— (—1)Pn? exp(—n*t) .
Pour tout ¢35 > 0, pour tout p € IN, la série de fonctions
[(=1)Pn? exp(—n“t)]n>1
est normalement, donc uniformément, convergente sur |¢y, +oo| car
Vi >ty, Vn>1, |[(—=1)Pn*? exp(—n®t)| < n“? exp(—n“ty)

et que la série numérique [n* exp(—n®ty)|,>1 converge : en effet, il existe
une constante C telle que pour tout z > 0, exp(—z) < Cz™P~?/% d’on
n? exp(—n°ty) < n~2;7"%® qui est le terme général d’une série conver-
gente.

Les conditions d’application du théoréeme de dérivation terme a terme de la
somme d’une série de fonctions s’appliquent donc sur tout intervalle |¢q, +00[
avec to > 0 arbitraire. La fonction f est donc C'* sur |0, +oo[, de dérivée
p-eme la fonction

t €]0, +o0[—= (=1)" > n* exp(—n"t).

n>1
2. Prouver, pour tout a,b tels que 0 < a < b < 400 [’égalité

/abf(t)dt s exp(—n®a) — exp(—n*b) '

na

n=1

Le fait que la série de fonctions [exp(—n®t)],>1 converge normalement, donc
uniformément sur [a,b] (voir la question précédente) permet d’intervertir
prise d’intégrale et sommation (c’est le théoreme du cours d’analyse relatif a
'intégration d’une série de fonctions terme a terme sur un intervalle). Comme

/ab exp(—n®t)dt = [_ Mr |

nOé
a

on a bien la formule voulue

oo

/abf(t)dt S exp(—n®a) — exp(—n*b) '

nO{

n=1



3. Prouver, pour tout a > 0, la formule

b 00 o
lim [ f(t)dt =Y M
n=1 n

b—oo a

[on citera toujours précisément les résultats du cours d’analyse utilisés ici/.

Pour tout b > a, on a

exp(—n®a) — exp(—n*b) < exp(—n®a)

ne ne

Comme la série numérique [exp(—n®a)/n®],>1 est convergente, on peut inter-
vertir la prise de limite en b et le processus de sommation (voir la remarque
2.5 du cours d’analyse), d’oti la formule voulue.



