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iensDate : 6 Septembre 2006 De 14h �a 17hDo
uments non autoris�es.�Epreuve r�edig�ee par A.Y.LeRoux et A.Yger Dur�ee : 3 heures-1-Alg�ebre et Probabilit�esUn assureur g�ere un portefeuille de N assur�es automobilistes, 
lass�es en trois 
at�egories : Bonus,Normal et Malus, dont l'e�e
tif est respe
tivement not�e Uk, Vk, Wk pour l'ann�ee k: Il s'agit detrois variables al�eatoires dont la somme est toujours �egale �a N:1�- Les variables al�eatoires Uk, Vk, Wk sont elles ind�ependantes ?Chaque ann�ee, 
ertains assur�es subissent un sinistre dont ils sont 
onsid�er�es 
omme respon-sables, et qui provoque �eventuellement un 
hangement de 
at�egorie. On note p la probabilit�e d'untel sinistre pour un assur�e (on prend la même valeur de p pour 
haque 
at�egorie, pour simpli�er leprobl�eme ; 
e
i 
orrespond aussi �a une forte vigilan
e poli
i�ere). Ainsi, un nombre Xk de la 
at�egorieBonus va être re
lass�e Normal, tandis que Uk �Xk resteront dans la 
at�egorie Bonus �a la �n del'ann�ee k: On suppose que la variable al�eatoire Xk suit la loi binomiale B(Uk; p):De la même fa�
on, on note Yk le nombre d'assur�es de la 
at�egorie Normal ayant subi un telsinistre durant l'ann�ee, k, assimil�e �a une variable al�eatoire de loi binomiale B(Vk; p); et qui serontre
lass�es en Malus: Les autres Vk � Yk seront re
lass�es en Bonus. On note ensuite Zk le nombred'assur�es de la 
at�egorie Malus ayant subi un tel sinistre durant l'ann�ee, k, assimil�e �a une variableal�eatoire de loi binomiale B(Wk; p); et qui seront maintenu en Malus. Les autres Wk � Zk serontre
lass�es en Normal.2�- Montrer que 
es re
lassements 
orrespondent aux bilansUk+1 = Uk + Vk � Yk � XkVk+1 = Wk � Zk + XkWk+1 = Yk + Zk :3�- Cal
uler E(Xk); E(Yk) et E(Zk) :4�- On noteuk = E(Uk) ; vk = E(Vk) ; wk = E(Wk) ; et Rk = 0� ukvkwk1A ; M = 0� 1� p 1� p 0p 0 1� p0 p p 1A :Montrer que Rk+1 = M Rk :5�- Cal
uler le d�eterminant de M: 1



6�- Montrer que � = 1 est valeur propre de M; et 
al
uler les deux autres valeurs propres enfon
tion de � =pp(1� p) :7�- Cal
uler le ve
teur propre R; asso
i�e �a � = 1 et dont la somme des 
omposantes est �egale �a N:8�- Montrer que, si la suite Rk 
onverge (lorsque k �!1), sa limite est n�e
essairement R:9�- La 
at�egorie Bonus b�en�e�
ie d'une r�edu
tion de 50% et la 
at�egorie Malus subit une augmen-tation de 100% de sa prime. Ainsi, la re
ette est proportionnelle �aSk = 2 Wk + Vk + 12 Uk � � (Xk + Yk + Zk) ;en notant � le quotient du 
oût moyen d'un sinistre par le montant de la prime. En pratique, on a� > 1. Exprimer E(Sk) en fon
tion de p et Rk:10�- D�eterminer la limite de E(Sk): Il s'agit de l'esp�eran
e de re
ette : 
ette esp�eran
e est-elle
roissante ou d�e
roissante au voisinage de p = 0 ? (
'est �a dire, la vigilan
e poli
i�ere est ellefavorable ou d�efavorable pour les int�erêts de l'assureur ?)-2-Probabilit�esSur les N = 192 mat
hes des trois derni�eres 
oupes du monde (1998, 2002 et 2006), 498 butsont �et�e marqu�es, en 
umulant les s
ores des deux �equipes pour 
haque mat
h et sans 
ompter less�ean
es de tirs au but. De plus, parmi 
es mat
hes, 88 n'ont 
ompt�e que 0, 1 ou 2 buts.On repr�esente par la variable al�eatoire X le nombre de buts par mat
h. On veut savoir quelleest la meilleure loi �a asso
ier �a 
ette variable al�eatoire X, entre une loi de Poisson (P (X = n) =�nn! e�� ; � > 0) et une loi g�eom�etrique (P (X = n) = an(1� a) ; 0 < a < 1).1�- Donner une estimation de la moyenne de X; not�ee m = E(X): On suppose dor�enavant que
ette estimation de m est exa
te.2�- D�eterminer � et a en fon
tion de m.3�- On suppose dans un premier temps que X suit la loi g�eom�etrique de param�etre a: Cal
uler savarian
e.4�- On note Y la variable de Bernoulli d�e�nie parY = � 1 pour X � 2;0 pour X � 3:Etudier la variable al�eatoire Y (moyenne, �e
art-type)5�- On note T le nombre de mat
hes de s
ore � 2 buts. Evaluer la probabilit�e P (75 � T � 120) :(Une table des valeurs de la loi normale r�eduite est jointe �a 
e texte).6�-7�-8�- Reprendre les questions 3�-4�-5� pour X suivant la loi de Poisson de param�etre �, etproposer la meilleure loi �a asso
ier �a la variable al�eatoire X .Table de la loi normale r�eduite (T.S.V.P.) 2



F (x) = 1p2� Z x�1 e� �22 d�:x F(x) x F(x) x F(x)0.0 0.5 1.0 0.8413 2.0 0.97730.1 0.5398 1.1 0.8643 2.1 0.98210.2 0.5793 1.2 0.8849 2.2 0.98610.3 0.6179 1.3 0.9032 2.3 0.98930.4 0.6554 1.4 0.9192 2.4 0.99180.5 0.6915 1.5 0.9332 2.5 0.99380.6 0.7257 1.6 0.9452 2.6 0.99530.7 0.7580 1.7 0.9554 2.7 0.99650.8 0.7881 1.8 0.9641 2.8 0.99740.9 0.8159 1.9 0.9713 2.9 0.9981 -3-Alg�ebreOn s'int�eresse au 
al
ul des vitesses de vent dans l'atmosph�ere terrestre. On note u; v; et wles 
omposantes de la vitesse de l'air (le vent) dans les dire
tions Ouest-Est (longitude), Sud-Nord(latitude) et verti
ale (altitude), respe
tivement. En un point de latitude � on introduit lamatri
e M(�) = 0� k �!0 sin� !0 
os�!0 sin� k 0�!0 
os� 0 k 1A ;o�u k est un param�etre de fri
tion et !0 = �21600 est la fr�equen
e de Coriolis. On obtient la vitessedu vent V = 0� uvw1Aen r�esolvant le syst�eme lin�eaire M(�) V = F (�) ;o�u F (�) est une donn�ee m�et�eorologique de la formeF (�) = � 0� A(�) �P�xA(�) �P�y1� �P�z + g1A ; ave
 A(�) = 1� 
os2�et o�u � repr�esente la densit�e de l'air, de l'ordre de l'unit�e, P la pression atmosph�erique lo
ale et gla 
onstante de gravit�e (
onstante lo
ale, qui d�epend l�eg�erement de �).3



1�- Cal
uler le d�eterminant de M(�):2�- Cal
uler les valeurs propres de M(�).3�- D�eterminer les ve
teurs propres 
orrespondants (de norme eu
lidienne �egale �a 1).4�- E
rire la matri
e M(�) dans la nouvelle base 
onstitu�ee de 
es ve
teurs propres.5�- Cal
uler A = M 0 M o�u M 0 repr�esente la matri
e transpos�ee de M:6�- Cal
uler les valeurs propres de A et les ve
teurs propres 
orrespondants (de norme eu
li-dienne �egale �a 1).7�- E
rire la matri
e de proje
tion sur 
ette nouvelle base, et en d�eduire une te
hnique pourr�esoudre le syst�eme lin�eaire M(�) V = F (�) ;sans inverser la matri
e M(�).8�- On 
onsid�ere l'ensembleK(�) = f V = 0� uvw1A j v 
os�+ w sin� = 0 g :Montrer que K(�) est un espa
e ve
toriel sur R. Quelle est sa dimension ?9�- Montrer que K(�) est invariant par l'appli
ation lin�eaire dont M est la matri
e, 
'est �a direV 2 K(�) ()MV 2 K(�) :10�- Cal
uler le produit s
alaire (MV; V ) en fon
tion de la norme eu
lidienne de V; not�ee kV k.Remarque : En pratique le 
oeÆ
ient k est petit et la question 10� nous indique que la dire
tionde la vitesse du vent est pro
he de la tangente �a l'isobare lo
ale, dont F (�) est la normale.
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