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Résumé

Apreés une breéve présentation de quelques développements récents
de la théorie de l'intersection dus a I’école Polonaise et & J. Kollar, on
mettra en évidence dans cet exposé le role que pourrait étre amené a
jouer le calcul résiduel multi-variables rendu opérationnel, tant dans
le cadre intersection compléte que hors de ce cadre. On présentera
quelques objets résiduels introduits récemment dans des travaux en
collaboration avec C. A. Berenstein, M. Passare, A. Tsikh, A. Vidras et
leur implication dans certaines questions liées & la théorie arithmétique
de l'intersection.

C’est un tres grand plaisir pour moi de dédier cet exposé a Jean-Baptiste
Poly; inutile de redire combien ses idées ont inspiré les développements de la
théorie des résidus depuis les années 70; j’ajouterai, pour en avoir a chacune
de nos (trop bréves!) reconcontres fait Uerpérience, que ses remarques, sa
gentillesse, m’ont beaucoup apporté.

1 Quelques rudiments de la théorie
analytique de l’intersection

Etant donnée une variété analytique complexe X de dimension n, sa dia-
gonale A = {(z,z) € X x X'}, deux sous-ensembles analytiques irréductibles

*AMS classification number: 32A27, (32A25, 32C30).




7y et Zy, on sait ([27]) définir un “indice de contact” v(Z; x Zy, A; (x,x))
entre Z; X Z, et la sous-variété lisse A en tout point (z,z) de A, et ce de
maniere a ce que

z € X v(Zy x Zy,A; (z,1))

soit une fonction analytiquement constructible de X dans IN au sens de Lo-
jasiewicz [24]. A une telle fonction, correspond un cycle analytique Z; e Zy,
et I'on induit ainsi un procédé naturel pour définir le produit d’intersection
de deux cycles analytiques

Cl = Zajlcl,jl’ 02 = ZszCQ,Jé » Oy, sz € Za

Ji J2

(définis & partir de deux collections (C4,)j,, (Caj,)j localement finies de
sous-ensembles analytiques irréductibles et distincts), soit

Cl L 02 = ZZQJI/BJ2 Clvjl L4 C27j2 :
Jji g2
Ce procédé s’itere et 'on est donc en mesure de définir ainsi le produit
d’intersection C; @ --- @ C'y de N cycles analytiques C, ..., Cy.

A tout cycle effectif
C = Z ijZj
J

de X, est associé naturellement un faisceau d’idéaux

7(0) = l;[ﬂ%-)"‘%

ou
Z(Zj)s = {f € O,(X), f=0sur Z;}.

Il existe d’ailleurs une correspondance réciproque (a tout faisceau cohérent
d’idéaux, on sait associer un cycle analytique, voir par exemple [18]) qui,
méme si elle n’est pas aussi parfaite que la correspondance classique faisceaux
cohérents d’idéaux <> sous-schémas de (X, O(X)), permet de jeter malgré
tout un pont entre les points de vue géométrique et algébrique.

Les outils que propose I’analyse sont plus en relation étroite avec ce que 1'on
convient d’appeler le faisceau d’idéaux de Chow d’un cycle (voir par exemple
[18]). Rappelons brievement comment est défini I'idéal de Chow d’un cycle



effectif C' de dimension pure 0 < k < n de X en un point = de son support.
Pour simplifier, nous supposerons que X est un voisinage de 1’origine dans
C" et que z = 0. Supposons que C = >°; o;Z; et notons |C| le support de
C, soit 'union des sous-ensembles analytiques irréductibles Z;. Si 7 est une
application linéaire surjective de C* dans C**! telle que 0 soit un point isolé
de Ker 7N |C| (on dit encore une projection admissible), il existe un voisinage
U de l'origine dans C" tel que la restriction de 7 & UN|C| soit une application
propre de U N |C| sur 7 (U). A chaque composante irréductible Z; du cycle
contenant 0, correspond un nombre p; 7, qui est le nombre de feuillets du
revétement

PP Z;NU — ().

Alors, la projection 7(Z; NU) est un sous ensemble analytique de dimension
k de w(U), c’est a dire une hypersurface, que 'on peut donc définir par une

équation fr, dans m(U) (au voisinage de 0). On peut relever cette équation
et définir une fonction analytique dans U (éventuellement restreint) par

F(m,z): z— waj (7(2))%Hm25

En considérant toutes les projections admissibles possibles, on construit un
idéal dans ’anneau des germes de fonctions holomorphes en 0, que l'on ap-
pelle idéal de Chow associé au cycle C' a l'origine, défini par

I (C)g = (F(m,-), m admissible).

L’un des résultats majeurs illustrant le role que joue cette notion d’idéal de
Chow dans le cadre de la théorie de ’'intersection que nous venons d’évoquer
est la proposition suivante, dont on trouvera la preuve dans [18]:

Proposition 1.1 St C4,...,Cxy sont N cycles effectifs de X, alors, pour
tout x € |Ci|N---N|Cyl,

Z;hOW(Cl o---0 CN) C (Ix(Cl), ... ,II(CN)) ,

la barre ci-dessus désignant la prise de cloture intégrale dans ’anneau local
Oy (X).

Ce résultat se doit d’étre complété par le résultat (d’inspiration a I’origine
analytique) qu’est le théoréeme de Briangon-Skoda [9, 22, 23], selon lequel,
étant donné un idéal I dans un anneau local régulier de dimension n, on a



toujours l'inclusion I"+*~1 C I* pour tout & € IN*, et en donc particulier
I'inclusion I™ C I. Ainsi donc, si Cy,...,Cy sont N cycles effectifs de X, on
a, pour tout point x de I'intersection des supports de ces cycles, 'inclusion
algébrique

(2 (Cro- -0 CN))" C(Zo(C),- ., Tu(C)) -

Ce sont ces remarques qui conduisent aujourd’hui a une relativement bonne
compréhension des résultats d’effectivité en géométrie algébrique en ce qui
concerne par exemple les estimations optimum de degré dans les questions de
type Nullstellensatz. On peut en effet montrer, via I'introduction de cette no-
tion d’indice de contact, que deux sous-ensembles algébriques Z; et Zs de 'es-
pace A", de dimension pure, et s’intersectant suivant une variété algébrique
affine de dimension 0, donc finie, sont tels qu’il existe R > 0 et v > 0, avec

2l > R = d(2,Z1) + d(z, Zy) > ||z 708 * deeVrdes Xe¥ (1.1)

(d désigne ici la fonction distance) [11]. Cette information, lorsqu’on la couple
avec 'utilisation du théoreme de Bézout, se répercute (via le théoréme de
Skoda) en un résultat de nature algébrique au niveau de effectivité du Null-
stellensatz (voir [18]) en termes de degré: Si I, ..., Iy, sont N idéaux dans
K[X}, ..., X,], sans zéros comuns dans Kn, on K désigne une cloture intégrale
du corps K, il existe des polynomes @1 € I1,...,Qn € I, avec

1=Q1+ - +Qn

et surtout

N

degQ; < (n+1) [] deg ;.

j=1
Cependant, un tel résultat n’est pas totalement satisfaisant, au sens ou 'un
des outils intermédiaires majeurs, a savoir le théoreme de Skoda, réalisant
le pont entre l'information de nature géométrique (du type par exemple hy-
pothese de réguliere séparation a l'infini telle que (1.1)) et sa contrepartie

algébrique (du type par exemple Nullstellensatz effectif), joue le role d’une
boite noire masquant toute information a caractere arithmétique.

La solution du Nullstellensatz sous I’angle arithmétique (telle qu’elle est pro-
posée dans [3]) passe (au moins dans un cas particulier important) par une
relecture des conditions de séparation a l'infini en termes d’annulation de
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symboles résiduels. Soient par exemple Pp,..., P, n polynomes en n va-
riables a coefficients dans un corps commutatif infini K, définissant une fa-

mille normale (toute sous-famille extraite de {Pi,...., P,,} définit une suite
quasi-réguliere, ce qui s’interprete dans le cas IK = C en disant que cette
sous-famille définit une intersection complete dans C"). Si || || désigne une

norme sur K induite par une valeur absolue non triviale sur K, une condition
naturelle de séparation a 'infini se lit en termes d’“inégalités de Lojasiewicz
a 'infini”
dR >0, dg € N, dy > 0, tels que
X1l =2 R = [PL(X)| + - - + [Pa(X)[ 2 ]| X[ 77

En voici une conséquence plus algébrique, que 'on trouvera dans [3], section
4:si Ly, ..., L, sont des formes affines génériques, ’application

F: X (Li(X)™P(X),...,L,(X)"" P, (X))

(g désignant 1’exposant de Lojasiewicz a l'infini figurant dans (1.1)) est une
application polynomiale propre satisfaisant

Ve >0, dR(L) >0, F(L) >0, tels que
X[ > Re(L) = |[Fi(X)]| + -+ + |[Fu(X)| > Fe(D)|1 X[

Comme conséquence, on peut montrer, en utilisant toute la force du calcul
résiduel multi-variables, que, précisément pour un tel choix de ¢, tous les
éléments du corps

K(UIOa ceey Uiy o o o s UpQy - - -y U'nn)

que sont les symboles résiduels (pris au sens de [21], chapitre 3)

X0 X0 d Xy Ao AdXy,
Res , (1.2)
(L4 (u, X) P (O)PH L [LEH (u, X) By (X))

Li(u, X):=ujo+ Y upXp, k=1,...,n,

k=1
sont nuls des que

lal==ar1+...4+an <|Bl =51+ ...+ .
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La nullité de tous ces symboles résiduels fournit une information plus exploi-
table algébriquement que ne I’étaient les inégalités de Lojasiewicz. Si I'on
pense en termes d’analyse, c’est en effet cette fois 1'utilisation de la formule
de Cauchy-Weil, et non plus les méthodes de résolution du @ sous-jacentes
au théoreme de Skoda, qui permettent de faire le pont entre cette nouvelle
information (nullité des symboles résiduels) et le Nullstellensatz énoncé pour
I'idéal (P, ..., P,). Cette fois, la résolution de ce probleme algébrique se fait
via une formule algébrique, et ce de maniere totalement explicite, permettant
un controle tant des numérateurs que des dénominateurs des expressions ob-
tenues, lorsque K est par exemple le corps des fractions d’un anneau équipé
d’une taille [3].

Revenons maintenant au cas complexe; les symboles résiduels du type (1.2)
intervenant ci-dessus peuvent s’interpréter en termes de “résidus a l'infi-
ni” (en tant que sommes complétes de résidus & distance finie). Il sub-
siste cependant dans cette approche un obstacle de taille: les homogénéisés
des L;(u,-)9"'P;, ¢'ils définissent bien une variété discréete dans C" (ils y
définissent une intersection complete), définissent des hypersurfaces qui n’ont
aucune raison de s’intersecter proprement a l'infini. C’est 1a la motivation
majeure pour tenter d’étendre certains aspects du calcul résiduel au cadre
de situations non-intersection complete, ce aux fins d’applications tant de
nature algébrique que géométrique. L’objectif soutendant notre approche
reste l'interprétation, précisément en termes d’annulation de certains sym-
boles résiduels, des conditions de réguliere séparation a l'infini; ’annula-
tion de tels symboles se devra ensuite d’étre exploitée par le fait qu’elle
conduit a ce que les développements du type Bergman-Weil les impliquant
[1] se tronquent automatiquement, et par 14 méme, géneérent des formules
de division-interpolation qui auraient dii n’étre qu’analytiques a priori, mais
deviennent, précisément a cause de ces annulations, des identités algébriques.
Ce sont quelques techniques sous jacentes & ces idées, et quelques unes de
leurs conséquences, que nous présenterons dans cet exposé.

2 Courants résiduels

La transcription naturelle de 1'objet géométrique rigide qu’est le résidu
de Grothendieck relatif & une intersection compléte au cadre des courants (ce
qui permettrait d’en faire un objet beaucoup plus souple) pose de délicats
problemes d’analyse. On sait en effet que, si fi,. .., f, sont par exemple p < n



fonctions holomorphes en n variables dans un voisinage v de I'origine ou elles
y définissent une intersection complete, la limite

1 @
lim — / _r
&0 (20m)P Jifil=er,lfol=en f1 - [

peut, pour certaines (n,n — p)-formes test ¢ qui ne sont plus O-fermées au
voisinage de ’ensemble analytique V(f) := {fi = --- = f, = 0}, ne pas
exister. Des exemples aussi simples que ceux proposés dans [25] ou [6] (p =

n =2, fi(¢) = {{", m convenable, f,(¢) = G+G+(F, ¢(€) = f2(¢)CdGiAdG,

en témoignent. En revanche, le fait de moyenniser la fonction

—

- / ¢
6 .
(2im)? Jifi=ernlfoi=er f1 - fa

sur le simplexe €; 4+ --- 4+ ¢, = 1 et de faire tendre ensuite 7 vers 0 conduit
a une limite. Si nous nous plagons du point de vue semi-local (fi,..., f, sont
cette fois des fonctions holomorphes dans un ouvert U de C" qui définissent
une intersection compléte dans cet ouvert), nous réalisons ainsi un (n,n —p)-
courant dans U qui n’est rien d’autre, dans ce cas, que celui proposé par N.
Coleff et M. Herrera [10]; ’action de ce courant sur une (n,n — p) forme test
 sera notée

Res [fl,.g.o.,fp]

P
(A7)
j=1 JJ

suivant que I'on soit plutot de sensibilité algébrique ou analytique; nous pri-
vilégierons dans cet exposé la notation algébrique, car c’est elle qui autorise
le plus de souplesse au niveau des notations que nous utiliserons pour les
généralisations ultérieures de cet objet. Il est intéressant de lier ce courant
avec la fonction méomorphe I'y,  r de C? dans "DOP) (1))

ou

p —_—
Pflr--yfp : ()‘11 SRR Ap) = |f1‘2(/\1_1) e ‘fp|2()\p_1) /\ df] .
j=1

C’est par le biais d’une pseudo-intégrale de Mellin-Barnes a p variables faisant
précisément intervenir cette fonction I'y, . que se représente (voir [26, 28])



I’action du courant résiduel de Coleff-Herrera

Res [ v

fla"'afp:|
p(p—1)
. (—1) 2 P
=1 7/ / Tl ‘F +1 (1 —s5)Ty( d
Tblgl_,_ (217]')17 y1+iR 7p+ZR ‘S| ]:1_[1 8.7 f )[90] s

(2.1)

ol (71, ---,7p) est un point de |0, 1[” et la notation |s| désigne |s| = s1+-- -+,
si(s1,...,58,) € CP.

Cette approche du courant résiduel est d’autant plus intéressante qu’elle
continue a garder un sens méme si fi,..., f, ne définissent plus une suite
réguliere; on peut définir un courant résiduel exactement suivant le mode
(2.1), c’est a dire

¥ 13 (_1)p(p;1) < ]c _
e |1 2 = G e, (S0 AT A
1#k
(—1)25

= Gy

p
I (|s| +1) (1 —s;)T(s)[¢]ds .
[ o™ T LT = 5)Ts(e)le
La différence majeure entre le cas intersection complete et le cas ou les f;
sont quelconques est que, dans cette derniere situation, il n’y a aucune raison
de privilégier ce courant par rapport aux courants

q p(p—1)
N R GO
=1
Res [fl,---,fp] 10 (2imn)P %
P P
% 2(gj—1) e T A TR A
/I |21 4ot | fp |22 = nHm‘ (kgl( ) Qkfkl/;\k fl)
p(p—1)
N S B R
704 (2im)p
P
[ ™ s+ D TITQ = )T @rsn, - gpsy) s

Jj=1

ol ¢ = (qi,-..,qp) est un p-uplet d’entiers strictement positifs. Si fi,..., f,
définissent une intersection complete, on peut montrer que tous ces courants



définissent le méme courant résiduel, et ce indépendamment de ¢, ce qui se
répercute au niveau de la fonction I'y dans le fait que les projections sur R?
des composantes de son lieu polaire passant par 1’origine sont nécessairement
incluses dans 'union des hyperplans de coordonnées. Tel n’est pas le cas dans
la situation non-intersection complete, comme on le voit par exemple lorsque
les f; sont des monomes et ou le calcul de tous ces courants se fait de maniére
explicite ([26], section 3).

Sipy,. .., pp sont des fonctions réelles analytiques ne s’annulant pas sur U, on
peut élargir encore notre classe de courants résiduels en posant, pour toute
forme test ¢ dans D™" P(U),

a;p _1 p(p—1)
SO e
fla"'afp n—0 (27,71'77)17
p
a1 k 1 277Gk 6 A
‘/P%U‘llqu+'"+P127|fp|2q1’:nf (lgl( Pk lc /\ pl ) (%2
l;ék
avec
1
j=1 ’

La justification de I'existence de ces courants se fait indirectement, et passe
par l'utilisation du puissant outil qu’est la transformation de Mellin [26, 5].
Il s’avére que ces courants sont tous O-fermés et annulés par 1'idéal des fonc-
tions holomorphes dans U appartenant localement a la cloture intégrale de
I'idéal (fi,..., fp)?. Il est en général impossible de dire plus, sauf dans le cas
intersection compléte, ol 'on sait qu’ils sont tous égaux (indépendamment
de ¢ et p) et annulés par 'idéal des fonctions holomorphes dans U apparte-
nant localement & (fi,...,f,). Autre fait significatif: comme le courant de
Coleff-Hererra, ces courants ont la propriété suivante, dont 'importance (re-
lativement au concept de “courant de Coleff-Herrera”) a été soulignée par Jan
Erik Bjork dans [6]: pour toute fonction h € H(U) s’annulant sur I’ensemble
analytique {fi =...= f, =0},on a

FH &P
Res [ he ] —0, VpeDrmAU).
fl: afp

Enfin, comme le courant de Coleff-Herrera dans le cas intersection compleéte,
ces courants, une fois multipliés par la forme jacobienne df; A- - -Adf,, génerent



une collection de (p, p)-courants positifs fermés

A ap
V(HLe: e Do ey [ N ’djfj AT (2

Dans le cas intersection compléte, il s’agit 1a du courant d’intégration (avec
multiplicités) sur le cycle analytique attaché au faisceau d’idéaux Z(f) (et
ce quelque soient les pondérations p et p). Dans le cas ou la codimension de
V(f) ={fi="--+= f, = 0} est strictement inférieure a p, il ne saurait en
aller de méme, puisque les (p, p)-courants [V (f)]22 n’ont pas le type adéquat.

Cette remarque nous incite a étendre notre classe de courants résiduels, une
fois les pondérations p et p choisies, en en attachant un a toute sous-famille
ordonnée {fi,,..., fi.} extraite de la famille {fi,..., f,}, auquel cas la res-
triction p < n n’a plus lieu d’étre et on l’oubliera. Etant donnée une telle
sous-famille, de cardinal 7, on définit un (0, r)-courant en posant

0 P (1) 5
Res fi17 "'1fi7« = lim — X
Fiooos by 0 (20mn)”
PRl fy = \ 2 e R

k=1 1
1

Ces courants certes ne sont plus 0-fermés, mais satisfont toujours cette pro-
priété qu’ont les courants de Coleff-Herrera d’étre annulés par toute fonction
antiholomorphe de U s’annulant sur V(f). De plus, ils sont (éventuellement)
non triviaux uniquement si codim(V'(f)) < r < inf(n,p) et le courant cor-
respondant a une sous-famille de cardinal r est annulé par toute fonction
holomorphe dans U et appartenant localement a la cloture intégrale de I".
Enfin, convenablement combinés (dans leur ensemble) avec les mineurs de
la matrice jacobienne, ils géndrent des courants positifs fermés [V (f)]77,
codim(V(f)) < r <inf(n,p), de types respectifs (r,r), définis par

Vo € D I(U),
P

pp 1 r L
VR e) = 5 (qu-l)Res fornfe | (23)

@ lp 1<y <o<in<p \i—1 fi,-o fp

Pour la preuve de tous ces résultats, on se reportera a [5].
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3 Quelques versions infinitésimales de la for-
mule de Cauchy-Weil

Comme on le sait (pour une présentation des formules ci-dessous dans le
cadre classique et le pont entre elles et les formules de Bochner-Martinelli,
voir [16]), étant données p > n fonctions fi,..., f, au voisinage de l'origine
dans C", définissant un idéal M-primaire dans ,O, et €, ..., ¢, dans |0, o0],
suffisamment petits et génériques, on a, pour toute fonction A holomorphe
au voisinage du polyedre de Weil

Hf(a = {‘f1| < 61,---;|fp‘ < 61)}’

pour tout z a l'intérieur de ce méme polyedre, la formule de représentation
intégrale de Cauchy-Weil

o) = e Y h(Q) Al (31)
_ k= , 3.1
U g s e (1,0 - £,)

ou les formes différentielles
Q) =>_ a(2,Q)d¢;
j=1

sont attachées a des systemes de diviseurs (g;;); de Oka-Hefer pour les g,
[=1,...,p, de maniere a ce que

g - gl Zglj z C Cj) I = 1a <y Py

et Yi,,...i (€) représente le sous-ensemble de la frontiere de I1;(€) défini comme

{CEHf(g) ‘fm( )|_ 7"'7|fin(c)‘:€”}’

convenablement orienté. C’est la une formule purement analytique, puisque
I'intégration sur +;, . ;. correspond, notons le, a une intégration sur une
portion de la chaine semi-analytique OIl;(€). Dans le cas p = n, la formule de
Cauchy-Weil, que I’on peut penser (en développant le noyau et en supposant
que 0 est le seul point de V(f) intérieur a II7(€)), sous la forme

9= % Res [MOREIN RG] fpm g 32)

= F L e
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(développement valide, et ce avec convergence normale, dans II;(€)), s’avere
étre la réalisation analytique d’une formule algébrique beaucoup plus générale
8].

De fait, le cheminement homotopique qui conduit des formules de Bochner-
Martinelli aux formules de Cauchy-Weil (voir [16]) suggere, dans le cas p > n,
que les courants résiduels que nous avons introduits dans la section 2 entrent
en jeu dans des formules de nature plus algébrique que la formule de Cauchy-
Weil (3.1) tout en en étant directement inspirées. Pour énoncer de telles for-
mules, il nous faut élargir la “gamme” de nos courants résiduels pour explorer,
non seulement I'idéal (fi,. .., f,), mais encore les idéaux (f7 ..., [t
m € INP. C’est a cette fin qu’il nous faut introduire les courants

(.) amip r(r—1) |
Res | fir, oo fi =i T 7 (mEr =1
4 B & R T T
s Jp
p

2mg; 2(q;—1)m; 7 ™Mj
% /2 2 2| |2 ( Pj |f]| ! i X
PIIf1IPA + 42| fp| P =n j=1

(ML) (S0 AT A6,

k=1

S
S

avec les notations standard
im|=mq+---+my, ml=my!---myl.

Alors, si fi,..., fp, sont p germes de fonctions holomorphes en n variables
définissant I'origine comme zéro isolé, nous avons, pour une fonction A holo-
morphe au voisinage de 0, tous les développements possibles

he) A 91O
hz= > > Res| o p ™ (2) - f (7))

1<i1 << <p mENP
fla 3 fp

(3.3)

associés aux divers choix des “pondérations” algébrique ou géométrique ¢
et p. Ces développements sont tous normalement convergents au voisinage
de Vorigine. On soulignera la nature algébrique des formules du type (3.3),
tenant au fait que les calculs de résidus qui y sont impliqués ne font entrer
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en jeu que I’action d’opérateurs différentiels du type 0/02%, v € IN". Lorsque
p = n, tous ces développements se fondent bien siir en un seul, a savoir le
développement (3.2) de Cauchy-Weil (ou Bergman-Weil) classique. Il existe
d’autres alternatives pour générer, étant donnée une pondération algébrique
p, d’autres définitions pour les symboles résiduels Res[ |2 ci-dessus; une fois
la gamme de ces symboles explicitée, un mécanisme de développement du
type Bergman-Weil lui est associé (voir [29], section 3).

Enfin, I'hypothese que les f; définissent un idéal M- primaire peut aussi étre
levée et 1’on construit aisément (voir [29], section 3), si d = codim V' (f), des
formes (¢, z) — o0x((, 2), k = d,...,n, de types respectifs (n — k,n — k) en
¢, (0,0) en z, a coefficients C* et holomorphes en z dans un voisinage de
V(f) x {0}, telles que, via les mémes outils (de fait, les formules de Bochner-
Martinelli & poids), on dispose, pour toute fonction holomorphe au voisinage
de 0, des développements du type Cauchy-Weil

win(p,0) h(Q) oz ) A A g (2:0)]"
h(Z) = Z Z Z Res fi17 sy f;r' m(Z)

r=d 1<41<<i,<p meNP
f17 ey fp

avec f™(z) = f{"'(2)--- f;'*(2), q et p étant des pondérations algébrique et
géométrique arbitraires.

4 Onu les idées locales se transposent globale-
ment

Cette idée, consistant a jouer avec les pondérations de nature algébrique
ou géométrique pour réaliser (dans le cadre non intersection complete) des
objets résiduels distincts, se répercute au niveau de questions algébriques
globales, et permet d’établir des résultats dont on espere qu’ils pourraient
servir de base pour une nouvelle approche de la théorie de ’intersection
arithmétique. Nous avons ainsi le résultat suivant, étendant un résultat clas-
sique de Jacobi (voir [14]). Ce théoreme admet d’ailleurs aussi un pendant
torique (voir [28]).

Théoréme 4.1 Soient (Py,..., P,) n polynémes de n variables a coefficients
complexes, tels qu’il existe des réels 01, . .., 0y, ainsi que R > 0 ety > 0, pour
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lesquels

EEYES s
J

=1 121l
Alors, pour tout polynome @, on a

degQ < 6 + -+ 8, —n—1=> Res [Q(X)c]ijxl/\--P-/\an] =0. (4.1)
15---954n

La preuve de ce résultat repose précisément sur la souplesse que présentent
les pondérations. On peut représenter le symbole résiduel figurant dans (4.1),
soit sous la forme

QI 1;Pw 0 ( ¥ (-1, A dF)
j=1 k=1 1=1

n(n—1)
(_1) 2 / 2k n
2im)" Jj=r (P2 &t [Py L\l J
ol les g sont des entiers strictement positifs, soit sous la forme
n  on
o Q(Z TR A D)
) = = AR
. _ ,
@im) Jid=r (P2 4+ p2|Paf?) fAR

ou p est par exemple la pondération géométrique

2 2\ — 1 1
”““”“‘(ﬂ+MWWHN““ﬂ+MWWMJ’

M désignant un entier tel que M + 6, — Dy > 0 pour tout k. Cette somme
complete de résidus s’exprime comme 'opposé d’un résidu a l'infini, que
I'on représente cette fois par I'action sur une forme (n,0)- forme C* d’un
(0, n)-courant résiduel (du type courant résiduel dans une situation & priori
non intersection compléte) porté par I'union des supports des composantes
a l'infini du cycle défini par les homogénéisés des P;. La proposition se
ramene donc a I’étude des propriétés d’annulation de ce courant résiduel. Les
deux approches (pondération algébrique ou géométrique comme ci-dessus)
conduisent au méme résultat, a savoir la nullité de ce résidu a I'infini des que
le degré de Q n’excede pas 6; +---+ 0, —n — 1.

Tandis que la pondération géométrique semble utiliser tres fortement des ou-
tils analytiques, la pondération algébrique génére un mécanisme (basé sur
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le recours au théoreme de Lipman-Teissier [23] dans ’anneau local régulier
nt1 O et a la loi de transformation) que 'on peut adapter (c’est ce qui a
été fait sous certaines restrictions dans [3], restrictions que M. Hickel [17]
a levé trés récemment) au cadre plus général ou les polynémes sont & coef-
ficients dans un corps de caractéristique quelconque. De la proviennent les
résultats évoqués dans l'introduction et dont le corollaire le plus marquant
est sans doute la solution explicite (et économique cette fois du point de vue
non seulement géométrique, mais arithmétique) du Nullstellensatz algébrique
avec entrées dans un anneau équipé d’'une taille.

Théoréme 4.2 [3] Soit A un anneau intégre factoriel infini (de corps des
fractions K), équipé d’une taille logarithmique h au sens de Mahler. Etant
donnés des polynomes Py, ..., Py de A[Xy,...,X,| de degrés au plus D, de
taille au plus H, engendrant l’idéal (1) dans K[ X1, ..., X,], il existe a € A,
et des polynomes Q1,...,Qn de degrés au plus kK, D" tels que

a:P1Q1+---+PNQN (42)

et
max(h(a), h(Q;)) < k(n) D™ (H + D + log[ND]) .

La théorie arithmétique de l’'intersection permettait jusque la d’estimer la
taille d’'un dénominateur a dans une identité de Bézout du type (4.2). Pour-
suivant en effet les idées inspirées du travail d’Arakelov [2, 19], G. Faltings
[12], puis H. Gillet, C. Soulé et J. B. Bost [13, 7], ont introduit une notion de
hauteur arithmétique pour les cycles du schéma projectif Proj(Z[ Xy, ..., Xn]);
la construction de la hauteur va de pair avec la construction d’une théorie
arithmétique de I'intersection, ot les objets sont les paires (£, Gz) constituées
d’une part d’un cycle arithmétique Z de codimension pure r, d’autre part,
d’un courant Gz de type (r — 1,7 — 1) dans P™ (donc un étre cette fois
analytique), courant de Green pour le cycle analytique complexe Z = Z(C),
c’est a dire tel que dd°Gz + [Z] soit une forme lisse. Nous ne donnerons pas
ici le détail de la construction du produit d’intersection ni la définition de la
hauteur et renvoyons a [13, 7] (on pourra aussi consulter I’introduction de [4]
pour une présentation succinte). La régle majeure a laquelle obéit la hauteur
par rapport a 'opération d’intersection est que 'on a un théoreme de Bézout
cette fois arithmétique, et non plus géométrique

h(Zl [ J ZQ) S h(Zl)deng + h(Zg)deng + Ii(dlm Z1 , dim Zg) deg Z1 deg Z2 .
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Cette inégalité permet de prévoir que si P,..., P, sont par exemple des
polynomes a coefficients dans Z, sans zéros communs dans C", et tels que les
cycles arithmétiques induits par leurs homogénéisés dans Proj(Z[ Xy, ..., X,])
soient de hauteur arithmétique au plus H, il est possible de résoudre ’identité
de Bézout (4.2) avec un dénominateur a de taille logarithmique contrdlée par

K(n)HD; - - -Dn+1< Ly f )

Si le maniement du calcul résiduel ne permet pas (voir théoréme 4.2) de
rendre compte d’un résultat aussi précis en ce qui concerne le dénominateur
a, il fournit —ce que ne donne pas la théorie de l'intersection arithmétique
de l'intersection telle que ’avons tres brievement présenté— un moyen de
controler la taille des numérateurs dans (4.2), c’est & dire la taille des Q;,
soit le mécanisme non plus d’intersection, mais de division, et ce au niveau
arithmétique.

I1 fournit aussi, et c’est 1a un fait plus nouveau ([4, 5]), un moyen de cal-
culer, étant donnés N polynémes homogenes Py, ..., Py en n + 1 variables
(Xo, .-, X,,) définissant une sous variété algébrique de codimension pure r
dans P, un courant de Green normalisé pour le cycle effectif [Z] correspon-
dant, c’est & dire un (r — 1,7 — 1)- courant lisse hors du support de ce cycle,
et tel que

dd‘G + [Z] = (deg Z)w"

oll w désigne la forme volume dans P". Ce courant se calcule comme la valeur
du résidu en zéro d’une certaine fonction (, dont ’expression est explicite en
termes des polynomes P, ..., Py définissant le cycle. Dans le cas simple ou
N < netles P; sont de méme degré D et définissent une intersection complete
dans P", cette fonction ( est simple a expliciter; il suit en effet facilement de
I'utilisation d’une formule classique due a H. Levine [20, 15], que 'on peut
prendre ([5], proposition 3.3) comme fonction ¢ la fonction

N—1
1P X @ og PR A (D)),
k=0

ou

P 2. .
1Pl chnw
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Le cas non-intersection complete est plus complexe et est intimement lié
aux constructions de la section 2. Pour simplifier, on supposera encore que
Py,...,Py ont le méme degré D et que ]31,...15, sont des combinaisons
linéaires génériques des P; définissant une intersection complete dans P".
Le courant [Z] peut alors se réaliser comme un courant du type [V (F)]#~

(comme dans la section 2), ou (exprimés en coordonnées homogenes)

F=(P,..,B,P,..,Py),
=11, M, ... M)
08 = (S22, e N2, ISP, s ICI2M2)

avec M > rD", la pondération géométrique étant la pour assurer que le
courant est bien défini comme un courant global sur P") la pondération
algébrique pour que les contributions des r premiers polynémes de la liste (&
savoir les P;) aient un role privilégié. Le courant [Z] se réalise donc comme
la valeur en zéro d’une certaine fonction ¢ = ([ particuliere. Notons que
cette fonction s’exprime en termes des P;. Pour construire a partir de la
un courant de Green normalisé, voici comment I'on procede: on introduit la
fonction méromorphe de C dans ‘D™ (P?"™!) définie par

L(€)=%1><

lz—yl> \o( & B A (dd Log(leli2 2y \n—k
<|7> (Z(dd log ||z — y||*)" A (ddlog(||z||* + [|y]|7)) )

=l + [yl /) \ =

(approche méromorphe du courant de Green correspondant a la diagonale de
P**1). On releve cette fonction en une fonction & T¢ méromorphe de C
dans "D"=Ln=1(P" x P™) par

Te(z,y) :/

BePp! L&(ﬁo% ﬂly) .

Le résidu en A = 0 de la fonction méromorphe de C dans "D ~17=1(P") qui

a \ associe
2 2
T
A /anpn Gz1(A)[y] A Ta(z, y)

est un courant de Green normalisé pour Z (voir [5], théoréme 3.2). Une
formule close pour la hauteur arithmétique du cycle en résulte.
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5 Conclusion

Les résultats d’effectivité en géométrie motivent, des qu’ils concernent non
seulement des questions de nature géométrique, mais encore arithmétique,
'utilisation des symboles résiduels. La souplesse de ’analyse permet (tout
au moins en ce qui concerne la réalisation effective de boites noires telles
que le recours au théoréme de Skoda) d’envisager, comme on ’a vu dans
la section 3, la situation non-intersection complete; or, dans cette situa-
tion, il s’avere pour l'instant difficile d’exploiter algébriquement le calcul
résiduel sous I'angle opérationnel. Ce sont les mémes outils qui permettent la
construction de courants de Green, et par la méme donnent la possibilité d’ex-
primer directement en termes des générateurs de ’idéal qui le définissent, la
contribution analytique a la hauteur d’un cycle arithmétique Z tel que Z(C)
soit de dimension pure, cette hauteur étant pour 'instant celle définie dans
le cadre de la théorie arithmétique de l'intersection. Ces quelques remarques
laissent augurer d’une théorie arithmétique de l'intersection-division ou de
tels objets, directement issus de ’analyse, seraient appelés a jouer un role
intéressant.
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