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TEXTE (en italiques) et CORRIGE

Exercice 1 (intégration)

Soient € et R deur nombres strictement positifs tels que ¢ < R. On note
C(e, R) le domaine de R® défini par

C(e,R) :={(z,y,2) € R®; & < 2® +y* + 22 < R*}.

1. Calculer, pour € > 0 arbitairement petit, l’intégrale triple
dxdyd
8= [[]. ooy 75y
C(eR) VIZ + Y2 + 22

On utilise pour faire le calcul de I (e, R) le passage des cordonnées cartésiennes
aux coordonnées sphériques et la formule de changement de variables corre-
spondant, soit

x = rcosfsingy
= rsinfsiny
Z = TCos,

6 (a prendre entre 0 et 27) représentant la longitude et ¢ (& prendre entre 0
et 7) la colatitude comptée a partir du pole Nord. On a donc

R p2m pmop2gj -
I(e,R) = / / / e g drdfdy = 2—7r(1132—62)[—(:os gp] =2n(R*—¢€%).
e Jo Jo r 2 0

2. Quelle est la limite de I(e, R) lorsque € tend vers 0 ¢

La limite vaut 27 R2.

3. On considére le champ de vecteurs F(z,y, z) := (2, 3% —2z(z + y) + 23)
dans R? ; calculer le rotationnel et la divergence de ce champ de vecteurs.

Le rotationnel du champ F s’exprime dans la base canonique (;, 7, E) par
) i j k
rot F'=|0/0x 0/dy 0/0%
x? v? —2z(z+vy)+ 23



On trouve
rot F = 22(j —1).

La divergence de F est

div F = (9/0z)(*) + (9/9y)(y*) + (0/02)(—22(z + y) + 2°) = 32"

4. Calculer le flux ®(e, R) du champ de vecteurs F sortant du domaine
C(e, R) (c’est-a-dire le flux du champ a travers la surface matérialisant le
bord de C(e, R), la normale pointant vers l’extérieur de ce domaine), puis la
limite de ® (e, R) lorsque € tend vers 0.

On applique la formule de Green-Ostrogradski ; le flux du champ F sortant du
domaine C(e, R) est égal a 'intégrale triple dans ce domaine de la divergence
de F', soit

O, R) = 3///0(51%) Z*dzdydz

R r2n opw
= 3/ / / (r cos )? x r?sin pdrdfdy
€ 0 0
RS _ 65 R5 _ 65
5 .

Cette quantité tend vers 4w R°/5 lorsque € tend vers 0.

1
= 6m X ></ wldu = 4w
1

Exercice 2 (formes différentielles, intégrale curviligne)
1. Soit a un parameétre strictement positif ; pour quelles valeurs de o la
forme différentielle w, définie dans R*\ {(0,0)} par
(x —y)dz + (z + y)dy
(.732 + yQ)a

wa(2,y) =

est-elle une forme fermée dans R*\ {(0,0)} ? Egziste-t-il une valeur de o
telle que w, soit une forme ezacte dans R*\ {(0,0)} ¢

La forme w, s’écrit
zdr +ydy  xdy —ydx

($2 + y2)a (.CE2 + yZ)a !
si a # 1, c’est la somme de la forme exacte

rdz + ydy 1 2, 21—
— d o
e Al

et de la forme 7, := (zdy — ydz)/(z* + y?)*. En calculant dr,, on trouve

dx N dy

dTa = 2(1 - a)m .



La forme w, ne peut étre fermée dans R?\ {(0,0)} que si 7, 'est, c’est-a-dire
dr, = 0, soit « = 1. Elle ne peut étre exacte que dans le cas o = 1 ; mais
comme

27
/ n=[ doi=2r#0,
t€[0,27]—(cos t,sin t) 0

la forme 7, ne peut dériver d'un potentiel dans R*\ {(0,0)} ; a fortiori, w,
n’est pas exacte, donc w, n’est exacte pour aucune valeur de a.

2. Vérifier que la forme différentielle

1
w :(z,y) = 5 (zdz + ydy)

(CCQ + y2 + 1)
est une forme ezacte dans R? ; exhiber un potentiel dont elle dérive.
La forme w est la différentielle du potentiel

1 1

U S

(@y) 222 +y2+1
et ¢’est donc une forme exacte dans R2.

3. Calculer l'intégrale curviligne de w sur le chemin paramétré
v :t€[0,2n] — (acost,bsint),

a et b étant deux nombres strictement positifs.

La forme w est exacte et le chemin paramétré v est un lacet de classe C* ;
I'intégrale de w sur  vaut donc U(y(27)) — U(7(0)) = 0.

4. Calculer de deur maniéres différentes 'intégrale curviligne de la forme
différentielle xdy — ydx sur le méme chemin paramétré .

Par la formule de Green-Riemann, I'intégrale sur v de xdy—ydz vaut deux fois
I’aire du contour enserré par I’ellipse Supp . Comme cette ellipse s’obtient a
partir du cercle par dilatation par a dans le sens des abscisses, par dilatation
par b dans le sens des ordonnées, I'aire du domaine enserré vaut mab et
I'intégrale de w sur 7y vaut 2mab.

Par un calcul direct, on a

27
/w:ab df = 2mab.
ol 0



Exercice 3 (probabilités)

Soit N un nombre entier strictement supérieur a 1. On tire un nombre
au hasard dans la liste {1,...,N}, la distribution de probabilité étant la loi
uniforme (tous les tirages sont équiprobables).

1. Soit p un diviseur premier de N (c’est-a-dire un entier p > 1 divisant N
et dont les seuls diviseurs sont 1 et p). Calculer en fonction de N et de p la
probabilité de I’événement

A, := {le nombre tiré est un multiple de p},

puis la probabilité de son complémentaire.

La probabilité de A, s’obtient en divisant le nombre de tirages favorables par
le nombre de tirages possibles. Si p divise N, il y a N/p multiples de p entre

1 et N. On a donc 1 N 1
P(A)=—=x—=—.
N p p
1
OnaP(A)) =1-~.
b
2. Soient p1,...,pr les nombres premiers distincts divisant N. Montrer que
les événements A,,, ..., Ap, sont mutuellement indépendants. Sont-ils incom-

patibles ¢

Soient ¢, ...,q | nombres premiers distincts divisant N ; le produit ¢; - -- ¢
divise aussi N. Dire qu’'un évenement élémentaire est dans l’intersection
des Ay, j = 1,...,1, signifie que le tirage associé correspond a un nombre
multiple de g1, ..., ¢, donc du produit ¢; ---¢ (puisque ces nombres sont
des nombres premiers distincts). La probabilité de A, N ---N A, vaut donc
1/N X N/(g1---q) =1/q1 X ---x1/q et I'on a donc

P(A(hﬂ"'mAm):P(A(h X"'XP(AQI)'

Comme ceci est vrai pour toute famille de nombres premiers distincts divisant
N, les évenements A, , ..., A,, sont mutuellement indépendants.

Ils ne sont bien siir pas incompatibles car le tirage du nombre N est un
évenement élémentaire dans I'intersection de tous les A, , j =1, ...,k (comme
d’ailleurs le tirage de tout multiple de p; - - - p; appartenant a {1, ..., N}).

3. On tire un nombre au hasard entre 1 et N ; quelle est la probabilité
que ce nombre soit premier avec N, c’est-a-dire ne soit divisible par aucun
des diviseurs premiers pq,...,pr de N 2 On exprimera cette probabilité en
fonction de py, ..., px.



Cette probabilité est celle de I'événement Ay N ---N A7, ol pi, ..., pr sont
les k diviseurs premiers distincts de N. Comme les A,,, j = 1,..., k, sont
mutuellement indépendants, leurs complémentaires le sont aussi et ’on a

k
1
P(A;1 ﬂ...ﬁA;k) = P(AIC,I) X eee X P(A;k) = H(1 _ p_)

j=1 j

4. On note p(N) le nombre d’entiers entre 1 et N premiers avec N ; déduire
du calcul effectué au 3 la célebre formule d’Euler

o(N) = NT[(1- ).

j=1 pj

La probabilité calculée au 3 s’exprime aussi comme le nombre de tirages
favorables (le nombre d’entiers entre 1 et N premiers avec N) divisé par le
nombre de tirages possibles (N). On a donc

o(N) _ Ty L
N —jl;[l(l—p—j),

d’ou la formule d’Euler en multipliant les deux membres par V.

Exercice 4 (probabilités)

Soient X et'Y deux variables aléatoires définies sur le méme espace proba-
bilisé (2, T, P) et & valeurs dans IN.

1. On suppose que X suit une loi de Poisson de parameétre pu ; que vaut

P(X = k) pour k € N ¢ Ezprimer en fonction de p Uespérance et la variance
de X.

Par définition de la loi de Poisson, on a

k
oy b
P(X=k)=e"T.

La fonction génératrice de la loi de Poisson est la fonction

t— E[X'] = i P(X = k)tF = i e * ()" =exp(u(t —1)).

B(X) = (LEXY),, = pexp(ult —1)er = .



D’autre part

BIX) =~ ELX] = 3 Kk = )P = ) = (61X, , =4,

d’ott E[X?] = p+ p?, ce qui donne
V(X) = E[X?| = (B[X])* = p+p* — pi* = .

2. On suppose que la loi conditionnelle de Y sachant X = k est une lot
binomiale de paramétres (k,p) (avec p € [0,1]), ce qui signifie

k! l ol
TP - 1<k
0 sil>k.
Quelle loi suit la variable Y ? Les variables X etY sont-elles indépendantes ?

On calcule P(Y =) en utilisant la formule des probabilités totales :

P(Y=1) = S P(Y=)n(X=k)=3 P(X = )P(Y = l|X = k)
S kU _kfl
= kzz:le o l'(k l),p(l—p)
) 5 a1 )"
>
_ € “up 2:: (p(1 p))

e “(up) « ui-p) _ € (pp)f
Il T

La loi de Y est une loi de Poisson de parametre up. La loi de Y conditionnée
par {X = k} n’est pas la loi de Y, les variables X et Y ne sont donc pas
indépendantes.

Questions de cours (probabilités)
1. Enoncer l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev (avec des hypotheéses bien
précisées). Expliquez en brievement l'intérét pratique.

Si X est une variable aléatoire telle que E(]X|?) < +o0, on a, pour tout
€ >0,
V(X)

€2

P(X — E[X]| > ¢) <



Cette inégalité (qui n’a d’intérét que si e > o(X) permet d’estimer les chances
qu’a la réalisation d’une variable aléatoire de différer de plus de ¢ de la
moyenne de cette variable. Si X est réelle, on peut minorer ainsi la probabilité
qu’une réalisation de X soit dans un intervalle de diametre 2¢ centré autour
de ’espérance de X.

2. Enoncer les lois faible et forte des grands nombres (toujours avec des
hypothéses bien précisées). Expliquez-en briévement l'intérét pratique.

La loi faible s’énonce ainsi : si (X,),>1 est une suite de variables aléatoires
deux a deux indépendantes et de méme loi sur un méme espace probabilisé
(Q, T, P), telles que E[|X;]?] < 400, alors, pour tout € > 0,

Xi+---+ X,
n

lim P(‘

n—oo

— E[X)]| > €) =0.

La loi forte s’énonce ainsi : si (X,),>1 est une suite de variables aléatoires
mutuellement indépendantes et de méme loi sur un méme espace probabilisé
(Q, T, P), telles que E[|X;|?] < +oo, alors

Xi(w) 4+ Xn(w)

P(w ne tend pas vers E[Xl]) =0.

La loi forte des grands nombres soutend le raisonnement statistique : si 'on
répete une épreuve de moyenne m, on retrouve empiriquement la moyenne
en sommant les valeurs des réalisations obtenues en les n premiers coups, en
divisant par n, puis en faisant tendre n vers 'infini. La moyenne probabiliste
est aussi une moyenne empirique.

3. Montrer comment la loi faible des grands nombres se déduit de l’inégalité
de Bienaymé-Tchebychev.

Si X, ..., X, sont de méme loi et telles que E[|X;|] < oo, I'espérance de la
variable (X + - - -+ X,,)/n vaut E[X;]. Si de plus les variables sont deux-a-
deux indépendantes et telles que F[|X;|?] < oo, on a

Xi+--+ X, 1 V(X1)
V = —=xnV(X)) = )
(") = 5 x V(X))
En appliquant I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev a (X; + --- + X,,)/n, il
vient donc, pour tout € > 0,

V(Xy)

2

P

X1+ +X
(Bt g <
n ne
Comme le second membre de cette inégalité tend vers 0 si n tend vers I'infini,

on conclut bien a la loi faible des grands nombres.



