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Introduction

Soit E une courbe elliptique définie sur Q de rang analytique 1.
Il s’agit de construire un générateur de la partie sans torsion de
E(Q).

Lexposé suit le preprint Some remarks on Heegner point
computation de Mark Watkins (2006).
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Nombre quadratiques imaginaires

Un nombre 7 € C est un nombre quadratiques imaginaire si
7 ¢ R et que dimg(1,7,72) = 2.
Nous associons plusieurs objets a 7.
1. Le polynédme minimal P, = a(x — 7)(x — 7), ou a est
'unique entier tel que le contenu de P soit égal a 1.
2. Leréseau A\, =Z + Zr.
3. Lordre O; = {a € ClaA; C A} =A-NA: . A estunidéal
fractionnaire de O;. !
4. Le discriminant Disc(7) = Disc(P;) = Disc(O;).
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Trace et norme d’un idéal

Definition (trace d’'un idéal)
Soit / est un idéal fractionnaire, 'ensemble {Tr(a)|a € I} estun
sous-Z module de Q monogéne. On note Tr(/) son générateur

positif.
Posons P, = ax? + bx + ¢. Nous avons
> N(AT) = 15

» Tr(A;) = —b/a (mod 2).
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L Points de Heegner

Points de Heegner

Un nombre quadratique imaginaire est un point de Heegner de
niveau N si 37 > 0 et Disc(7) = Disc(N7).

Théoréeme

Soit HE I'ensemble des point de Heegner de niveau N et de
discriminant D, soit S(D, N) I'ensemble des racines carrés
modulo 2N de D (mod 4N), alors

HR/To(N) =2 S(D, N) x C/(Q(VD))
. La premiére projection t : HY /To(N) — S(D, N) est défini par

Ar s Tr(A,)JN(A)
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L Réciprocité de Shimura

Soit E une coube elliptique défini sur Q modulaire de constante
de Manin égale a 1, de niveau N. Soit A son réseau de période,
o la fonction de Weierstraf3 associé a E, on note
P(z) = (p(2), ¢'(2)) 'exponentielle elliptique de C/A — E(C).
Soit an

H(r)=>_ ~exp(2imnr)

n>1

Théoréme
Soit T € HE, alors P(¢(7)) appartient au corps de classe de
Hilbert de Q(+/(D)).

Théoréme
Soit b € S(D, N). On pose HY(b) = {7 € HY|t(T) = b}\['o(N).
Soit P = P(ZTE%}(b) o(7)), alors P € E(Q).
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Théoréme de Gross-Zagier
Théoreme (Gross-Zagier)
Soit D < —4 un discriminant fondamental tel que D et un carré
inversible modulo 4N, alors

h(P) = 4“977

L'(E,1)L(Ep,1) .
vol

Conjecture (Gross-Hayashi)

Soit D < 0 un discriminant fondamental tel que D et un carré
modulo 4N, alors

VD

2
h(P) = 2o w(D)

L'(E, 1)L(Ep, 1)2(Peca(®:-N)
vol 4
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Conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer

Conjecture (Birch et Swinnerton-Dyer)
Soit G un générateur de la partie sans torsion de E(Q), alors

E ) Qre (proo cp) 11| h(G)
( | ) R E(@)Z‘OI’S2

Si P=/(G+ T ou T est de torsion, on a h(P) = /?h(G) et donc
Conjecture

2 V=De (e )

D)2
5 .
[T] 40 volE (Q)tors

L(Ep, 1)2+(pacd(0.8) W
( D, ) 4
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Conséquences

» P est de torsion si et seulement si L(Ep, 1) =
» Le nombre ¢’ =

. |m| est calculable et
P(%’Vb)) |TTT|G + torsion.
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Procédé de Cremona-Silverman

Soit d le dénominateur de I'abscisse de P alors d est un carré
et d = h(P) — he(P) = X_pn Mo(P).

Théoréme (Procédé de Cremona-Silverman)

Les nombres h, ne peuvent prendre qu’'un nombre fini de
valeur en fonction du type de Kodaira de E en p. Cela permet
d’obtenir I'expression rationnelle des coordonnées de P a partir
des valeurs réelles approchés.

On a besoin de 4 fois moins de précision par rapport aux
fractions continues.
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Calcul des séries

» Algorithmes pour le calcul de L(E, 1) et L'(E, 1) par
Buhler-Gross, Womack, Roblot-Delaunay.

» ¢(7) se calcule facilement a I'aide de Buhler-Gross et
d’'une méthode pas de bébé / pas de géant pour éviter le
calcul des exponentielles.

» Plus la partie imaginaire de 7 est grande, plus la série
converge vite.

» Comme ¢(7T) = ¢(7), on peut éviter la moitié des calculs.
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Choix des paramétres

Lalgorithme dépend d’un choix de D tel que L(Ep,1) # 0, de
b € S(D, N) et pour chaque classes de HR(b), d'un
représentant ~ dont on doit maximiser la partie imaginaire.
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Involution d’Atkin-Lehner

Soit Q||N, et u, v telque uQ® — vN = Q. Linvolution

d’Atkin-Lehner W est défini par Wp(7) = L,’\,ijc‘,’.

Théoreme
Méthode de Delaunay

¢(7) = eqp(Wo(7)) + ¢(Wa(ioo))

ou eq = [ q €p- De plus Soit
P(ZTE,HADI(b) »(Wq(1))) = P + torsion.
Linvolution d’Atkin-Lehner permet d’obtenir de meilleur .
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Algorithme de Watkins

Mark Watkins propose un algorithme pour optimiser le choix
des représentants pour un discriminant donné.
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