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Xn+1 = th’n + Un + €n41

@ X, — Lobservation,

@ &, — Le vecteurde régression,

@ U, — Lecontrble donton a le choix,
@ g5 — Lebruit.

On se fixe deux objectifs a atteindre simultanément

@ Estimer le parametre inconnu 6,
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Simulation autorégressif stable |0| < 1
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@ Aéronautique —— Contréle de trajectoires d’aéronefs,
@ Biochimie — Contrble de fermenteurs,
@ Biostatistique — Contréle de dynamique de populations.
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Introduction Objectifs

Algorithmes d’estimation

Controle adaptatif
Optimisation

On estime 6 par I'estimateur qui minimise

n—1
Ap(0) = % > a(Xsr — Uk — 0'0k)
k=0
On a donc
n—1
On=S,"1(a) > akdi(Xi1 — Ug),
k=0

n
S,,(a) = Z aktbkd)f(.
k=0

@ Pour l'algorithme des moindres carrés ordinaires, on a
an = 1. WN
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Introduction Objectifs

Algorithmes d’estimation
Controle adaptatif
Optimisation

Moindres carrés pondérés

@ Pour l'algorithme des moindres carrés pondérés, on a

1 1+’y n )
an = avec Sp = by
" (uogs,,> n= 3l

et~ > 0. On a toujours la décomposition

é\n —0= S,1__11 (a)Mn(a)

n—1
Mn(a) = axdrexi1-
k=0 m
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Introduction Objectifs

Algorithmes d’estimation
Controle adaptatif
Optimisation

Contréle adaptatif

On cherche a poursuivre une trajectoire de référence donnée
(xn). On utilise le contréle adaptatif de poursuite

Un = Xn+1 —_ Gri;q)n.
On a alors

Xn+1 — Xpp1 = Tn + €ny1

avec

TTn = (9 - é\n)tq)n

La poursuite est d’autant plus efficace que 7, est proche de 0. i
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Introduction Objectifs

Algorithmes d’estimation
Controle adaptatif
Optimisation

Optimisation

On suppose que (e,) satisfait la loi forte des grands nombres

jim Y =0 p.S.

1
lim — ) (X — x)*> =0° p.s.
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9 Lois fortes des grands nombres

Bernard Bercu Estimation et Controle 17/ 55



Lois fortes des grands nombres

Soit () une suite adaptée a F = (F,) avec

E[€n+1 ‘.’/tn] =0 et E[€%+1 ’fn] == 02 >0

Pour une suite scalaire (¢,) adaptée a IF, on étudie la
transformée de martingale

n
Mn = Z ¢k—1€k-
k=1

On appelle coefficient d’explosion associé a ($,)

®2 LN
f,=-—" avec Sp = >%.
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Lois fortes des grands nombres

Premiére loi des grands nombres
On supposera dans toute la suite que

lim s, =400 p.s.

n—oo

Théoréme (Premiere LGN)

LGN lim M _g s
(LGN) A p-s.
Remarque. Si (s,) converge, alors (M,) converge p.s. U\
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Lois fortes des grands nombres

Seconde loi des grands nombres

Théoréeme (Seconde LGN)
On suppose que, pour a > 2,

(Hy) SUPE [ |eny1|%Fn] < o0 p.S.

n>0
Alors, on a

(;:71) = O(log sn) p.s.

n 2
> fk( M ) = O(log sn) p.Ss.
k=1

Sk—1

Bernard Bercu Estimation et Controle



Lois fortes des grands nombres

Loi forte quadratique

Théoréme (Loi forte quadratique)
Sous (Hy), si le coefficient d’explosion f, — 0 p.s., on a

1 & M2 0
LF lim ik — ) = .S.
( Q) n—oo |og Sn ,; k < Sk ) 7 P

Remarque. On va voir que la LFQ donne la convergence du
moment d’ordre 2 dans le TLCPS associé a (M,).
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Modeles linéaires
Processus de branchement

Régressions linéaires contrélées

© Régressions linéaires controlées
@ Modeles linéaires
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Modeles linéaires
Processus de branchement

Régressions linéaires contrélées

On se place dans le cadre autorégressif
Xn+1 = 9t¢'n + Un + En+1s
¢, = (Xn, R Xn—p+1)to

On suppose que la trajectoire de référence (x,) vérifie

1
lim =) x2 =72 S.
n—oo N Z k T p S
k=1
avec 72 > 0. On pose
n
Sp=>) o}

k=0 m
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Modeles linéaires

Régressions linéaires contrélées
Processus de branchement

Théoréme (Bercu)

Sous (Hy), sit = o? + 12, 0na

. Sp
nlmm o= lp p.S.

e Lestimateur 0, converge presque sdrement vers 0
log n>
n

18— 6 11?= O p.s.
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Modeles linéaires

Régressions linéaires contrélées
Processus de branchement

Théoréme (Bercu)

Sous (Hy), sit = o? + 12, 0na

. Sp
nlmm o= lp p.S.

e Lestimateur 0, converge presque sdrement vers 0
log n>
n

18— 6 11?= O p.s.

@ La poursuite est optimale

. 1
lim —

n—oo N

n
> (Xk — xk)? = o? p.S.
k=1
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Modeles linéaires

Régressions linéaires controlées
9 Processus de branchement

Théoréme (Bercu)

Sous (Hy), on a
TLC o £ o?

( ) \/ﬁ(en - 0) — N(07 7lp>7
(LL)  limsu n ) 80— 6 |P= 2 s

n—>oop(2 log log n " T -

lim —— —0|?*= .S.
(LFQ) Jim_ ,og Z I 6k — 6 |I>= p
U\
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Régressions linéaires contrélées

© Régressions linéaires controlées

@ Processus de branchement
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Modeles linéaires
Processus de branchement

Régressions linéaires contrélées

On considére le processus de branchement contrélé

Xn+Un
Xn+1 = Z Yn,k + In+1
k=1

@ X, — Lenombre d’enfants de la n® génération,

(Ynx) et (In) sont deux suites indépendantes de variables
aléatoires iid a valeursdans N et V, = X, + U, > 1.
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Modeles linéaires
Processus de branchement

Régressions linéaires contrélées

On souhaite estimer les paramétres

E[Yak] = m, E[llh] = A,

Var(Ypx) = o2, Var(l,) = b2

On a I'écriture régressive

Xn+1 = th’n + €n41

avec
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Modeles linéaires

Régressions linéaires controlées
9 Processus de branchement

Moindres carrés pondérés

La suite (ep) est adaptée a F = (F,) avec E[e,1|Fn] = 0 et

On estime 6 par I'algorithme des moindres carrés pondérés

n—1

é\n = Sn_—11 (a) Z ak¢ka+1
k=0

ou la pondération est donnée, pour v > 0, par

1 1 1+ n
an = Vn(log Sn) avec Sp = kZ:% V.
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Modeles linéaires
Processus de branchement

Régressions linéaires contrélées

On cherche a stabiliser la dynamique du processus (X,) en
le forgant & poursuivre une trajectoire (x,). On utilise

Un = max(1, P(A;" (Xnt1 — An))) — Xa

ol P est la projection sur N et 6, = (M, An)'.

Si xn — X, il existe une variable aléatoire ¢ > 1 telle que

Sn(a) £ 1
1+ =0 —
(log n) n L= [ 1 -1 } p.S.
Remarque. 6, ne converge pas vers 6 car det(L) = 0. N
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Modeles linéaires
Processus de branchement

Régressions linéaires contrélées

On utilise maintement le controle adaptatif excité
Uy = max(1, P(A;" (Xnt1 — An))) — Xn + &n

ou (&n) est une suite exogene de variables aléatoires iid
bornées a valeurs dans N*, de loi &.

Lemme

Sixn — xeth=P(m'(x—))),ona

Sh
(Iog n)1+’7'£a) v H= |: E[h1+ 5] E[(h_;l_g)—1] } p.S.
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Modeles linéaires

Régressions linéaires controlées
9 Processus de branchement

Théoreme (Bercu)

Sixp — X, 0, converge presque strement vers 6
A logn
—0 |12= 3
| 0 — 6 || o( . ) p.s.
On a également
= L
Vn(6, — 8) = N(0, W)

avec W calculée explicitement.
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Théoréme limite centrale presque sir

0 Théoreme limite centrale presque sar
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Théoréme limite centrale presque sir

Théoreme limite centrale

Soit (£5) une suite de variables aléatoires iid avec E[¢,] = 0 et
E[3] =02. Si Sy =&+ &+ +&n0na

Sn
(TLC) N £, A0, 0?).

Pour toute fonction h continue bornée,

nllm E / h(x)dG(x
ou G est la mesure gaussienne N(0, 02). n
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Théoréme limite centrale presque sir

Théoreme limite centrale presque sir

On a également

TLCP 0s, — G .S.
(TLCPS) Iognzk % P-S

Pour toute fonction h continue bornée,

lim 1 /h Xx)dG(x p.s.
neoologn
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Théoréme limite centrale presque sir

On a déja vu la LGN pour la transformée de martingale

n
Mn = Z q)k_‘]sk.
k=1

Le coefficient d’explosion associé a () est

P2 L
fp=-1" avec Sp = E o7
Sn k
k=0
Bernard Bercu

Estimation et Controle



Théoréme limite centrale presque sir

Théoréeme (Brown, Chaabane, Lifshits)
Sous (Hy), si le coefficient d’explosion f, — 0 p.s., on a

My
v/ Sn—1

De plus, si pour~y > 0,

(TLC) L, N(0, 5?).

d <o p.s.
n=1

n

> fxdu_ = G p.S.

(TLCPS)
logsn — ~ ao
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Théoréme limite centrale presque sir

Puissances de martingales

Pour toute fonction h continue bornée,

. 1 < M;
Jm o =t SH) _ /R h(X)dG(x)  ps.

k=1

Définition. On dira que (M,) satisfait un TLCPSP si cette
convergence a lieu pour toute fonction polynémiale h.

Objectif. Passer aux puissances de martingales dans le but
d’étudier la stabilité des régressions non linéaires contrélées.
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Théoréme limite centrale presque sir

Soit ) )
Sn— Sh_4

Vn(P) = &

n

Théoreme (Bercu)
On suppose que, pourp > 1 eta > 2p,

a
(Hp) SggE[’5n+1‘ | Fn] < o0 p.s.

nz

Alors, on a

M2 \p

= O(log s .S.
<$n—1) (log sn) p.-s
n

M2 \p
vk(p) (<) =O(logsn)  ps.
:;1 ‘ (Sk—1) N
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Théoréme limite centrale presque sir

Théoréme (Bercu)
Sous (Hp), si le coefficient d’explosion f, — 0 p.s., on a

noM 20 (2p)!
f k>P=O' (p) p.S.

al
n—oo log Sp = Sk 2pPp!

Théoréme (Bercu-Fort)

On suppose que (H)p) est vraie pour toutp > 1. Si f, — 0 p.s.,
(M,) satisfait le TLCPSP

1 n
Z fxom, — G p.S.
logsn (= = Ao

A\
=
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Théoréme limite centrale presque sir

Martingales explosives
Pour tout p > 1, on pose

on(p) = E[E'ZH | Fnl p-s.

Théoréme (Bercu)

On se place sous (Hp) avec on(q) — o(q) pour tout2<q<2p

ou o(q) = 0 si g estimpair. Si le coefficient d’explosion f, — f

p.s.avec0 < f <1,0ona
15 M2

k=1 Sk—1

)p = I(p, f) p.S.

Bernard Bercu Estimation et Controle




Théoréme limite centrale presque sir

Limite gaussienne

La limite I(p, f) est donnée par

I(p,f)= — Z Co5t(1—1)P~ o (2K)I(p— k. f).

Elle est libre de f ssi pour tout 1 < k < p,

ok (2k)!
7(2K) = G
Dans ce cas, on a
o?P(2p)!
I(p,f) = 2,5,) = 1(p)-
p: N
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Théoréme limite centrale presque sir

Martingales explosives

Théoréme (Bercu-Fort)

On suppose que (Hp) est vraie pour toutp > 1. Si f, — f p.s.
avec0 < f < 1 etl(p, f) = I(p), (M) satisfait le TLCPSP

1 n
—> bu_ =G p.s.
nk=1\/skT1
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Théoréme limite centrale presque sir

Processus autorégressif stable |0| < 1

On considére le processus autorégressif stable

Xn+1 = 6X, + €n41-

Sous (Hj),ona f, — 0,

De plus, Op — 0,

(6 — 0) L N (0,1 - 07).
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Théoréme limite centrale presque sir

Si (Hp) est vraie pour tout p > 1, on a le TLCPSP

1
log Z O /K (B—6) = N(O 1-— 62> p.S.

En particulier, pour tout p > 1, 0on a

gyzo— (1= 0°)°(2p)!
2pPp!

lim —— Z kP—1(6x —

n—oo |og n
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Théoréme limite centrale presque sir

Processus autorégressif explosif [0 > 1

Sous (H;), 6~ "X, converge p.s. vers la variable aléatoire

Y=Xo+> 0 Kk
k=1
Onaf, — (0> —1)/62,
Sn 62Yy?

o~ 21y PS

De plus, 6, — 6 et si (¢) est gaussien et C de loi de Cauchy

10]"(6, — 0) = c. "
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Théoréme limite centrale presque sir

Si (en) est gaussien, on a le TLCPSP

0'2(02 - 1))

1 n
=1

En particulier, pour tout p > 1, on a

1

lim — zn:(|0|"(§k —9))* = a?P(6? — 1)P(2p)!
k=1

Y2r2pp!

n—oo N
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Régressions fonctionnelles controlées

© Régressions fonctionnelles controlées
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Régressions fonctionnelles controlées

On considére le modéle autorégressif fonctionnel d’ordre d > 1

Xn+1 = Gf(Xna Tty Xn—d+1) + Un+ €n41-

On utilise I'estimateur des moindres carrés

. M
0,—0=_—"
Sp—1

n
avec M, = Z Oy _qek.
k=1
On choisit le contréle adaptatif de poursuite
Un = Xn+1 - é\I'ld)l'l

OU q)n == f(Xn7 M ,Xn_d+1). W
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Régressions fonctionnelles controlées

Une classe de fonctions

Soit C(a, b) avec a,b € N et a> 1, la classe des fonctions f de
RY dans R vérifiant pour tout x € RY

c1+Ca || x|P< [f(x)| < es +ca || x|

avec b>1sic; =0et b>0sinon.
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Régressions fonctionnelles controlées

Corollaire (Bercu-Portier)

Sous (Hy), sif € C(a, b) aveca < 4,0n a 5,, — 0,

~ logn
(0,,—0)2=(9< ?1 ) p.s.

Pour tout1 < p < a, la poursuite est stable d’ordre p

lim sup — Z (Xk — xk)?P < o0 p.s.

n—oco M=

Sion(2p) — o(2p), la poursuite est optimale d’ordre p

lim — Z(Xk — xx)% = o(2p) p.S.

n—oo N
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Régressions fonctionnelles controlées

Une hypothése LGN

Pour a > 1, soit P(a) I'algebre des polynébmes a d variables et
de degré total < a. On note (L,) I'nypothése 2 € P(2a) avec

L) lim —Zfz €k + Xk - -y Ek—di1 + Xk—ds1) =€ P.S.

n—oo
ou ¢ > 0. Sous (Hj) et (Ly) avec a < 4,0n a

. n
lim —=2¢ p.s.
n—oo n
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Régressions fonctionnelles controlées

Corollaire (Bercu-Portier)

Sous (Hy) et (L;) aveca < 4, on a6, — 6,

2

(TLC) (6, — 0) £ N (o, "7),

n ~
LLI li — ) (6h—0)® = —
(tE) IT—i‘ip <2Iog log n) (6n )

Finalement, pour tout1 < p < a,ona

2
Z kP— 1(9k )2p — @ P(2p)|
n—>oo Iog n £P 2P p!
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Régressions fonctionnelles controlées

Processus autorégressifs polynédmiaux de degré 2

On suppose que x, — 0 et op(p) — o(p) pour 1 < p<4.0n
considéere les processus autorégressifs polynémiaux

(1) X1 = OXF + Un + eny1,
(2) XI’H—1 = 0Xn(1 — Xn) + Un =+ En+1,
(3) Xn+‘| == GXan,‘| + Un + Ent1-

Le Corollaire est vrai avec ¢(1) = o(4),
£(2) = o(4) — 20(3) + o(2), £(3) = 0(2)%
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Régressions fonctionnelles controlées

Processus autorégressifs polynémiaux de degré 3

On suppose que x, — 0 et op(p) — o(p) pour 1 < p<6.0n
considéere les processus autorégressifs polynémiaux

(4) Xn+1 = QX,? + Un + En+1,
(5) XI’H—1 = 9X§(1 — Xn) =+ Un + €n+1,
(6) Xni1 = 0X5Xn_1 + Un+ 1.

Le Corollaire est vrai avec ¢(4) = o(6),

£(5) = o(6) — 20(5) + o (4), £(6) = o(4)o(2).
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