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EXAMEN
PROBABILITES

Durée 3h

PROBLEME 1

3 points

Soit (X,) la suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi donnée par
P(X, =1)=p, P(X, =0)=1-—2p, P(X,=-1)=p
avec p € [0,1/2]. Pour tout n > 1, soit
Y, = ﬁXk.
1) Montrer que P(Y,, =0) =1 — (2p)" etk];tYn =1) =P, =—-1)=(2p)"/2.

2) Etudier, suivant les valeurs de p, la convergence presque stre de (Y},).

PROBLEME II

3 points

La loi de Weibull sert en fiabilité pour modéliser les durées de vie. On dit que Y suit la
loi de Weibull W(a, \) avec a, A > 0si Y = X/ ot X suit la loi exponentielle ().

1) Montrer que la fonction de répartition de Y est donnée par
Fy(y) = (1 — exp(=Ay"))(y20)-

2) Rappeler comment générer X a partir d'une variable aléatoire U uniforme sur
I'intervalle [0, 1] et en déduire comment générer Y a partir de U.

PROBLEME III

4 points

Soient U et V' deux variables aléatoires indépendantes et de méme loi uniforme sur [0, 1],
X =+/—2log(U) cos(27V) et Y =+/—2log(U)sin(27V).
1) Calculer la densité de probabilité du couple (X,Y).

2) En déduire que X et Y sont indépendantes et trouver leurs lois marginales.



PROBLEME IV

4 points

Soit (X, Y’) un vecteur aléatoire gaussien de densité de probabilité définie pour |r|<1 par

! ( ) 1 < x? — 2rey + yz)
T,Yy) = ————exp| —
R Ty A AT )

1) Déterminer son espérance m et sa matrice de covariance I'.
2) Trouver la loi conditionnelle de Y sachant X.
3) Quelle est la loi de la variable aléatoire

X2 —2rXY +Y?
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PROBLEME V

6 points

Soit (X,,) la suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi, de densité de
probabilité f donnée par

6

—zx(@—z) s 0<x<4,
flx) =4 0°

0 sinon

avec 6 > 0. On estime le parametre inconnu 6 par

f,, = max X;.
1<k<n

1) Déterminer la fonction de répartition commune aux variables X,.
2) Calculer la fonction de répartition de 0,..
3) Montrer que @n converge presque strement vers 6.

)

4) Montrer également que

ou Y suit la loi de Weibull W(2, \) rencontrée plus haut avec A > 0 a déterminer.
Indication : Si (x,) est une suite de nombres réels qui converge vers z, on a

lim (1 + %)n = exp(x).

n—o0



