UNIVERSITE DE BORDEAUX Le 23/04/2010
MASTER 1, 2009/2010

EXAMEN
MARTINGALES

Durée 1h30

PROBLEME 1

10 points

Le but de ce premier probleme est de donner un contre exemple prouvant que, dans
I’algorithme de Robbins-Monro pour le dosage

Xn+1 - Xn + 7n(yn+1 - O[),

la suite déterministe, positive et décroissante vers zéro (7,,) doit satisfaire

Z Yn = +00.
n=0

On suppose que

Yn+1 = HXn + €nt1

avec 6 > 0, ou ’état initial Xy est un nombre réel arbitrairement choisi et (g,,) une suite
de variables aléatoires indépendantes et de méme loi N'(0,1). On suppose également que

Z Y < +00.
n=0

n

1) Si g, = H(l + 07%), montrer que la suite (8,) converge et que

k=0
00 2
Z (%) < +400.

n=0

2) Vérifier que 'on a I'égalité X, 1 — x* = B,(Xo — x*) + B, M, 11 avec x* = /0 et
My = Z %5k+1-
“— b

3) Vérifier que (M,,) est une martingale bornée dans L? et calculer <M >,,.

4) En déduire que (M,,) converge p.s. vers une variable aléatoire de carré intégrable.
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5) Finalement, montrer que (X,,) converge presque stirement vers une variable aléatoire
A = x* + L, déterminer la loi de L et conclure.

PROBLEME II

10 points

Soit (g,) une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi exponentielle
symétrique, encore appelée loi de Laplace L(\) avec A > 0, de densité de probabilité

A

F(@) = 5 exp(~lz).

Soit (X,,) la suite définie, pour tout n > 1, par X,, = n%, avec a > 0. On pose
n
M, => " X;.
k=1

1) Calculer 'espérance, la variance et le moment d’ordre 4 de la loi de Laplace L£L(\).
2) Montrer que (M,,) est une martingale de carré intégrable.
3) Calculer son processus croissant < M >, et vérifier que 'on a

I <M>, 2
1m = .
n—oo n2otl )\2<26L + 1)

4) En déduire la convergence presque sire

. M,
lim —— = 0.
n—00 n2a+1

5) Montrer également le théoréme limite centrale

M, r 2
na/n _>N(O’ )\2(2a+1)>'



