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MARTINGALES A TEMPS DISCRET

1 Somme.

Soit (X)) une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi de Rademacher
R(p), c’est a dire P(X,, = 1) =pet P(X,, = —1) =1 —p avec 0 < p < 1. Pour tout

n > 1, on pose
Sp =Y X
k=1

Montrer que (S,) est une martingale si p = 1/2, sous-martingale si p > 1/2 et sur-
martingale si p < 1/2.

2 Produit.

Soit (X,) une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi exponentielle
E(N) avec A > 0. Pour tout n > 1, on pose

P, = ﬁXk.
k=1

Montrer que (F,) est une martingale si A = 1, sous-martingale si A < 1 et sur-martingale
siA>1.

3 Convergence.

Soit (X,,) une suite de variables aléatoires indépendantes, centrées et de carré intégrable
avec E[X?] = 02 ou 02 > 0. Pour tout n > 1, on pose M, = S? —V,, avec

Sn:zn:Xk et Vn:zn:az.
k=1 k=1

1) Montrer que (S,) et (M,) sont deux martingales.

o0
2) Vérifier que (S,) converge presque stirement et dans IL? si Z 07 < +o0.
k=1

4 Martingale exponentielle.

Soit (X,) une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi normale A(0,1).
On pose S, = X; + -+ X, et pour tout t € R,

M, (t) = exp (tSn — %252>



1) Montrer que, pour tout ¢t € R, (M,(t)) est une martingale positive qui converge
presque strement et déterminer sa limite.

2) Conclure que, pour tout ¢ € R*, (M,(t)) ne converge pas dans L.

5 Martingale autorégressive.

On considere la suite de variables aléatoires (X,,) définie, pour tout n > 0, par
Xn+1 = HXn + (1 — 9)€n+1

ou le parametre inconnu 0 < # < 1 et I’état initial X, est égal a p avec 0 < p < 1. On
note F, = o(Xo, Xi,...,X,) et 'on suppose que, pour tout n > 0, la loi de €, sachant
F,. est la loi de Bernoulli B(X,,).

1) Vérifier que, pour tout n > 0, 0 < X,, < 1.

2) Montrer que (X,,) est une martingale qui converge presque surement et dans L2 vers
une variable aléatoire L.

3) Montrer que, pour tout n > 0,
E[(Xn+1 - Xn)Q] = (1 - Q)QE[XRG - Xn)]

4) Calculer E[L(1 — L)] puis conclure que L suit une loi de Bernoulli B(p).

6 Fortune ou ruine du joueur.

Un joueur possede une richesse initiale égale a a et son but est d’atteindre la richesse b > a
avant d’étre ruiné avec a,b € N*. Il joue a un jeu constitué de n épreuves indépendantes
ol, a chaque épreuve, il gagne 1 euro avec probabilité p et il perd 1 euro avec probabilité
g=1—pavec 0 < p < 1. On peut modéliser cette situation a I’aide d’une suite (X,,) de
variables aléatoires indépendantes et de méme loi de Rademacher R(p). La richesse du
joueur a l'issue de la n® épreuve est

-
k=1

1) Vérifier que (S,,) tend vers +oo si p > 1/2 et vers —oo si p < 1/2.

2) Que se passe-t-il si le jeu est équitable avec p = 1/2 7

3) Si M, = (q/p)°", montrer que (M,) est une martingale positive d’espérance 1.

)
)
)
4) Soit Ty, instant aléatoire ou le jeu s’arrétera

Tw =inf{n > 1,5, = —a ou S,, = b}.

Le jeu se termine par la fortune du joueur si Sr,, = b ou sa ruine si Sp,, = —a.
Vérifier que 'on a E[Mr,] = 1, E[St,,] = mE[T,] et E[(St,, — mTuw)?] = o*E[T,)]
avec m et o2 & déterminer.

5) Sile jeu est équitable, montrer que la valeur moyenne de la durée du jeu E[T,;] = ab.



