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PROBLEME 1

b points

On considere le processus autorégressif d’ordre un défini, pour tout n € Z, par

Xn = an—l +én
En = PEp—1 + vn

avec |0 < 1, |p| < 1 et 6 # p, ou (V,,) est un bruit blanc de variance o2 > 0.
1) Montrer que, pour tout n € Z, on a la relation

Xn = (9 -+ p)anl — eran -+ Vn

2) Vérifier que ce processus autorégressif d’ordre deux est causal.

3) Trouver la suite (c,) telle que le processus (X,,) s’écrive sous la forme linéaire

Xn = i ckVn_k.
k=0

4) En déduire que, pour tout n € Z,

o?(1+ 6p)

BN = A ma =)

n

PROBLEME II

4 points
On considere le processus autorégressif d’ordre deux défini, pour tout n € Z, par
X, =2pcos(0) X1 — p* X0+

avec 0 < 0 <, |p| < 1et p+#0,ou (g, est un bruit blanc de variance ¢ > 0. On lui
associe, pour tout z € C, le polynoéme A(z) = p?2? — 2pz cos(f) + 1.

1) Montrer que les racines de A sont données par

—10
et 29 = exp(=if)
p p

exp(if)

21 =



2) En déduire que le polynome A est causal.

3) Calculer la densité spectrale associée a (X,,).

PROBLEME III

4 points
On considere le processus ARMA défini, pour tout n € Z, par

2 1 7
Xn = an—l - §Xn—2 + gsn—l +én

olt (g,,) est un bruit blanc de variance o2 > 0.

1) Trouver la suite (c,) telle que le processus (X,,) s’écrive sous la forme linéaire
o
Xn = Z CrEn—k-
k=0

2) Calculer la fonction d’autocorrélation associée a (X,,).

PROBLEME IV

6 points
On considere le processus autorégressif stationnaire défini, pour tout n € Z, par

X, = eXn—l +én

ou le parametre inconnu |f] < 1 et (g,,) est une suite de variables aléatoires indépendantes
et de méme loi N(0,02) avec 6 > 0. On estime le parametre inconnu # par I'estimateur

de Yule-Walker "
0 _ > et Xka—1.
2 k=0 Xk
1) Montrer que 0, converge presque strement vers 6.
2) Montrer également que

Vi@, — ) L5 N(0,1—67).

3) On estime la variance inconnue o2 par

o 1 ~
O'?L = E Z(Xk — HnXk_1)2.
k=1

Vérifier que 2 converge presque siirement vers o2 et que 1'on a

V(3 — %) £ N(0,20%).



