
Préparation à l'agrégation 2006/2007 Cours d'algèbre e�e
tive
Mots 
lés : Algébre linéaire, systèmes linéaires, inverse.
Le jury n'exige pas une 
ompréhension exhaustive du texte. Vous êtes laissé(e)libre d'organiser votre dis
ussion 
omme vous l'entendez. Il vous est 
onseilléde mettre en lumière vos 
onnaissan
es à partir du �l 
ondu
teur 
onstitué parle texte. Le jury demande que la dis
ussion soit a

ompagnée d'exemples traitéssur ordinateur. Il est souhaitable que vous organisiez votre présentation 
ommesi le jury n'avait pas 
onnaissan
e du texte. Le jury aura néanmoins le textesous les yeux pendant votre exposé.

Pseudo-inverse
1. Introdu
tionLorsqu'on 
her
he à modéliser un phénomène physique à l'aide de données ex-périmentales pour obtenir soit une loi, soit une représentation graphique, la plussimple possible, on dispose en général de trop de données, non toutes �ables.Si la modélisation est linéaire, on obtient un système linéaire Ax = b dont lenombre d'équations est supérieur au nombre d'in
onnues. Un tel système est ditsur-déterminé et en géneral n'admet pas de solutions. Une solution a

eptableest de 
hoisir un ve
teur x qui minimise la quantité ||Az − b||2.Dans un système physique, un 
ontr�leur prend des mesures et 
al
ule une
ommande numérique de façon dis
rète au bout d'un délai �xé, périodiquementrenouvelé. Si le 
al
ul est linéaire et en "bou
le ouverte", le 
ontr�leur doite�e
tuer la 
ommande x sans utiliser les mesures éventuelles internes au sys-tème a�n d'amener une partie du système dans un 
ertain état. Ce 
al
ul estalors le produit par une matri
e A dé�nie par le système d'un ve
teur dontles 
omposantes représentent les t premières 
ommandes x1, ..., xt. Le 
al
ul sefait dans une dimension �xée (par exemple 1 si le 
ontr�leur 
al
ule une po-sition sur un segment) alors que le nombre de 
ommandes utilisées peut-êtrearbitrairement grand. Le système linéaire AX = b que doit véri�er le ve
teurdes t premières 
ommandes a�n de parvenir au 
al
ul de b a en général plusd'in
onnues que d'équations. Un tel système est dit sous-déterminé et s'il est
ompatible, il admet une in�nité de solutions. Il est don
 possible de 
her
herparmi 
es solutions une qui minimise un 
oût (par exemple une durée ou unequantité d'énergie) 
e qui dans 
ertains 
as peut se ramener à la re
her
he d'unesolution de norme eu
lidienne minimale, parmi les solutions.Soit A une matri
e (s, t) à 
oe�
ients réels et soit b un ve
teur de R

s ; nous
her
hons à minimiser la quantité ||Ax− b|| lorsque x par
ourt R
t, en notant || ||la norme eu
lidienne. Au besoin en ajoutant des 
ontraintes (par exemple ||x||minimal), le minimum est atteint en un unique ve
teur x de R

t, qu'on note
A◦b. Les propositions suivantes peuvent se véri�er :C. Pi
aronny 1 E.N.S. de Ca
han
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Proposition 1 Si A est une matri
e inversible, alors A◦ = A−1.Proposition 2 Soit b ∈ R

s. Un ve
teur z réalise le minimum de ||Ax − b||lorsque x par
ourt R
t, si et seulement si ∀x ∈ R

s, < Az − b, Ax >= 0.Corollaire 1 Si A◦b existe, alors tAAA◦b =t Ab.Le but de 
e texte est d�étudier sous 
ertaines 
onditions 
omment 
al
ulere�e
tivement une telle appli
ation A◦.
2. Pseudo-inversesDé�nition : Soit A une matri
e réelle (s, t). On appelle matri
e pseudoinverse de A toute matri
e B telle que ABA = A.Soit A une matri
e réelle (s, t). Il existe des matri
es de déterminant non nuls,
U ∈ Ms(R) et V ∈ Mt(R), et une matri
e π telle que

π =

(

Ir 0
0 0

) et A = UπV.On montre alors que les pseudo-inverses de A sont toutes de la forme
V −1

(

Ir W
S T

)

U−1.En e�e
tuant des opérations élémentaires sur la matri
e A, une telle matri
epseudo inverse peut être 
al
ulée de façon à être inversible lorsque s = t. Deplus, on montre pour toute pseudo-inverse B de A que si le système AX = badmet une solution, alors Bb en est une solution.
3. Pseudo-inverse de Moore-PenroseDé�nition : Soit A une matri
e réelle (s, t). On appelle matri
e pseudoinverse de Moore-Penrose de A une matri
e B véri�ant les quatre propriétés :(i) ABA = A,(ii) BAB = B(iii) AB est une matri
e symétrique,(iv) BA est une matri
e symétrique.
Proposition 3 Tout matri
e réelle admet une unique matri
e pseudo inversede Moore-Penrose.C. Pi
aronny 2 E.N.S. de Ca
han
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Notation : La matri
e pseudo inverse de Moore-Penrose de la matri
e A estnotée A♯.
On montre que A♯ = (tAA)♯ tA. Le 
al
ul de A♯ repose don
 sur 
elui de S♯,pour S matri
e symétrique.
Théorème 1 Le minimum de ||Ax− b||, lorsque x par
ourt R

t, est atteint pourle ve
teur x = A♯b. De plus, x = A♯b est l'unique ve
teur de norme minimaleparmi les ve
teurs y réalisant le minimum de ||Ay − b||.

4. Algorithmes de 
al
ul
La matri
e pseudo inverse de Moore-Penrose d'une matri
e A de rang maximalpeut se 
al
uler en utilisant la dé
omposition UDV de la matri
e A (U orthogo-nale, D diagonale positive dé
roissante, V orthogonale). En e�et, A♯ =t V D♯ tU .Cette dé
omposition se 
al
ule de façon itérative, 
ar elle suppose le 
al
ul desvaleurs singulières de A, 
'est à dire des ra
ines 
arrées des valeurs propres de
tAA, dont le 
al
ul ne peut-être exa
t. Néanmoins puisqu'il s'agit de la solutiond'un système linéaire, le 
al
ul de la matri
e A♯ peut se faire de façon exa
te.
On peut aussi 
al
uler la matri
e pseudo inverse de Moore-Penrose d'une matri
e
A en utilisant la dé
omposition QR de la matri
e A (Q orthogonale, R triangu-laire supérieure). La matri
e Q se 
al
ule de façon e�e
tive 
omme produit dematri
es de Householder.Soit R =

(

T 0
0 0

) ave
 T triangulaire supérieure inversible de taille r ;
∀x ∈ R

t, ||Ax − b||2 = ||Rx −t Qb||2 = ||Tx′ − u||2 + ||v||2, en ayant noté x′(respe
tivement u) le ve
teur formé par les r premières 
oordonnées de x (re-spe
tivement tQb) et v par les s − r dernières 
oordonnées de tQb. don
 A♯best le ve
teur dont les r premières 
oordonnées sont 
elles de T−1u et les t − rsuivantes sont 0.
L'algorithme suivant dû à Gréville permet aussi le 
al
ulde A♯ :Soit A = (ai,j) une matri
e (s, t) réelle. On note Ci la i-ème 
olonne de Aet Ai la matri
e (C1, ..., Ci) formée par les i premières 
olonnes de A.C. Pi
aronny 3 E.N.S. de Ca
han
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si C1 = 0 alors A♯

1 := 0sinon A♯
1 := 1

tC1C1

tC1fin siPour k = 2 à t faire dk := A♯
k−1

Ck

ck := Ck − Ak−1dksi ck = 0 alors bk := 1

1+tdkdk

tdk−1A
♯
k−1sinon bk := 1

tckck

tckfin si
A♯

k :=

(

A♯
k−1

− dkbk

bk

)

5. Un exempleUn appareil de le
ture optique permet de prendre des mesures rasantes plusou moins exa
tes d'un objet 
ir
ulaire dont on souhaite déterminer le 
entreet le rayon. Les mesures fournissent les points : Z1 = (9/4, 1), puis à 90degrés, Z2 = (1, 17/8), puis à 180 degrés, Z3 = (−1/16, 1), puis à 270 degrés,
Z4 = (1,−1/16). En 
her
hant à minimiser la distan
e entre Z1, ..., Z4 et quatrepoints obtenus 
omme images par Z 7→ C + RQZ (C est le 
entre du 
er
le,
R son rayon et Q une transformation orthogonale) des points (

1
0

), (

0
1

),
(

−1
0

), (

0
−1

), une des méthodes dé
rites 
i-dessus permet d'obtenir que
C =

(

67/64
65/64

) et R = 9/8.
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Suggestions de développementsSoulignons qu'il s'agit d'un menu à la 
arte et que vous pourrez 
hoisir d'étudier
ertains points, pas tous, pas né
essairement dans l'ordre et d'une façon plus oumoins fouillée. Vous pouvez aussi vous poser d'autres questions que 
elles in-diquées plus bas. Il est très vivement 
onseillé que vos investigations 
omportentune partie traitée sur ordinateur et, si possible, des représentations graphiquesde vos résultats.

• On pourra justi�er la proposition 3.
• On pourra proposer un algorithme qui 
al
ule une matri
e pseudo inverse.
• On pourra justi�er la proposition 4.
• On pourra justi�er le théorème 1.
• On pourra justi�er pré
isément un ou plusieurs des algorithmes dé
ritsdans la partie 4.
• On pourra mettre en oeuvre l'algorithme né
essaire pour réaliser l'exemplede façon paramétrée (ave
 en entrée des points Z1, ..., Z4 dont les 
oor-données sont des paramètres et en sortie la représentation graphique desquatre points ainsi que du 
er
le solution.
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