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Exercice 1: On considére les fonctions f et f_ définies par:

et pour t>0
0 pour t<0

) 0 pour t>0 B
A B B AU R

(1) Calculer les transformées de Fourier Froet f.
On a

f+<€):ﬁ f*(f): 1_1157
par calcul élémentaire.
On considere [’équation différentielle

y'(t) + 2/ (t) +y(t) = f-(t), teR. (E)

(2) Supposons que y,y' € L*(R). Expliquer pourquoi y" € L*(R).
Observons 4" = f- —y — 2y’ € L*.

(3) Soit y € L'(R) une solution de (E) avec y' € L'. Quelle équation vérifie
alors iy ¢
v,y € L' donne que 'équation (E) est “transformable” par Fourier. Il suit
que

(4) Déterminer la solution y de (E) vérifiant y,y' € L*(R).
Observons que 1’équation ci-dessus est (144€)?y(£) = (1—i&) ™!, donc y(&) =
(1+&)7' (1 +i&)~". Puisque fi + f- = exp(—|z|) a pour transformation
de Fourier 1f7, il suit que y est la convolution de 3 exp(—|z|) avec f. Un
calcul montre

et si t<0
(1+2t)e™® si t>0

PN N

Exercice 2: On considéere la fonction “porte” I définie par :
11

B 1 pourte€ [—3,5]
II(t) = { 0 sinon.

(1) Calculer la transformée de Fourier II.
Calcul simple: %sin(f/Z).
(2) Soit A la fonction "triangle” définie par :

B 1 —|t| pourte [—1,1]
At) = { 0 sinon.

On note N’ sa dérivée au sens des distributions. Montrer que A’ = h avec h
la fonction définie par h(t) =TI(t + 3) —TI(t — 3).
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Soit ¢ € D(R). Une IPP sur

/A /01(1+t) ()dt+/01(1—t)<p’(t)dt

montre que

1 si te[-1,0)
N(t) = —1 si t € (0,1]
0 ailleurs

I1 est facile de voir que c’est la fonction h.
(3) En déduire la transformée de Fourier de A.

Rappelons que si g(t) = f(t + a), alors g(xi) = eiaEf(ﬁ). Aussi, f’(f) =
i€ f(€). Ainsi,

A() = (1€)7"h(&) = (i&) ™ 2 sin(&/2)(e"/2 — e7€/2) = Lsin*(¢/2)

(4) Veérifier que A =TI x1I.  Vu que _/AX(§ ) = I12 ceci est évident par inversion
de Fourier.
Exercice 3 : Résoudre pour (x,y) € [1,00) x R ’équation aux dérivées partielles
linéaire :
TUy +Yuy =22y
vérifiant u(r,r*) = 2 pour r > 1 par la méthode des caractéristiques.
Ansatz:

Calcul des edo’s découplés:

x(r,s) = re’, y(r,s) = re®
ce qui donne dz/ds = 2e*13 et donc z(r,s) = e*r* + (2 —r*). On a r(z,y) = y/x
et x = e®y/z donc s(x,y) = In(z?/y). Conclusion:

u(z,y) = 2(r(z,y),s(x,y)) = zy — (y/x)° + 2

Test: u, =y + 3y3/2* et u, = x — 3y?/23, Ainsi zu, + yu, = 2zy et u(x, 2?) = 2.
Exercice 4 : Résoudre pour (t,z,y) € [1,00) x R? I’équation auzx dérivées partielles
quasi-linéaire :

2us + (uy + uy) tan(u) =0

avec la condition initiale u(1,7) = arctan(p + q) ou r = (p,q) € R?.
Ansatz:

dt/ds =2 t(p,q,0) =1

dr/ds = tan(w) x(p,q,0) =p

dy/ds = tan(w) y(p,q,0) =

dz/ds =0 2(p,q,0) = arctan(p + q)

donc t(p,q,s) = 2s + 1 puis 2(p,q,s) = z(p,¢,0) = arctan(p + g). Ceci permet de
simplifier lignes 2 & 3 ce qui donne

z(p,q,s)=pP+q)s+p et ylp,qgs)=@+aqs+q



il suit x +y = (p+q)(2s + 1) = (p + ¢)t donc

u(t,z,y) =z(p(t, z,y),q(t, z,y),s(t,z,y))
Tr+vy

).

=arctan(p(t, z,y) + q(t,x,y)) = arctan(

Test: tan(u) = et uy = Tty Y = Yy = prgyz:



