Université de Bordeaux INTEGRATION

Le lemme de Fatou

Exercice 1 Soit f,, =nl 1 Calculer lim inf fR fn et fR liminf f,,. (Se rappeler ces

[0771»
fonctions en cas de doute sur le sens de 'inégalité...)

Exercice 2 Soit A, B mesurables, de mesure positive. Pour n > 0 on pose fs, = 14
et fonr1 = 1. Calculer liminf fR fn et fR liminf f,.

Exercice 3 Soit (f,) une suite de fonctions qui converge ponctuellement ppresque
partout vers f. Soient G, (g,) des fonctions positives et p-intégrables. On suppose
| fol < G+ g et lim [, gpdp = 0.

a) Montrer que f est p-intégrable en utilisant le lemme de Fatou.

b) Montrer que liminf g, = 0 en utilisant le lemme de Fatou.

c) Considérer les fonctions G+liminf g, + f. Utiliser le lemme de Fatou pour montrer

que
limsup/fnd,u < /f < liminf/fndu
Q Q

et déduire lim [, f,dp.
Convergence monotone

Exercice 4 fn = Ljn2n). Les fonctions sont positives, mesurables (sur R muni de la
tribu Borelienne). Calculer lim [, f,, = [ lim f,,. Est-ce que le théoréme de convergence
monotone s’applique?

Exercice 5 Soit g, = %]1[”,00). Les fonctions sont positives, mesurables (sur R muni
de la tribu Borelienne), et la suite est monotone. Calculer lim fR Jn = fR lim g,,. Est-ce
que le théoreme de convergence monotone s’applique?

Exercice 6  Soit (f,) une suite de fonctions positives.

a) Montrer que > [ fo = [ > fa. B

b) Appliquer & f, = 2°"'e "1 o) pour montrer fooo f—

et

dx =T(s)((s).

1 00
Exercice 7 Soit p > 0. Montrer que /0 W dr = Z W.
k=1

Exercice 8  Soit f,,(z) = (1 + %)™
a) Soit exp(g,) = fn. Montrer que (g,) est croissante ssi (f,,) est croissante.
b) Montrer (14 z)™ > 1+ nx pour tout x > —1 et n € N*.
c) Montrer que fp41(x)/fo(x) > 1.
d) Calculer lim, [, , e~ f () dex.



Convergence dominé

Exercice 9 Soit R muni de la mesure de Lebesgue. Existe-t-il une majora-
tion intégrable pour les fonctions suivantes? Si oui trouver la limites des intégrales

fan(x)dx
fn = \/511[172]7 Gn =

2 —
_ "y X n°re
logn oy

nrsinx
ko (z) = —2BE e T, >1, n=12,...
(x) T+ [zl (0,1) Q n
Exercice 10 Calculer

- 2 d - 2 2\-n
lim Jiopm arctan(l + 22 /n) 195 lim Jo( tnm J(1+ 2*) "dx
nh_}rgo f[o,oo) (14 2)™"sin(z/n)dw nh_)rgo f[o,n/z] x_(l - Z)~"dx pour k € N
nh_}rgo f[a,oo) Tz do pour a > 0. nh_}rgo f[l,oo) ne " sin(1/z)dx

Jim - f o nsin(e/m)z(L+ 2% e i [ o) e

(e}

Exercice 11  Soit f une fonction intégrable sur R*™. Calculer lim f (x)e_"sinz Tdx.
n—oo 0

Exercice 12 Soit f € £L'(R). Montrer que lim,,_ = f[fn . f(z)dx = 0.

Exercice 13 Soit A(X) < oo, et (f,) une suite de fonctions intégrables sur X
qui converge uniformement vers f. Montrer que f est intégrable et que [ flx)de =

lim [ fo(x)dz
Applications.

Exercice 14  Soit (f,) une suite de fonctions intégrables sur R telle que

zn:/R|fn(x)|dx < 0.

Déduire que g(z) := ), | fa(x)] est intégrable. Déduire que la série ) f,(x) converge
presque partout absolument. Montrer que g est un majorant pour la suite de fonctions

r) =Y gilx)
k=0
et déduire finalement

Zn:/an(w) d:c:/R(anfn(x)) dz

Exercice 15  Soit 0 < a < bet f,(r) = ae ™ —be ™. Montrer que

zfom(gfn(x)>dx ot B::g(/omfn(x)dx)



sont bien définis; a-t-on égalité?

Exercice 16  Soit f : R — R une fonction, dérivable sur [a, b] tel que la dérivée f'(z)
est bornée sur [a,b]. Montrer que f est intégrable sur [a, b] et que

= /ab 1) dt

Indication: considérer g,(x) = Il[a b_l](ac) n(flz+ 1) — f(x)).

Exercice 17 Soit f € Li(R) et F f f(t)dt. Montrer que F' est continue.
Exercice 18 Montrer que F'(z fR ~tarctan( t:c) dt est continue.

Exercice 19  Soit f € Ll( ). Montrer que F(z) = [ f(t)e " dt est continue.
Exercice 20 Soit F(z) = [, tz” e dt.

a) Calculer F'(0) et hmx—>0+ F(x )

b) Pourtant x > tx?e”® est continue et f(-,x) est intégrable pour tout z > 0.
Contradiction avec le théoreme sur la continuité d’une intégrale dépendant d’un
parametre?

1—exp(—xt?) dt.

t2 exp(t?)

a) Vérifier que F' est bien deﬁme sur (—1,400).

b) Montrer que F' est dérivable sur (—1,400) et calculer F'(z).
¢) En déduire une expression plus explicite de F'(z).

Exercice 21 On pose F(x f(o +o0)

Exercice 22 On note I'(z) = 0+°° t“e~" 4 Montrer que la fonction I' est bien
définie et de classe C* sur (0,+00) (on fixera 0 < a < b < +oo et on montrera par
récurrence que I" est de classe C" sur (a,b) pour tout n).

Exercice 23 (Examen 2014 et 2016)
a) Pour tout t > 0, démontrer que 'on a |sin(t)| < ¢.

b) Pour tout z > 0, montrer que la fonction ¢ +— —e_wt:in(t)

¢) On pose
+oo —xt o3
Fay= [y
0

est intégrable sur RY .

Montrer que la fonction F est dérivable sur (0,400) (on pourra commencer par le
montrer sur |a, +00) avec a > 0).

d) Prouver que 'on a F'(z) = 1.

e) En déduire qu’il existe une constante C' telle que Vo >0 F(z) = C' — arctan(z).

f) Prouver que C =2

Exercice 24 (examen 2014)  On rappelle que pour toute fonction intégrable f :
R — R, on définit la transformée de Fourier

dx

VEeR fle) = /R e a)



On suppose que f est continue sur R et que
VneN, 3C,>0, VreR, |2"f(x)<C,.

a) Montrer que pour tout n € N, la fonction x — 2™ f(z) est dans L'(R)
b) Rappeler les hypotheses pour pouvoir dériver f et démontrer la formule qui donne
2 /()

c) Montrer que f est dans C>(R) et calculer sa dérivée n-ieme.

2
Exercice 25 Soit f(z) = (fox exp(—t2)dt> et g(z) = Olexp(TtQth)dt Mon-

trer que f,g € C'([0,00)), puis simplifier f + ¢ et déduire la valeur numérique de
I, exp(—t?) dt.

Exercice 26 Soit F(x) = [;° cos(tz)e /2 dt. Montrer que F € C(R), calculer
F'(x) et exprimer F” avec F. Déduire une formule close pour F(z).

Exercice 27  Soit F(z fol s 1 dt. Déterminer le domaine (maximale) de définition

de F', montrer que F' € C’l((O oo)), calculer F’ et déduire une expression simple pour

Exercice 28  Effectuer un changement de variables x = e™¥ dans I'exercice précédent
pour déduire pour tout 0 < a < b la valeur numérique de

0o
A (e—aa: o e—bx) d?x

Exercice 29 Que peut on dire de [, tldt Soit F(x f2 tz t) pour x > 1.
Montrer que F est derlvable sur (1, 00), calculer F '(x) pour x> 1.

Ecrire F(x) f F'(t) dt pour calculer un équivalent de F'(z) quand = — 1+.

Exercice 30  Soit f:R*> — R continue et v € C!(R). On suppose

i) Pour tout ¢, f(,-) € C*(R).

ii) Pour tout x, f(,z) est intégrable.

iii) il existe g G Ll(R) tel que ‘ t,z)| < g(t) uniformément en z € R.
Montrer que F(x f[o e (t, {E) dt est de classe C! et que

F'(z) =4/ (z)f(t,z) + / 8 (t,z) dt

[0,u()]

Indication: introduire la fonction G(z,y) fo



