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Exercice 1 Donner un exemple de fonction continue positive f sur [0, 00) telle que
fo x) dx est finie et f(z) ne tend pas vers 0 quand x tend vers I'infini. Que dire si on
suppose que f est uniformément continue ?

Exercice 2 Soit (X, A, 1) un espace mesuré,
a) Soit u = d,, la masse de Dirac au point a € X et soit f > 0 une fonction mesurable.

Montrer que
| fan=ta
X

b) Soit X =N, A =P(N) et u la mesure de dénombrement.
i) Quelles sont les fonction mesurables f: N — C?
ii) Soit f > 0. Exprimer [, fdu en fonction de f(0), f(1),....

Exercice 3 Soit (€2, A, 1) un espace mesuré et ¢ : 2 — [0,00) une fonction mesu-
rable. On définit pour tout A € A

v(A) = /A pdu

Montrer que v est une mesure sur (2, .A).

Sous quelle condition sur ¢, v est-elle une mesure de probabilité ?

Vérifier que tout ensemble p-négligeable est v-négligeable.

Soit f : (Q2, A) — [0,00] une fonction mesurable. Exprimer [, fdv en fonction
d’une intégrale relativement a p (indication : commencer par les fonctions en es-
calier).
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Exercice 4  Soit (X, A, 1) un espace mesuré, p(X) < oo et f une fonction mesurable
de X dans R. Pour tout n € N, on pose

A, ={z e X :|f(x)] > n}, B,={ze X :n<|f(zx)| <n+1},

et Cp,={reX:n<|f(x)]<n+1}.

a) Montrer que

/|f|du<oo<:>2nu <oo<:>2n,u <oo(:>2u

b) Soit p > 1. Montrer que

/ |fIPdp < 00 & Z 14+n)? ) < o0& Z (1+n)? u(Cy) < 00 & Z(l—l—n)p_l

w(A,) < oo.



— Théoremes de Fatou — convergence monotone et
dominée

Rappeler les 3 théoremes. Les comparer: tandis que convergence dominée et monotone
sont de la forme

(condition sur (f,) ) = (lim/fn = /lim fn)7

Le théoreme de Fatou par contre vise de voir ce qu’on peut attendre si on ne suppose
rien, sauf la mesurabilité omniprésente et la positivité (qui devient nécessaire pour
obtenir une inégalité).

Lemme de Fatou

Exercice 5  Soit f, une suite de fonctions positives, mesurables, qui converge presque
partout contre f. Soit F'(x fo t)dt et F, fo fa(t) dt. Montrer que

/(f+F) gliminf/(fnJan).

Exercice 6 Soit A, B deux parties mesurables de mesure finie de (€2, <7, u). Soit
fon = 14 et fo,1 = 1. Calculer

g := liminf f, et h :=limsup f,
n—oo

n—oo

exprimer g, h comme indicatrices. Comparer [ g¢ et liminf [ f,. Construire A, B C R
olt on a égalité, et un autre exemple avec une inégalité stricte. Pareil pour [h et
limsup [ hy,.

Exercice 7 Soit (f,) une suite de fonctions mesurables sur R, et g positive et
intégrable telle que f,, < g pour tout n. Considérer h,, = g — f,, pour montrer

limsup/fn < /limsup fa
n—00 n—oo

Exercice 8 Soit f(z) = 7 Tz Calculer fo x) dz. Appliquer la question précédente
a fo(x) = Lgn(x)f(x) pour illustrer que f n est pas intégrable sur R, .

Exercice 9
a) Soit a,b > 0. Utiliser a + b < 2max(a, b) pour montrer (a + b)? < 2P(a? + bP).
b) Soit f et (f,) une fonction respectivement une suite de fonctions mesurables sur
un espace mesuré (2,.o7, i) telle que
i) f. — f presque partout
JolfalPdp — [ [fIP du.
Appliquer le lemme de Fatou a g, = 2°(|f.|? + |f|") — | fn — f|P pour déduire que

Jo lf — fIPdp — 0.



Exercice 10 Soit (fn), (gn), f,g des fonctios intégrables sur R telles que f,, — f
et g, — g presque partout. On suppose en plus |f,| < g, et fR Gn — fR g. Montrer que

S I T
Inidcation: appliquer le lemme de Fatou a h, = g, + | f| — |fu — f]-

Exercice 11 (Une sorte “convergence dominé”, différente du théoréme stan-
dard)

Soit f,, une suite de fonctions positives, mesurables qui converge point par point vers f.
Supposons f, < f pour tout n. Montrer que lim [ f,, = [ f.

Attention: il n’est pas supposé que f soit intégrable. Montrer donc d’abord que limsup [ f, <
[ f et combiner ceci avec le lemme de Fatou!

Rem: si (f,,) est croissante ceci démontre le théoreme de convergence monotone:

Convergence monotone

Exercice 12 Pour n > 1 soit f,, : R — R donnée. Quelle est la différence entre “(f,,)
est une suite de fonctions monotones” et “(f,) est une suite monotone de fonctions” 7

Exercice 13 Soit (f,) une suite de fonctions positives, et g, = infg>, fr. Montrer
que (g,) est monotone, et déduire le lemme de Fatou.

Exercice 14 Soit f positive et improprement Riemann-intégrable sur [0,00). En
utilsant que fon ft)dt = f[o nl f, montrer que f est Lebesgue-intégrable sur R, avec

égalité des deux intégrales. Discuter I'hypotheése de positivité a I'exemple de sin(z)/x.

Astuce Soit (f,) une suite de fonctions numériques sur . On suppose qu’il existe
g Q2 xRy tel que g(x,n) = fu(x). Observer que si g(x,.) est croissante, alors (f,,)
est croissante. Si g est partiellement continiment dérivable par rapport a la deuxieme
variable, et si celle-ci est positive ou nulle,

n+1
funi(a) = fue) = [ Sgta.t)d
permet de montrer la monotonie de (f,,).

Exercice 15 Soit (€2, 47, ;) un espace mesuré et f : 2 — R, mesurable. On pose
fol@) = nln(1 + L2 Justifier que f, : © — R est mesurable.

n

a) Montrer que In(1+a) = lea dx/x > a X Fla pour a > 0.
b) On pose g(z,t) = tIn(1+ @) Calculer %g(:z:, t). Montrer que (f,) est croissante.
)

¢) Calculer

lim [ nln(l+ @)dm

n—o0 Q



Exercice 16  Calculer lim [ (1 + £)"e™ " dx.

Exercice 17 Soit f(z) = ze™*". Calculer Jo f(z) dx et déduire que f est Lebesgue
intégrable sur R. Calculer [ fdz.

Exercice 18 Pour chaque n € N on définit la fonction:

x) = Zx%(l — ).

a) Déterminer I'ensemble D des z € R pour lesquels (f,,)72; est une suite croissante de
fonctions mesurables sur R. Trouver un équivalent (presque partout) de la limite.

b) Démontrer que:
1
Z/ M1 - 2)dr = / d .
0 1+

¢) En déduire que

k=0
d) De la méme facon, considérer fi(z) = (—1)*2%(1 — ) pour déterminer la valeur
de la somme:

S (=1)*
g (2k 4+ 1)(2k +2)°

Exercice 19 Soit f(t) = # Montrer que la série anl n~2 converge, déduire que
f(t) =372, —t" In(t) pour t € [0 1]. Déduire que f est intégrable sur (0,1) et

f(t)dt = i#
n=1

Il n’est pas demandé d’évaluer cette série!

(0,1)

Exercice 20 Soit f : Ry — R, décroissante et intégrable avec fo t)dt > 0.
Montrer que pour A > 0,

[ soa < g < [

Exercice 21 Soit (ay,)n>1 une suite croissante de réels strictement positifs qui tend
vers 4+00. On pose pour z € (0, 00)



a) Montrer que f(x) = lim f,(z) existe pour tout x > 0.
b) Montrer que (f,) est croissante.
1 k
¢) Déduire que [;° f(z)de =72, ak) :
d) Appliquer au cas ak =k+1oua,=2k+1.

Convergence dominée

Exercice 22 Soit R muni de la mesure de Lebesgue. Existe-t-il une majoration
intégrable pour les fonctions suivantes? Si oui trouver la limite de leur intégrales lorsque
n — oQ.

n
fn:\/ﬁﬂlg, gn = 1 1 1 n>1
[nvn] logn [(n—l—l)’n}
Exercice 23 Calculer
00 1
Tim. ;Lf a7 do pour a > 0. lim Of(l + na?)(1 4 2*) "dx
lim [ nsin(z/n)z(l+2?)]'de  lim [ ne ™ sin(l/x)dx
: 2 : T dx
R s

—n

Exercice 24  Soit S, ={z € R: 3k € Z: |v — k| < 1}. Calculer

. dx
lim
n—00 S, 1 —+ LU2

Exercice 25  Pour chaque n € N* on définit la fonction: g,(z) = Ly ,((2*)(1 — L),
a) Déterminer I'ensemble D des x € R pour lesquels lim,,_,, g, () existe.
b) Déterminer la limite lim,,,+ g,(z) pour tout x € D.
¢) Trouver un majorant intégrable g(z) > g,(z) pour tout z, déduire

oo

lim gn(x)dz.

n—oo 0

(on pourra utiliser [ e~ dt = /7 sans le démontrer).

Exercice 26 Soit f une fonction intégrable sur R*. Calculer

lim fla)e ™5 %y,

n—oo 0
Exercice 27 Soit fn(z) = +1{m(x). Montrer que f, — 0 uniformément sur R.
Cependant, fR fn(x)dx = 1. Est-ce un contre-exemple au théoréeme de convergence
dominé?
Exercice 28 Soit A(X) < oo, et (f,) une suite de fonctions intégrables sur X

qui converge uniformément vers f. Montrer que f est intégrable et que [  flx)dr =

lim [y fu(x)dz



Exercices mixtes

Exercice 29 Soit (f,,) une suite de fonctions intégrables sur R telle que

> [ @lds <.

Déduire que g(z) := > |fu(z)| est intégrable. Déduire que la série ) f,(x) converge
presque partout absolument. Montrer que g est un majorant pour la suite de fonctions

sul@) = 3 gula)

et déduire finalement

zn:/an(x) dx:/R<zn:fn(x)> dz

Exercice 30*

a) Montrer que
n

lim [ (1—%)"In(z)dz

n—oo 0

existe.
b) Faites les changement de variables 1 + x/n = w, puis développer In(1 — u) =

k
— 2 T

¢) Déduire que

1 0 >
n . 2: 1 _ -1 § : 1 1
/(; u 11’1(1 — U) du = — k(ntk+1) — n+l (E o n+k‘+1)
k=1 k=1

Justifier que cette série est télescopique. La calculer.

d) Déduire que
. 1 . —r
nhm (hﬂ(n) - 5 k) —/0 e “In(z)dx

k=1

Exercice 31" Soit 2 C R™ de mesure p finie et (f,),>1 une suite de fonctions

mesurables qui converge vers f. On suppose |f| < co presque partout et fixe o > 0.
a) Soit A, ={z € Q:|f(x)— fu(x)| > a}. Montrer que

1(An) =0

Indication: considérer les fonctions g, = 14,
b) Soit Fiy = supysy | fi — f|. Montrer que Fiy — 0 presque partout. En déduire que

SN: UAk

k>N

satisfait u(Sy) — 0 lorsque N — oo.



c)

(Egorov) Soit 6 > 0, m > 1 et a = 1/m. Montrer qu’il existe un rang N, tel que,

pour N > N,,, on ait
p(Sn) < 627"

Justifier que S = (J,,,~, Sn,, est de mesure ;(S) < 4 et que
Ve e Q\S Vk >N, : |fi(z) — f(z)| < 1/m

Expliquer que cela signifie que f,, converge uniformément vers f sur Q\S.
(Vitali) On suppose en plus des hypotheses ci-dessus que |f, | est intégrable sur
Q) pour tout n et que

Ve>0:30>0:VS C Q, S mesurable : M(S)<§:>/|fn|p<e
s

Montrer que [, |f, — [P dx converge vers 0.
Indications: Choisir S selon la question précédente. Utiliser le lemme de Fatou
pour montrer |f|? est intégrable. Pour conclure, découper

/Qlfn—f\”Z/Q\S!fn—f\p ALY

et se rappeler que €2 est de mesure finie.



