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Exercice 1. Soit K = [−2, 2] × [0, 2π]. On considère la fonction
f : K → R définie par la formule

f(x, y) =
x2

2
−
√

4− x2 cos y.

1) On note U l’intérieur de K. Déterminer les extrema locaux de la
fonction f dans U.

2) Déterminer le maximum et le minimum absolus de f sur K.

Exercice 2. Soit c > 0. On note K l’ensemble

K = {(x1, x2, . . . , xn) ∈ R | x1, x2, . . . , xn > 0 et x1+x2+· · ·+xn = c}.
Soit f : K → R la fonction définie par f(x1, x2, . . . , xn) = x1x2 · · ·xn.

1) Soit

U = {(x1, x2, . . . , xn) ∈ R | x1, x2, . . . , xn > 0 et x1+x2+· · ·+xn = c}.
Prouver que si a = (a1, a2, . . . , an) est un extremum local de f sur U,
alors a1 = a2 = · · · = an = c/n.

2) Prouver que le point (c/n, c/n, . . . , c/n) est l’unique maximum global
de f sur K.

3) Prouver l’inégalité arithmético-géométrique: pour tous x1, x2, . . . , xn >
0 on a

x1 + x2 + · · ·+ xn
n

> n
√
x1x2 · · ·xn.

Exercice 3. Soit C([0, 1],R) l’espace de Banach des fonctions contin-
ues f : [0, 1]→ R muni de la norme infinie ‖f‖∞ = maxx∈[0,1] |f(x)|.

1) Prouver que l’application u : C([0, 1],R) → C([0, 1],R) définie
par

u(f)(x) =

∫ x

0

f(t)tdt



2

est une application linéaire continue.

2) Soit Φ : C([0, 1],R)→ C([0, 1],R) l’application définie par Φ(f) =
f + u(f)f. Montrer que Φ est une application différentiable et calculer
D(Φ)f en tout f ∈ C([0, 1],R).

3) Prouver que Φ est de classe C1. En déduire que Φ est un C1-difféo-
morphisme d’un voisinage de 0 dans C([0, 1],R) sur un voisinage de 0
dans C([0, 1],R).

Exercice 4. On considère l’équation différentielle

(1) y′(t) = y(t)4 + t2y(t)2.

1) Trouver une solution y0(t) de cette équation vérifiant y(0) = 0.

2) Soient (t0, y0) ∈ R2. Prouver qu’il existe une unique solution maxi-
male (ϕ(t), I) de l’équation (1) vérifiant y(t0) = y0.

3) On note (ϕ(t), ]a, b[) la solution maximale de (1) vérifiant ϕ(t0) = y0.
Prouver que ϕ(t) est strictement croissante sur ]a, b[.

Dans les questions 4-7) on suppose que y0 < 0.

4) Prouver que ϕ(t) < 0 pour tout t ∈]a, b[ et que b = +∞.

5) Prouver que limt→+∞ ϕ(t) = 0.

6) Prouver que
ϕ′(t)

ϕ(t)4
> 1 pour tout t ∈]a, t0[. En déduire que

1

3y(t)3
− 1

3y30
> t0 − t

pour tout t ∈ [a, t0[.

7) Prouver que a ∈ R et que limt→a+ ϕ(t) = −∞.

8) Soit y0 > 0. Prouver que a = −∞, b ∈ R et que limt→−∞ ϕ(t) = 0
et limt→b− ϕ(t) = +∞.
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