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TOUTES LES REPONSES DOIVENT ETRE JUSTIFIEES.

Premiere partie.
1) Donner ia définition de I'exponentielle de matrice.

Réponse. L’exponenticlle d'une matrice carré A € M,(R) est déline

s o]
par la série convergente et = 3 %—f.
k=0
. -3 2
Soit A = (_1 _1
2) Trouver les valeurs propres et les sous-espaces propres de la matrice
A.
Solution. On a
A+3 =2

} = A+ 4\ 4 5.
Les valeurs propres de A sont \; = —2 —i et \p = —2+14, Si (;) est

un vecteur propre qui correspond & Aq, alors (1 — i)z — 2y = 0. On en
déduit que le sous espace propre associé & Ay est engendré par (1+"”) :

()

De méme, Si (Z) est un vecteur propre qui correspond & Ag, alors (1 +
i)x — 2y = 0. On en déduit que le sous espace propre associé & A, est

engendré par (1*“') :
' I—i
w=(07)

1
3) Calculer e et e=# ofi t est une variable.

Solution. On a



2

En comparant les parties réelles et imaginaires on obtient que

(1) == 0) ) 46)=0)20)

On peut réecrire ces deux égalités sous la forme :
11 1 1V /-2 —1
A(1 0)‘(1 0)(1 —2>'
5 {11 4, {0 1
On pose P = (1 O) CAlors Pt o= (1 _1> et
— -2 -1 -1 At __ -2 -1 —1
A—P(l _Q)P , € —Pexp((l _9 L] P
—2 -1 AN -2 0 : 0 -1 AT
PN =) TP o —2/%)%P\\1 0 )Y 7
_ _ot [cost —sint
- ¢ sint cost J°

At _ =2 cost — sint 2sint
© = —sint  cost+sint/’

Donc

En calculant la matrice inverse de e?* (on peut utiliser la formule

e BN ' . (d —b
e d i R } on trouve que

— At o fCOSt+sint  —2sint
e = € . . .
. sint cost —sint

Deuxiéme partie.

4) Solent A une matrice carrée de taille n & coeflicients réels et
B(t) : R — R” une fonction continue. Donner, sans démonstration,
la solution générale de I'équation différentielle X'(t) = AX{{) + B(t).

Réponse. La solution générale s’écrit, :

¢
o(t) = eAtf e~ B(r)dr + eMC,
¢

¢

ol1 £y est un réel fixé quelconque et C' = (g;), C,Cy € R.

On considére le systeme d’équations différentielles suivant

» 2(t) = ~3a(t) + 2(2),
Y(t) = —a(t) ().



5) Expliciter la solution générale du systeme (*).
. Solution. On a

OV (D), ancien

z(t) = ¢ #(Cy(cost — sint) + 2C, sin t),
’ y(t) = e"*(—Cysint + Cy(cost +sint)),
ol Cl, Cy € R ‘

6) On appelle solution stationnaire toute solution qui est constante
en fonction de ¢. Donner les solutions stationnaires du systéme {¥).

Solution. Si z(t) et y(t) sont constantes, alors 2'(t) = y/(f) = 0 et
on a le systéme suivant :

—3z(t) + 2y(t) =0
| ~2(t) - o(t) = 0.
On en déduit que z(t) = y(t) =0Vt € R.

7) Donner la définition du portrait de phase d’une équation différentielle
autonome.

Réponse. Le portrait de phase d’une équation différentielle au-
tonome est le dessin de 1'ensemble des trajectoires des solutions du
systeme.

8) Donner le portrait de phase du systéme (*). Préciser le comporte~
ment des solutions quand ¢ — 40 et ¢ = —oo.

Solution. Comme les valeurs propres ;o sont des nombres com-
plexes de parties réelles strictement négatives, il s’agit d’un foyer stable.
Pour détérminer le sens de rotation des trajectoires on peut remarquer
que si y(t) = 0, alors (i:gg) = m(t)(j} Donc la rotation est dans le
sens des aiguilles d’'une montre.
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Troisieme partie.

9) Trouver une solution particuliére du systeme

#(t) = —33(2) + 2y(8),
(**) / — —2¢
y ()= —z(t) —ylt) +e
en utilisant la formule générale de la question 4).
Solution. On a

)

En utilisant le caleul de e=4" {question 3)) on a

_AT( 0 ) ( —2sinT )
(&4 = .
e~ cosT —sin7r

t ' b
/e‘A"“ 0 dr = 2cost‘ 2 -
0 =27 cost +sint — 1

Un petit calcul montre que

z(t) _ 2cost — 2 _ e % o -2
y(t) cost +sint —1 e~ -1/
A (2
—1
2e~%

que p(t) = ( o ) est une solution particulidre de (**).
e

Donc

Comme e ) est une solution de I’équation homogene (*), on trouve

10) Donner la solution maximale du probleme de Cauchy
)t
= our l"équation :
(sloy) = (1) pous véaustion ¢
Solution. La solution générale de (*) séerit :
z(t) = 2e7% + e7*(Cy(cos t — sint) + 2C, sint),
y(t) = e + e ¥(—C, sint + Cy(cost + sint)).

En posant £ = 0 on trouve que C; = —1 et C; = 0. Donc z{t) =
e Y(sint —cost + 2) et y(t) = e #(sint+ 1).

FIN



