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TOUTES LES REPONSES DOIVENT ETRE JUSTIFIEES.

Exercice 1. 1) Soit A un matrice carrée de taille n & coefficients
réels. Donner, sans démonstration, la solution générale de 1’équation
différentielle X'(t) = AX(t). Quelle est la dimension de 1'espace vecto-
riel des solutions de cette équation?

Réponse. Confer cours.

1 1
-4 -3
2) Trouver les valeurs propres et les sous-espaces propres de la matrice
A.

Soit A =

Solution. Le polynome caractéristique de A est

A—1 -1
xa(A) =

_\2 _ 2
L gy =N I=(F 1)

Donc A; = —1 est 'unique valeur propre de A (de multiplicité 2). On

2 1

Siov= (Z) est un vecteur propre, alors

(4 5)6)=6)

d’ou 2x +y = 0. Donc le sous-espace propre correspondant est le sous-
espace de dimension 1 engendré par le vecteur e; = (_12)

3) Calculer e*) ot t est une variable.

Solution. Posons e; = ((1)) Alors e; et ey forment une base de R?. On
a Ae; = —e; et

1
Aeg = (_4) = 261 + (—1)62.



Do S R N A

(11 (11N
Posons P = (_2 O) .Alors A=P (_2 O) P~'. On note que

/0 -1

-1 _ -+
P _2Q 1)
0 =1\ ) _ (1 2

*Pil2 1 ¢ \o 1)

Donc
0 —1 _ i (2t+1 t
eXp(At):Pexp<(2 1>t)P1:et<_4t 1—2t>'

On considere le systeme d’équations différentielles suivant

" #(t) = (t) + (1),
() = —4a(t) — 3y(t).

4) Expliciter la solution générale du systeme (*).

Solution. On a

(1) ~emian(%)). cucuem

d’ou

z(t) = C1(2t + 1)e™ + Cote™,  y(t) = —4Cite™ + Cy(1 — 2t)e™".

5) Donner la solution du probleme de Cauchy z(0) = 2, y(0) = —2.

Solution. Les conditions z(0) = 2, y(0) = —2 donnent C; = 2,
Co = =2, dou z(t) = (2t + 2)e™", y(t) = —(4t + 2)e~".

Exercice 2. On considere le systeme d’équation différentielles d’ordre

2:
2'(t) = x(t) + y(t),
y/

() (t) = —da(t) — ky(t).



3

ou k € R est un parametre fixé. Remarquons que le systeme étudié

dans l'exercice 1 correspond au cas k = 3. Trouver les valeurs du

parametre k pour lesquelles le portrait de phase du systeme (**) est
1) un centre;

Solution. La matrice du systeme est

1 1
=4
Le polynome caractéristique de A est

A-1 -1
Xal) == "y "y

Le discriminant de x 4(\) est
D=(k—-17?—44—k)=(k—3)(k+5)
et les valeurs propres de A sont

—(k—1)++vD

‘:Aﬁuk—nA+M—k)

Al = 5
Le portrait de phase est un centre si \; et Ay sont totalement imagi-
naires, d’ou on trouve que £ = 1. Comme pour k = 1 ona D = —12

et \jg = ++/3i, on trouve que le portrait de phase est un centre si et
seulement si k = 1.

2) un foyer attractif;

Solution. Le portrait de phase est un foyer attractif si et seulement
si A1 2 = o+ 7 sont des nombres complexes conjugués avec o < 0 ce
qui corréspond aux conditions D < 0, k —1 > 0. Comme D < 0 si et
seulement si k& €] — 5, 3], on en déduit que le portrait de phase est un
foyer attractif si et seulement si k €]1, 3[.

3) un foyer répulsif;

Solution. Le portrait de phase est un foyer répulsif si et seulement
si A1 2 = o = 7 sont des nombres complexes conjugués avec o > 0 ce
qui corréspond aux conditions D < 0, k —1 < 0. Comme D < 0 si et
seulement si k €] — 5,3], on en déduit que le portrait de phase est un
foyer répulsif si et seulement si k €] — 5, 1].

4) un noeud répulsif.
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Solution. Le portrait de phase est un noeud répulsif si et seulement
si A1 2 sont des nombres réels positifs ce qui corréspond aux conditions
det(A) > 0, Tr(A) > 0 et D > 0. Comme D > 0 si et seulement
si k €] — oo, —5[U]3, +o0], det(A) = 4 — k et Tr(A) =1 —k, on en
déduit que le portrait de phase est un noeud répulsif si et seulement si
k €] — oo, —5][.

FIN



