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Exercice 1 : Montrer que les opérateurs suivants sont continus et calculer leurs normes.

(a) T1 : `2 → `2, T1((xn)n≥0) = (xn+1)n≥0.

Évidemment, T1 est linéaire. En effet,pour x = (xn), y = (yn) ∈ `2 et α, β ∈ R on
a [T1(αx+ βy)]n = αxn+1 + βyn+1 = α[T1(x)]n + β[T1(y)]n. T1 est donc continu ssi
il est borné. On a

‖T1(x)‖2`2 =
∞∑

n=1

|xn|2 ≤
∞∑

n=0

|xn|2 = ‖x‖2

et donc T1 est continu avec ‖T1‖ ≤ 1. Soit ek l’élément (δkn)n≥0 de `2. De ‖T1e1‖ =
‖e2‖ = 1 = ‖e1‖ on déduit ‖T1‖ = 1.

(b) T2 : L2([0, 1])→ C, T2(f) =
∫ 1

0
x2f(x) dx.

On remarque que T2f = (f |g) où g(x) = x2. T2 est donc linéaire et par l’inégalité
de Cauchy-Schwarz on a que T2 est continu avec ‖T2‖ ≤ ‖g‖2 = 1/√5. Si l’on choisit
f(x) = g(x) = x2 on obtient ‖T2f‖ = 1/5 = 1/√5‖f‖ et donc ‖T2‖ = 1/√5.

(c) T3 : L∞([0, 1])→ C, T3(f) =
∫ 1

0
x2f(x) dx.

Par la linéarité de l’intégrale, T3 est linéaire. Observons que

|T3(f)| ≤ sup
x∈[0,1]

|f(x)|
∫ 1

0

x2 dx = 1/3‖f‖

et donc que T3 est continu avec ‖T3‖ ≤ 1/3. Si f ≡ 1 cette valeur est atteinte, d’où
‖T3‖ = 1/3.

Exercice 2 : Soit (E, d) un espace métrique et K ⊆ E un compact non vide.

(a) Montrer que pour tout x ∈ E, {x} est un fermé.
Observons que {x} =

⋂
n≥1Bf (x, 1/n). Étant une intersection de fermés,{x} est

fermé.

(b) Montrer que (K, d) est un espace métrique complet.
Évidemment, K hérite la distance de E, (K, d) est donc un espace métrique. Tout
recouvrement d’ouverts de K (dans la topologie induite !) donne un recouvrement
d’ouverts de K dans E dont on peut choisir un recouvrement fini par la compacité
de K dans E. On vient de vérifier que K est un espace métrique compact. Par
un théorème du cours (voir aussi le DM1) on sait que (K, d) est donc un espace
métrique complet.

(c) On suppose désormais que K est dénombrable ; on peut donc écrire K =
⋃

j∈N{xj}.
Montrer qu’il existe un j0 tel que {xj0} est un ouvert de K (pour la topologie
induite). Puisque Aj = {xj} est fermé, et (K, d) est un espace métrique complet
tel que K =

⋃
j Aj il y a par le théorème de Baire un Aj dont l’ intérieur est non

vide. Cela dit clairement qu’il existe un j0 tel que {xj0} est un ouvert de (K, d).



(d) En déduire que K possède un point isolé dans E, c’est-à-dire qu’il existe un rayon
r > 0 et un x ∈ K tel que l’on ait (dans E)

{x} = B(x, r) ∩K.

On vient de voir qu’il existe un j0 tel que {xj0} est un ouvert de K pour la topologie
induite, ce qui veut dire qu’il existe un ε > 0 et y ∈ E tel que {xj0} = K∩B(y, ε).
En remarquant que xj0 ∈ B(y, ε) l’inégalité triangulaire montre l’existence d’un
rayon r > 0 ( il suffit de prendre r < dist(xj0 , ∂B(y, ε))) tel que B(xj0 , r) ∩K =
{xj0}, d’où l’assertion.

Exercice 3 : Rappelons qu’un espace métrique est dit séparable s’il contient un sous-
ensemble dénombrable qui est dense.

I) Soit c0 l’espace des suites réelles qui convergent vers 0. Cet espace est muni de sa
norme usuelle ‖.‖∞. On note c00 l’espace des suites réelles nulles à partir d’un certain
rang.

(a) Montrer que c0 est un espace de Banach. Il serait admis d’utiliser que `∞ est un
espace de Banach. Pour une démonstration complète, on ajoute l’argument :

Soit (xn) une suite de Cauchy dans `∞. On écrit xn = (ξn,j)j≥0. Or

|ξn,j − ξm,j| ≤ sup
k
|ξn,k − ξm,k| = ‖xn − xm‖,

(ξn,j)n est une suite de Cauchy dans R pour tout j ∈ N. On note ξj = limn ξn,j et
x = (ξj). Pour ε = 1 il existe un M tel que pour tout n ≥M on ait ‖xn‖−‖xN‖ ≤
‖xn − xM‖∞ ≤ 1. Donc

‖xn‖ ≤ C = max(‖x1‖, . . . , ‖xN−1‖, 1 + ‖xN‖),

autrement dit, des suites de Cauchy sont bornées. Donc |ξj,n| ≤ C pour tout j, n
d’où |ξj| ≤ C et donc x ∈ `∞.

Pour montrer la convergence de xn vers x, remarquons que pour ε > 0 il existe un
Mε tel que pour tout n,m ≥ Mε on ait ‖xn − xm‖∞ ≤ ε/2. Par convergence des
(ξj,n)n pour tout j ∈ N il existe un mj ≥ Mε tel que |ξj,n − ξj| ≤ ε/2. Les deux
estimations ensemble entrâınent que

|ξj,n − ξj| ≤ |ξj,n − ξj,nj
|+ |ξj,nj

− ξj| ≤ ‖xn − xnj
‖∞ + ε/2 ≤ ε

pour tout n ≥Mε. Cette estimation est indépendante de j, on a donc ‖xn−x‖∞ ≤ ε
pour tout n ≥Mε. Ceci montre que `∞ est un espace de Banach.

Montrons maintenant que c0 est un sous-espace fermé de `∞. Soit (xn) une suite
dans c0 qui converge vers x ∈ `∞ dans la norme sup. On montre que x ∈ c0 : Soit
ε > 0. Il existe un N tel que ‖x− xN‖∞ ≤ ε/2 et il existe (pour cet N) un kε tel
que |ξN,j| ≤ ε/2 pour tout j ≥ kε. Donc :

|ξj| ≤ |ξj − ξj,N |+ |ξj,n| ≤ ‖x− xN‖∞ + ε/2 ≤ ε

pour tout j ≥ kε. Ceci montre bien que x ∈ c0.



(b) Quelle est l’adhérence de c0 dans `∞ ? // Puisque c0 est fermé, c0
`∞ = c0.

(c) Montrer que c00 est dense dans c0. Est-ce que c00 est dense dans `∞ ?
Soit x = (ξj) ∈ c0 et xn = (ξ1, . . . , ξn, 0, 0, . . .). Évidemment, xn ∈ c00 et puisque
‖x − xn‖ = supj>n |ξj|, le fait que x ∈ c0 entrâıne la convergence de xn vers x
en norme sup. Donc c00 est dense dans c0. Puisque c0 est un fermé de `∞, c00

ne peut pas être dense dans `∞ (un autre argument est de montrer que la suite
1 = (1, 1, 1, . . .) ne se laisse pas approcher dans c00 puisque ‖1 − x‖∞ ≥ 1 pour
x ∈ c00).

(d) Est-ce que c0 est séparable ? Oui. Pour y ∈ c0 et un ε > 0 donné il suffit de choisir
un élément x de c0 dont tous les coordonnés sont rationnelles et qui satisfait
‖x − y‖∞ < ε/2. Maintenant la construction des xn de (c) donne une suite qui,
pour n suffisamment large, approche y à ε près en norme. L’ensemble des suites
finis rationnelles est donc dense. En plus, il est dénombrable étant une union
dénombrable d’ensembles dénombrables :

c00 ∩QN =
⋃
n∈N

Qn

II) Soit (X, d) un espace métrique et Ω ⊆ X une partie non dénombrable telle que

d(x, y) ≥ 1 pour tout x, y ∈ Ω, x 6= y.

(a) Supposons que E est une partie dense dans X. Montrer que pour tout x, y ∈ Ω, il
existe ex, ey ∈ E tels que d(ex, ey) ≥ 1/3.
Il suffit de choisir pour tout x ∈ Ω un ex ∈ E tel que ‖x− ex‖ ≤ 1/3. L’assertion
écoule de l’inégalité triangulaire !

(b) En déduire que E n’est pas dénombrable.
Évidemment, pour x, y ∈ Ω on a ex 6= ey puisque leur distance est même minoré
par 1/3. On observe donc, que

Ẽ = {ex : x ∈ Ω} ⊆ E

définit une partie non dénombrable de E, d’où l’assertion.

III)

(a) Soit P (N) l’ensemble de toutes les parties de N. Montrer que P (N) est non dénombrable
(indication : si φ : N→ P (N) est une bijection, considérer A = {n ∈ N, n 6∈ φ(n)}
et n0 ∈ N tel que φ(n0) = A).
On observe que,par construction de A on a n0 ∈ A ssi n0 6 inA ce qui est contra-
dictoire !

(b) Pour chaque partie non vide A ∈ P (N), on définit la suite (xA(n))n par

xA(n) = 1 si n ∈ A et xA(n) = 0 si n /∈ A.

Quelle est la distance dans `∞ entre xA et xB ?
Bien évidemment, ‖xA − xB‖∞ = |A∆B| où A∆B = (A\B) ∪ (B\A) est la
différence symétrique de A et B. En particulier on a ‖xA − xB‖∞ ≥ 1 si A 6= B.

(c) En déduire que `∞ n’est pas séparable. L’ensemble Ω = P (N) est non-dénombrable
d’après III (a) qui satisfait les hypothèses de II. Une partie quelconque E qui est
dense dans `∞ ne peut donc pas être dénombrable ce qui veut dire : `∞ n’est pas
séparable.

FIN


