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Exercice 1 : Montrer que les opérateurs suivants sont continus et calculer leurs normes.

(a)

Ty 02 = 02, Ti((Zn)n20) = (Tns1)nzo-

Evidemment, 7} est linéaire. En effet,pour = = (x,),y = (y,) € ¢2 et a, 5 € R on
a [T1(ax+ BY)]n = axni1 + BYns1 = [T1(2)]n + B[T11(y)]n. T1 est donc continu ssi
il est borné. On a

1T (2)lz, = Z |za]® < Z |z ]* = ||z]*

n=1
et donc 77 est continu avec || 71| < 1. Soit eg 'élément (dg, )n>0 de lo. De || T1e1|| =
llea|l = 1 = |le1|| on déduit ||T}]| = 1.
Ty : L([0,1]) = C, To(f) = [y 2*f(x) du
On remarque que Tof = (f|g) ot g(z) = z*. Ty est donc lindaire et par I'inégalité
de Cauchy- Schwarz on a que Tj est continu avec ||T5]| < [|g]|2 = /5. Si I'on choisit
f(x) = g(x) = 2 on obtient [|T5f|| = 1/5 Tl fIl et done || To|| = 7y5.
T5: L>([0,1]) — C, T5(f :fo 22 f(x)
Par la linéarité de l'intégrale, T3 est linéaire. Observons que

1< s (7)) [ a%dn = bl

z€[0,1]

et donc que T3 est continu avec ||T3|| < ¥5. Si f = 1 cette valeur est atteinte, d’ou
T3] = T

Exercice 2 : Soit (E,d) un espace métrique et KX C E un compact non vide.

(a)

(b)

Montrer que pour tout x € E, {z} est un fermé.
Observons que {z} = (), -, Bf(z,1/n). Etant une intersection de fermés,{z} est
fermé. -

Montrer que (K, d) est un espace métrique complet.

Evidemment, K hérite la distance de E, (K, d) est donc un espace métrique. Tout
recouvrement d’ouverts de K (dans la topologie induite!) donne un recouvrement
d’ouverts de K dans F dont on peut choisir un recouvrement fini par la compacité
de K dans E. On vient de vérifier que K est un espace métrique compact. Par
un théoreme du cours (voir aussi le DM1) on sait que (K, d) est donc un espace
métrique complet.

On suppose désormais que K est dénombrable ; on peut donc écrire K = UjeN{xj}.
Montrer qu’il existe un jo tel que {z;,} est un ouvert de K (pour la topologie
induite). Puisque A; = {z;} est fermé, et (K, d) est un espace métrique complet
tel que K = ; A; il y a par le théoreme de Baire un A; dont I’ intérieur est non
vide. Cela dit clairement qu’il existe un jy tel que {xj,} est un ouvert de (K, d).



(d) En déduire que K posséde un point isolé dans E, c’est-a-dire qu’il existe un rayon
r>0etunz e K tel que l'on ait (dans E)

{z} = B(z,r) N K.

On vient de voir qu'il existe un jg tel que {z;, } est un ouvert de K pour la topologie
induite, ce qui veut dire qu'il existe un € > 0 et y € E tel que {z;,} = KNB(y,¢).
En remarquant que x;, € B(y,¢) I'inégalité triangulaire montre l'existence d'un
rayon r > 0 ( il suffit de prendre r < dist(z;,,0B(y,¢))) tel que B(xj,,r) N K =
{zj,}, d’ou l'assertion.

Exercice 3 : Rappelons qu’un espace métrique est dit séparable s’il contient un sous-
ensemble dénombrable qui est dense.

) Soit ¢y l’espace des suites réelles qui convergent vers 0. Cet espace est muni de sa
norme usuelle ||.||co. On note cog lespace des suites réelles nulles a partir d’un certain
rang.
(a) Montrer que co est un espace de Banach. 11 serait admis d’utiliser que /., est un
espace de Banach. Pour une démonstration complete, on ajoute ’argument :
Soit (x,) une suite de Cauchy dans ¢,. On écrit x,, = (&, ;);>0. Or

|§n7j - gm,j| S Sl;p |£n,k - gm,k| = ||xn - xm”,

(&n.5)n est une suite de Cauchy dans R pour tout j € N. On note &; = lim,, &, ; et
x = (§;). Pour € = 11l existe un M tel que pour tout n > M on ait ||z, || — ||zn] <
llzn, — zar]|oo < 1. Donc

lzn]l < € = max({l ], . [lenall, 1+ [lexl]),

autrement dit, des suites de Cauchy sont bornées. Donc |{;,,| < C' pour tout j,n
d’ou ;| < C et donc = € (.

Pour montrer la convergence de x,, vers x, remarquons que pour € > 0 il existe un
M. tel que pour tout n,m > M. on ait ||z, — T/l < €/2. Par convergence des
(&n)n pour tout j € N il existe un m; > M, tel que |§;, — &;| < €/2. Les deux
estimations ensemble entrainent que

|€j,n - §]’ S |§j,n - gjﬂl]‘l + ‘gj,n]- - §]| S ||ZL’n - «Tn]Hoo + 5/2 S €

pour tout n > M.. Cette estimation est indépendante de j, on a donc ||z, —z||. < €
pour tout n > M,. Ceci montre que {,, est un espace de Banach.

Montrons maintenant que ¢ est un sous-espace fermé de (.. Soit (x,) une suite
dans ¢y qui converge vers x € {,, dans la norme sup. On montre que x € ¢q : Soit
e > 0. Il existe un N tel que ||z — 2n||o < /2 et il existe (pour cet N) un k. tel
que [¢n,;| < €/2 pour tout j > k.. Donc :

&1 <& — vl HEjnl < lz —onflee +e/2 <€

pour tout j > k.. Ceci montre bien que x € .



(b) Quelle est I’adhérence de cy dans (°° ¢ // Puisque ¢y est fermé, ¢yt~ = cq.

(¢) Montrer que coy est dense dans cy. Est-ce que coy est dense dans £ ¢
Soit z = () € ¢o et z,, = (&1,...,6,,0,0,...). Evidemment, @, € cg et puisque
|z — 2| = sup,s, [§;], le fait que x € ¢ entraine la convergence de x, vers x
en norme sup. Donc cyy est dense dans ¢y. Puisque ¢y est un fermé de /., coo
ne peut pas étre dense dans ¢, (un autre argument est de montrer que la suite
1= (1,1,1,...) ne se laisse pas approcher dans cyy puisque |1 — z||ooc > 1 pour
x € o).

(d) Est-ce que ¢y est séparable 2 Oui. Pour y € ¢y et un € > 0 donné il suffit de choisir
un élément = de ¢y dont tous les coordonnés sont rationnelles et qui satisfait
It — y|loo < /2. Maintenant la construction des x,, de (¢) donne une suite qui,
pour n suffisamment large, approche y a € pres en norme. L’ensemble des suites
finis rationnelles est donc dense. En plus, il est dénombrable étant une union
dénombrable d’ensembles dénombrables :

coo NQN = UQ”

neN

IT) Soit (X, d) un espace métrique et @ C X une partie non dénombrable telle que
d(xz,y) > 1 pour tout z,y € Q, x # y.

(a) Supposons que E est une partie dense dans X. Montrer que pour tout x,y € Q, il
eziste ey, e, € E tels que d(e,,e,) > 1/3.
I1 suffit de choisir pour tout z € Q un e, € FE tel que ||z — e,|| < 1/3. L’assertion
écoule de l'inégalité triangulaire !

(b) En déduire que E n’est pas dénombrable.
Evidemment, pour z,y € {2 on a e, # e, puisque leur distance est méme minoré
par 1/3. On observe donc, que

E={e,: 2€Q}CE

définit une partie non dénombrable de F, d’ou I'assertion.

I11)
(a) Soit P(N) l’ensemble de toutes les parties de N. Montrer que P(N) est non dénombrable
(indication : si ¢ : N — P(N) est une bijection, considérer A={n € N;n & ¢(n)}
et ng € N tel que ¢p(ng) = A).
On observe que,par construction de A on a ng € A ssi ng fnA ce qui est contra-
dictoire !

(b) Pour chaque partie non vide A € P(N), on définit la suite (x4(n)), par
za(n)=1sine€ Aet xa(n)=0sin¢ A

Quelle est la distance dans (> entre x4 et xp ?

Bien évidemment, ||[x4 — 2|l = |[AAB| ou AAB = (A\B) U (B\A) est la

différence symétrique de A et B. En particulier on a ||[z4 — 2|l > 1 si A # B.
(¢) En déduire que (> n’est pas séparable. L’ensemble 2 = P(N) est non-dénombrable

d’apres 11T (a) qui satisfait les hypotheses de II. Une partie quelconque E qui est

dense dans /,, ne peut donc pas étre dénombrable ce qui veut dire : o, n’est pas

séparable.

FIN



