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Une attention particuliére sera portée sur la rédaction. Ne vous limitez pas a donner le résultat final
mais indiquez le cas échéant les étapes de calculs et les propriétés utilisées.
Le baréme est indicatif.

Exercice 1. [7 points] Soient (uy)n>0 €t (vn)n>0 deux suites définies par
ug =0, vg =1 et pour tout n € N

3 2
Un+1 = gun + 5vn

1 4
Un+1 = gun + gvn

(1) Montrer que
2
YneN, vpi1 — Upy1 = 5(1)” — Up)

Avec la définition des deux suites, on a pour tout n € N

3
Untl = Untl = Un+ 20n — (ZUn + ZUn)
(51 3)5 ) (45 2 >
PH D "5 50
= g(vn — Un)
(2) Montrer par récurrence que
2 n
vneN, v,—u,= <5>

2 n
On note pour tout entier n, P(n) : v, — uy, = (5> :

9 0

P(0) est vrai : vg —ug =1 = (5> .
Montrons que pour tout n € N, si P(n) est vrai alors P(n + 1) est vrai.

2

2 2 2\ " n+1
Upt1 —Up+1 = g(vn—un) =g X (5> avec P(n). Soit finalement vy, 41 —tup41 = (5> . P(n+1)

est vrai.
On a montré que P(0) est vrai et que pour tout n € N, si P(n) est vrai alors P(n + 1) est vrai.
On peut conclure que P(n) est vrai pour tout n € N par récurrence.

(3) Montrer que les suites (un)n>0 €t (vn)n>0 sont adjacentes. Que peut-on en déduire ?
n
Commencons par remarquer que pour tout n € N, (5) > 0 et donc v, — uy > 0.

Montrons que (uy,) est croissante et (v,,) est décroissante. Par définition des suites, pour tout n € N
2

Up+1 — Up = gun + gvn — Up = *(Un - un)
1 4
Un+1 — Un = 5’&“ + gvn — Unp = _5(Un - un)




Avec v, — u, > 0 on obtient donc que pour tout n € N, upy1 — up > 0 et vy11 — v, < 0. La suite
(up) est croissante et la suite (vy,) est décroissante.

2 2\"

0< R < 1 donc nll}riloo (5> = 0 et donc aussi nli}riloo(vn —up) = 0.

On a (uy) croissante, (vy,) décroissante, pour tout n € N, u,, < vy, et ngrfoo(vn —uy,) =0, les deux
suites sont adjacentes. Avec le théoréme sur les suites adjacentes, elles convergent et ont la méme
limite.

(4) Pour tout n € N, on pose wy, = uy, + 2v,. Montrer que la suite (wy)n>0 est constante.

Pour tout n € N,

3 2 1 4 3 2 2 8

Wpt1 = (5un + 5vn) +2 (5un + 5%) = (5 + 5) Up + (5 + 5) Up, = Up + 2Vp = W,

La suite (wy,) est constante.

(5) Conclure sur la valeur de la limite de (u,)n>0 et de la limite de (vy)p>0-
La suite (wy,) est constante donc elle converge vers wyg = 0+ 2 x 1 = 2. Si on note ¢ la limite
commune de (u,) et (v,) par opération sur les limites, (w,) converge vers ¢ + 2¢ = 3(. Par unicité

de la limite, 3¢ = 2 donc ¢ =

[SSA N

2
(uyp) et (v,) convergent vers 3

Exercice 2. [2 points] En appliquant le théoréme des accroissements finis, montrer que

4x 1

On considére la fonction f définie sur [0, +o00[ par f(t) = 7 et soit z > 0 fixé arbitraire.

1
1+0)

f est continue sur [0, z] et dérivable sur |0, z[, avec le théoreme des accroissements finis

e €0,z f(x) = £(0) = f(c)(x - 0).

-4 1
') = EDE et pour ¢ €]0, x[, avec la stricte décroissante de la fonction ¢ m sur Ry, on a
1 - 1 - 1
14z " (1+4+¢)5 ~ (1+0)
En multipliant par 4z > 0 on a
4x —
_— < - 4
(1+x)5< (1+C)5:E< T
soit 4 4 ]
x x
— < - — f(0 dres —— <1 — —— < A4x.

Exercice 3. [7 points]

(1) Le développement limité & I'ordre 3 en 0 de la fonction x +— /1 + sin(z) est

1 +sin(z) =1+~ v JU3+3() lim &(z) = 0
SIn\r) = 2 8 48 T e\x avec mlLI[l)Ex = U.

Donner les résultats utilisés et les étapes de calculs pour ’obtenir.

On utilise la composition de deux DL a ’ordre 3 en 0.

73

sin(z) =z — 5 + 21 () avec 31613% e1(x) =0,



et
1 1 3t .
\/1+t—1+§t—15+§€+t52(t)avec%1_1()%52@)—0.

Ces deux DL étant obtenus en utilisant la formule de Taylor-Young a l'ordre 3 en 0 (les deux
fonctions sont 3 fois dérivables au voisinage de 0).
sin(0) = 0, on peut composer et on obtient
3
1 3 L—%) 3(@x-%)3

1+sm(m):1+§(aﬁ—€)—z 5 +§ 5

Et enfin en tronquant a ’ordre 3, ¢’est-a-dire en mettant dans le reste tous les monA “mes de puissance
supérieure ou égale a 4

3 : —
+ 2°e3(x) avec }UILI%)&‘?,(CU) =0.

1 o1 1
1+sin(z) = 14+ -(z— %) - §x2 + 1—:1:3 + 23e(x)
1 1 .
= 1+ 5%~ §x2 + (_ﬁ + E)x3 + 23e(x) avec ilgl (x) =0
4 Z_e x3+ e ()
= S - - tae(x
2 8 a8 "°
1 i —1
Calculer lim V1+sin(@) .
z—0 X

Pour x # 0 et voisin de 0, on a avec le DL précédent
1—|—sin(x)—1:1—1—%—%2—%4-3:36(17)—1:1 r  2? 2 (2).
x T 2 8 48
r a2 I+sin(z) -1 1

. oz 2 _ . 1
mlg%]( TR e(x)) Odoncili% . 5

Justifier que la fonction g définie sur | — g, g[ par

V1+sin(z) — 1
g(z) = 1 1 7%

sizx>0

est dérivable en 0.
Le plus rapide est de montrer que g admet un DL d’ordre 1 en 0, ce qui est équivalent a la
by
dérivabilité en 0. En effet pour z €]0, 5[ ona

1 =z x? 9
g9(x) — (5 - g) "R TT £(x)
et pour x €] — g,O] on a
1 =z
g9(x) — (5 - g) =0.

En posant

-2 ze(x) six €]0, z[

ofz) = 48 .
0 size|— 5,0]

T
onapourxe]—i,g[

1
g est dérivable en 0 et ¢'(0) = —g



On pouvait aussi montrer « a la main » que g est continue puis dérivable en 0.

1 T
On a, grace a la question précédente, que lim g(z) = =. De plus lim (= — <) =
z—07F 2 2

—g(0). D
po0-2 8 9(0). Done

1
2
g est continue en 0.

Pouraze]g—g,g{\{O}

1 = ) T
g(x) —9(0) _ _§—@+w5(:c) si @ €0, 7
x—0 . T
-3 S1I€]—§’O[

donc la limite du taux d’accroissement existe et

g(x) —g(0) 1

ilg%) x—0 8
1
On retrouve que g est dérivable en 0 et ¢'(0) = —g

Donner la position de la courbe représentative de g par rapport a sa tangente au voisinage du point

de tangence de coordonnées (0, 5)

NN
| &8

On sait que g est dérivable en 0, une équation de la tangente est y = g(0) + ¢'(0)x soit y =
Avec la question précédente on a que
1
x%——+d@)$xﬂ&9

2 — (= -5~ 48
() = { 8> 0 sixe]—gﬁ[

La courbe est confondue avec sa tangente au voisinage du point de tangence de coordonnées (0, 5)

pour le points d’abscisse négative.

1 1
lim (—— +¢(z)) = —— < 0 et 2% > 0 donc la courbe est en dessous de sa tangente au voisinage
z—0+" 48 48

1
du point de tangence de coordonnées (0, 5) pour le points d’abscisse positive.

Expliquer pourquoi la fonction g n’admet pas de développement limité d’ordre 2 en 0.

Par définition, g admet un DL d’ordre 2 en 0 s’il existe une fonction polynomiale de degré inférieur
ou égal a 2 telle que

g(x) = P(z) + 2%0(z) avec lim 6(x) = 0.

z—0

Supposons que P existe et cherchons & obtenir une contradiction.

1—f—mj%-x?»s(m) siz>0
g(x) = P(x) + 2%0(x) = % % 48 avec lim e(z) = 0.
3 g% siz <0 20

P(x) = a + bx + cx? avec a,b, ¢ réels & déterminer.
On a alors pour z > 0,

2 1
(a+bx+ecx®)—(3—-5—Ig)
2 z—0

1 1
’b__§ etc-—@.
0,

ce qui implique a =

A Do —

De méme pour =

(a+bx + cx?) — (
22 z—0

N[ —




1
48"
Il n’existe donc pas de fonction polynomiale de degré inférieur ou égal a 2 tel que (1) soit satisfait.

1 1
cequiimpliqueazi,b:—g et c=0=# —

Exercice 4. [4 points]

(1)

1
En faisant deux intégrations par parties, calculer / t2et dt.
0

Les fonctions ¢ — ¢ et t — e’ sont continument dérivables sur R, on a en intégrant par parties

1 1 1 1
/ 2t dt = [¢2¢'] —/ (2t)el dt = e — 2/ tel dt.
0 0 0 0

Les fonctions ¢ — t et t — e’ sont continument dérivables sur R, on a en intégrant par parties
Loy nk ! t nk
/tedt:[te} —/1xedt:e—[e} =e—(e—1)=1
0 0 0 0

1
/ t2etdt = e — 2.
0

Conclusion

Détailler un changement de variable qui permet d’obtenir que
1 e
/ t2et dt = / (In (x))* da.
0 1

On pouvait considérer la fonction f définie sur [1,e] par f(x) = (In (z))? et la fonction ¢ définie
sur [0, 1] par ¢(t) = ¢'. La fonction f est continue sur [1, ¢], la fonction ¢ est C* sur [0, 1] et & valeurs
dans [1, e] (par croissance de la fonction exponentielle), avec la formule de changement de variable

©(1) 1
[ t@de = [ st o
) 0

©(0

[ @ e = [ (i @) ctar= [t

On pouvait aussi considérer la fonction g définie sur [0, 1] par g(t) = t?e’ et la fonction 1) définie sur
[1,¢] par ¥(z) = In (z). La fonction g est continue sur [0, 1], la fonction 1 est C' sur [1, ¢] et & valeurs
dans [0, 1] (par croissance de la fonction logarithme), avec la formule de changement de variable

P(e) e
| e at= [ gtw@)e@) do.
¥(1) 1

Soit

Soit
1 e e e
/ t%%lt:/l (In (2))2 el (x)glcdx:/l (In (x))Qg:idm:/l (In (2))? dz.

0
On remarquera que les fonctions des deux changements de variables possibles sont des bijections

réciproques 'une de l'autre.
1 & n+k(e—1)\\>
Pour tout n € N*, on pose S,, = — Z <ln (H)> , justifier que la suite (S, ),>1 converge
n n =
k=1
et déterminer la limite.
On considére & nouveau la fonction f définie sur [1,e] par f(z) = (In (z))®. f est continue sur
[1,e], avec le théoréme sur les sommes de Riemann on a que
e—1

e

n BN 2
R, = ,;::1 (111 <1 + (e — Un)) ——— [ (In (2))* dz.

n—+oo  Jq



n+k(e—1) k 1

En remarquant que =1+ (e—1)—,onaquesS,= 71Rn. La suite (S,,) converge et
n e —

. - 1 ¢ 2 o e—2
Jim Su= o [ @) de =
On pouvait aussi considérer la fonction g définie sur [0,1] par g(z) = (In (1+ (e —1)z))*. g est

continue sur [0, 1], avec le théoréme sur les sommes de Riemann on a que
1 & AN 1 5
Sy = ﬁk; <ln (1 + (e — 1)n)> pavad) (In (1+z(e — 1)) dx.

Avec le changement de variable affine t =1+ (e — 1)z on a

/1 (In (14 2(c —1)))? dz = — / (In (£))? dt.
0 1

e—1
Et le méme résultat final.

FIN



