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1 Normes et topologie

Nous utilisons la notation suivante pour des intervalles réels :
a) [a,b)={xeR: a<z<b}.

b) [a,b)={x€R: a<z<b}.

c) (a,b]={zeR: a<z<b}

d) (a, )_{xeR a <z <b}.

def.
Si on écrit f ::g, ou f = g, le double point : est du coté de 'objet a définir.

1.1 L’espace R? normes, produit scalaire

La notion de distance entre deux points est un des concepts basiques de ’analyse. Rap-
pelons par exemple la notion d’une suite réelle convergente : pour tout € > 0 il existe
un rang N a partir duquel (donc pour n > N), |z, — ¢| < e. Il est utile de se rendre
compte que la valeur absolue ici sert & mesurer la distance entre x, et la limite £. La
valeur absolue induit une distance sur R par d(z,y) = |z — y|. La bonne fagon de définir
la convergence serait de dire que les distances entre x, et £ deviennent uniformément
petites a partir d’un certain rang. Voici une définition rigoureuse de distance.

Définition 1.1. Une distance sur un ensemble X est une application d : X x X — R
qui vérifie
(positivité) d(x,y) > 0 pour tout z,y € X, et d(x,y) = 0 si, et seulement si z = y.
(symétrie) Pour tout x,y € X, on a d(x,y) = d(y,x)
(inégalité triangulaire) Vz,y,z € X : d(z,y) < d(z,z)+d(y, 2)

Mais on peut utiliser d’autres distances!
Sur (0, 27], par exemple

d(z,y) = | — | <

est une autre distance (exercice!) : le seg-
ment (0,27 est “enroulé” sur le cercle * ]
d’unité ; puis on mesure la distance (Eu-

clidienne) de R? - qui coincide avec le mo- 4

dule complexe. Voir image & coté.

-

Observons que pour cette distance la suite (x,) défini par x,, = % tend vers 27 et pas
vers 0! L’étude d’espaces métriques se fera dans le cours de topologie ; dans ce cours nous
allons travailler avec des structures plus riches, notamment avec des espaces vectoriels et



des normes. Rappelons que R? = {(x1,...,2q) tel que z; € R} est un espace vectoriel
pour la loi interne (addition)

(xla-'-awd) + (yla---ayd> = (xl +y17"->$d+yd)
et la multiplication externe par des scalaires
)\(1‘1, oo ,.I'd) = ()\.%'1, ey /\.’L‘d)

Définition 1.2. Une norme sur un espace vectoriel F/ est une application N : E — R
qui vérifie pour tout vecteur = de R :

(positivité) N(x) > 0 pour tout x € E. Si N(z) =0 alors x =0

(homogénité) VA € R N(Az) = |A\|N(z)

(inégalité triangualire) Vx,y € E : N(x+y) < N(x)+ N(y)

Toute norme induit une distance par d(z,y) = N(x — y) (exercice). La reciproque est
fausse : par exemple

1 si =z
d(x,y):{o si xig

est une distance qui ne satisfait clairement pas ’homogénéité. Si N est une norme, on a
I'inégalité triangualire inférieure : |N(z) — N(y)| < N(z —y).

Démonstration. N(z) = N(x—y+y) < N(x—y)+ N(y) donne N(z)—N(y) < N(xz—y).
On peut intervertir les roles de x et y. Alors

[N (x) = N(y)| = max(N(x)=N(y), N(y)=N(z)) < N(z —y).

1.2 Exemples de normes

a) La valeur absolue dans R est une norme (ce qui fait de (R,|.|) un e.v.n. )
b) On peut définir dans R? ou C? la norme sup :

[2]loc = max{|z1],..., [zn]}

c) Soit dans R ou C le produit scalaire défini par C :

d
(w,y) = (2|y) =D @y,
k=1

Définition 1.3. Un produit scalaire sur E est une application de E x E dans son
corps scalaire avec

(PS1) Vz e R?: (z,2) >0et (x,z) =0 si et seulement si x = 0
(PS2) Va,y €R: (z,y) = (y,2)
(PS 3) Vo, € R,Va,y,2 € RY: (o + By, 2) = afe, 2} + By, ).




On peut définir une norme associée & un produit scalaire : ||z||?> = (z, ).
Lemme 1.4. (Inégalité de Cauchy-Schwarz*) [(x,y)| < ||z.]y]|

Demo dans le cahier de TD : Y\ € R, (z — Ay, — Ay) > 0 ce qui nous donne un
polynome de degré 2 en A qui est toujours positif donc son discriminant est toujours

négatif
d) |lzll2 = /D |zi]? définit la norme euclidienne, cela permet d’étendre Pythagore
dans R : ||z — yll2 = /> |#s — 1| . On peut généraliser cette norme :

lzllp = (5 |zf?)7

Démonstration (qu’il s’agit d’une norme) :

La séparation et I’lhomogénéité sont faciles & voir : on additionne des termes positifs
donc le résultat est positif, et pour qu’il soit nul, tous les termes doivent 1’étre.
De plus (> |/\xi|p)% = A2 |xl]p)% reste & montrer I'inégalité triangulaire. On
introduit la fonction f définie sur (0,1) comme suit : Soit a,b > 0 et

ft) =t"PaP + (1 —t)' 7 PpP

Cette fonction est positive, de plus sa limite en 07 et 1~ est +oo. Elle admet donc
un minimum, atteint lorsque sa dérivée s’annule, en un point ty. Aprés calcul (cf.

cahier TD), on trouve tg = _43. Résultat : inf{f(¢),t € (0,1)} = f(45) = (a+Db)P.

De ce fait |z; + yi[P < t17P|z]P + (1 — )1 7P|y;|P pour tout ¢ € (0,1). En sommant
pour ¢ = 1...n on obtient

Iz +yllp” < e Pllllf + (1 =) P lyly

On reconnait la fonction f a droite pour a = ||z]|, et b = ||y||,. L'inégalité étant
vraie pour tout ¢t € (0,1), on peut prendre l'infimum sur ¢ € (0, 1). On obtient alors

Iz +ylip < (llp + llyllp)?

ce qui donne le résultat en prenant la racine p-iéme.

1.3 La topologie de R?

Définition 1.5. Soit (E,||.||) un e.v.n; On appelle alors
a) Boule ouverte : La boule ouverte de rayon r et de centre z, notée B(z,r) définie
par

B(z,r) :(i{y € Etel que ||z —y|| < r}

*. D’aprés Augustin Louis, baron Cauchy, né a Paris le 21 aott 1789 et mort & Sceaux le 23 mai
1857, mathématicien francais, membre de I’Académie des sciences et professeur 4 1’Ecole polytechnique,
et Hermann Amandus Schwarz (né le 25 janvier 1843 a Hermsdorf en Silésie et mort le 30 novembre 1921
a Berlin), un mathématicien allemand.



b) Boule fermeée : La boule fermée de rayon r, de centre = notée Blx,r| définie par
Blx,r] = {y € E tel que ||z —y|| < r}
c) Partie bornée : Une partie M C E est appelée bornée si
3C > 0 tel que Vm € M, ||m| < C
d) Partie ouverte : Une partie O C E est appelée ouvert de F si :
Ve € O,3 r > 0 tel que B(z,r) C O

e) Partie fermée : Une partie F' C F est appelée fermé de E si son complémentaire
dans F est un ouvert i.e. FC est un ouvert de E.

Lemme 1.6. Une boule ouverte est un ouvert de E. Une boule fermée est un fermé de
E.

Démonstration. Soit y € B(z,r) < |lz —y[| < r. Il existe alors un € > 0 tel que
|z — yl| + e < r (il suffit de prendre ¢ = %) Alors si z € B(y,e) ona ||y — z|]| < e
alors @ [z —y+y—z| <||lz—yl+|ly—z|| <r. Cestadire |x—z| <rdoncz € B(z,r).

Ce qui montre que B(y,e) C B(z,r) : c’est a dire qu’on peut toujours trouver une boule
ouverte incluse dans une boule ouverte, donc ¢’est un ouvert !

De méme pour la boule fermée : on prend son complémentaire dans E : Soit y €
(Blz, 7))t & ||z — y|| > r 11 existe alors € > 0 tel que r + & < ||z — y||. Ainsi, Vz tel que
lo—yll <conalle—s > |z —y| - ly— 2| > llz — yll — ¢ > r donc Bly,e) C Bla,r]°
, ce qui montre que B[z, r]” est un ouvert. O

Lemme 1.7. Soit E un e.v.n. T:Ui{O C R? tel que O est ouvert}. Alors on a
(Topo 1) 0 T,R*cT.
(Topo 2) A,BeT = ANDBeT (les ouverts sont stables par intersections finies)



(Topo 3) soit A un ensemble d’indices, et VA € A : Oy € T. Alors |Jycp Ox € T. (les

ouverts sont stables par unions quelconques)

Démonstration. a) L’assertion Va € () est fausse, on ne peut pas choisir un z dans

I'ensemble vide. De ce fait, Vo € 0 : B(r,1) C () est valide, car la proposition
faux = (quoi que ce soit)

est toujours vraie. Pour la deuxiéme, observez que Vo € R? : B(z,42) C R%,
Soit A, B € T;soit z € AN B. Alors Ir > 0 tel que B(x,r) C A et Je¢ >
0 tel que B(z,e) C B . Ainsi

B(z,min(r,e)) = B(z,r) N B(x,e) CANB
Soit € Jyep Oa- Alors FNg € A tel que z € Oy, or Oy, est un ouvert donc

3r > 0 tel que B(xz,r) € Oy, € Urep Or-
]

Définition 1.8. Soit 7 une collection de parties d’'un ensemble X vérifiant les proprié-
tés (Topol)—(Topo3). Alors on appelle 7 une topologie sur X. L’étude de topologies
“abstraites” sera faite en L3 dans un module “topologie”. f

Remarque 1.9. On se rappelle que F fermé < F C ouvert. Par conséquent, les fermés
sont stables par intersections quelconques et unions finies.

1.3.1 Intérieur, frontiére (bord), adhérence d’'un ensemble

Soit A un ensemble et x un point. Alors exactement un des trois cas suivants s’applique :

i) Soit, x € A et B(z,r) C A
pour un certain r > 0.
ii) Soit, z € AL et B(x,r) c A

pour un certain r > 0.

iii) Toute boule B(x,r) inter-
Q secte & la fois A et AL

t. Mot dérivée du Grec “1ém0c¢” (lieux) et “Adyoc” (étude). La topologie étudie les propriétés d’objets
géométriques préservées par déformation continue sans arrachage ni recollement, comme un élastique
que 'on peut tendre sans le rompre. L’étude des applications continues qui est, comme on verra bientét,
est lié aux parties ouvertes, donne par extension le nom “topologie” a T .



Exercice 1.10. Démontrer que si les situations (i) et (ii) sont fausses, alors (iii) est
vraie.

Définition 1.11.  a) A = int(A), intérieur de A, formé des points de type (i)
b) 0A, la frontiére ou le bord de A est I’ensemble formé des points de type (iii).
c) A adhérence de A, I'ensemble formé des points de type (i) ou (iii).

Exercice 1.12. Montrer que = € A si et seulement si toute boule centrée en x rencontre
A (“rencontrer” veut dire : a une intersection non-vide).

Il suit de la définition que O est ouvert si et seulement tous ses points sont de type (i).
Les points de type (i) de FC sont les points de type (ii) de F. Il suit que F' est fermé si
et seulement si tous ses points sont des types (i) ou (iii).
En particulier A est un ouvert, ainsi que (A)°. De cela suit immédiatement que (A) est
fermé! On a donc les suivantes propriétés simples :

a) AgBimpliqueAgéetZQE.

b) A est ouvert

¢) A C Adeplus: A= Asiet seulement si A est ouvert

d) A est fermé
e) ACA, deplus: A= Asiet seulement si A est fermé.

fol:UO et Z:ﬂF

O ouvert F fermé
OCA ACF

Lemme 1.13.

Démonstration. Les deux par double inclusion !

a) Premiére identité “C” : Soit U l'union a droite. Pour = € A, il existe 7 > 0 :
B(z,r) C A. Or B(z,r) ouvert, on a x € U.

b) Premiére identité “2” : Soit z € U, il existe un O ouvert contenant x : Or, z € O,
il existe r > 0 tel que B(z,r) € O C A donc z € A.

¢) Deuxiéme identité “C” : Soit F' un fermé contenant A. Alors x ¢ F implique x € FC
(un ouvert !), alors x serait de type (ii). Par contraposé, si x n’est pas de type (i),
nécessairement x € F. On a donc A C F pour tout F fermé contenant A.

d) Deuxiéme identité “2” : A contient les points de type (i) ou (iii). Il suit que A est
constitue des points de type (ii) — et donc un ouvert. Ainsi, on reconnait A comme
un fermé qui contient A — d’ou I'inclusion ! O

Exemple 1.14. Soit I = (a,b] et J = [a,b]. Alors I = (a,b) et T = [a,b] et J = (a,b) et
J = [a,b].

1.4 Limites et continuité

Définition 1.15. Soit (E,||.||) un e.v.n. et (x,), une suite dans E. On dit que x,, — =
quand n — oo ou bien que lim,, oo T, =T , si

Ve>0 IN: VYn>N: |xn —z|| < e



C’est & dire : ¢’est la définition “bien connue” de la limite ot on se sert de la norme (& la
place de la valeur absolue) pour mesurer des distances entre z,, et /.

La convergence x, — x veut dire que toute boule ouverte de centre x contient tous les
termes de la suite & partir d’un certain rang. C’est a dire que toute (!) boule autour de
x contient tous les termes de la suites sauf, peut-étre, un nombre fini d’exceptions.

Les assertions en quantificateurs, comme dans la définition ci-dessus s’apprennent avec
une “phrase en prose” (certes, pas candidat pour le prix Goncourt) : ici, par exemple :

“Pour tout epsilon il existe un rang a partir duquel les distances de x,, o £ deviennent
plus petites que epsilon”

Lemme 1.16. Soit A C E un ensemble, et L = {lim;,,_,oc ay, : (an) € AN qui convergent }
(i.e. l’ensemble des limites des suites de A qui convergent dans E) alors,

L=A=AUd(A)

Démonstration. 2 : 11 suffit de montrer que A C L et L fermé. Va € A; a, = a (la suite
constante égale & a) montre que A C L (c’est a dire on prend chaque élément de A et on
'associe comme limite d’une suite constante a,, = a, donc a est forcément dans L). On va
montrer que L est un fermé qui contient A, donc L est & priori plus grand que ’adhérence
de A : A C L : Montrons que L est fermé. Soit z € LE, alors r = inf{||z — a;a € A} est
strictement positif. En effet, si on avait r = 0, Vn, Ja,, € A tel que ||a, — z|| < 1/n , ce
qui voudrait dire que a,, — 2z mais x n’est pas dans L . Il suit que B(z, R/2) C LCie.
LL est un ouvert. Et L est fermé.

C : Soit z € L, (a,) une suite de A qui converge vers z. Si x était de type 2 (en dehors),
on aurait une boule B(z,r) autour, dans LC c AL : ce nlest pas possible car a, — =,
donc In tel que a,, € B(z,r), donc x est soit intérieur soit "sur le bord" de A, donc
A C L. D’ou Iégalité recherchée. O

Définition 1.17. (Suites de Cauchy) Une suite est appelée de Cauchy si :

Ve > 0,3N tel que n,m > N = ||uy, — up|| < ¢

Attention : ce doit étre vrai pour tous les n, m au-dela d’un certain rang. Par exemple
pour &, = y/non a: |Tpy1 — x,| < ﬁ — 0, pourtant clairement ce n’est pas une
suite de Cauchy, elle ne converge pas.

Lemme 1.18. Toute suite de Cauchy est bornée. La réciproque est fausse en général.

Démonstration. Soit € = 42. 1l existe un rang N & partir duquel la distance entre les
termes est inférieure a €. Donc la boule B[z, 42] contient presque tous les termes de la
suite () (tous sauf un nombre fini). Donc Vk € N | ||xg|| < max(||z1]|,- .., |[|zn]]) + 42.
Elle est donc bornée.

La suite (sin(n)),>1 est bornée, mais pas Cauchy : il existe une infinité d’'indices avec
sin(n) > 1/2 et une (autre) infinité d’indices avec sin(n) < —1/2. O

10



Lemme 1.19. Toute suite convergente est de Cauchy. La réciproque est fausse en
général.

Démonstration. Soit (cv,) une suite convergente, Ve > 0, 3N tel que Vm,n > N, ||a,, —
I <5 et llam =1 < 5. Alors ||a, — an|| < oy =1 + [Jam =1 < 5+ 5 =€ O

Exemple 1.20. (). Vu le Théoréme 1.24 en bas, il est nécessaire de construire un
contre-exemple a la réciproque en dimension infinie (ou bien dans un espace métrique).
Les espaces vectoriels de dim. infinie les plus simples sont probablement des espaces de
suites : Soit donc

E={(z,)eRY: 3IN>0:Vn>N: =z,=0}

I’espace vectoriel des suites nulles a partir d’'un certain rang, muni de la norme sup
(exercice : c’est une norme!). On considére les suites

x1 = (1,0,...), z2=(1,1/2,0,...), x3=(1,1/2,1/3,0,...), x4 =(1,1/2,1/3,1/4,0,...),
Soit min(n, k) L N et max(n, k) 4 M. On voit que
|xrn, — 2k || = max{/N+1,1/N+2, ..,/ M} = 1/N+1

Ainsi, (z,) est une suite de Cauchy (de suites). Car convergence pour la norme sup
entraine convergence coordonnée par coordonnée, la seule limite possible est la suite
(1/n)p>1 — qui n’appartient pas & E'! On a donc une suite de Cauchy qui ne converge
pas. Voici une version “fonctions” au lieu de “suites” de I’exemple :

Exercice 1.21. (%) Soit E = {f : R — R continues, telles que IM > 0 : V|z| > M :
f(x) = 0}. (le M dépend, bien entendu, de f, il n’est pas uniforme! On peut munir E
de la norme || f|| = [ |f(x)|dx. Soit f,(x) = exp(—x?)1[_, (). Montrer que (f,) est
Cauchy, mais ne converge pas.

Définition 1.22. Un e.v.n. dans lequel toute suite de Cauchy converge est appelé un
espace complet. Un espace vectoriel normé complet est appelé un espace de Banach !

L’importance d’espaces complets réside dans le fait qu’on peut montrer la convergence
sans connaitre un “candidat” pour la limite!

Sous-suites extraites

Soit (xy)n>0 une suite dans E. Soit ¢ : N — N une application strictement croissante.
On appelle (z,(,)) la sous-suite extraite de (). Si (z,) — z alors toute sous-suite
(Ty(n)) — x. La reciproque est vraie aussi!

1. d’aprés Stefan Banach, mathématicien polonais né en 1892 a Cracovie et mort en 1945 - d’un
cancer du poumon. Banach est un des mathématiciens les plus influents du XXe siécle.

11



Rappel notations : On peut concevoir un élément z € R% comme une fonction
f:{1,...,d} - R iz
De méme, une suite dans R est une fonction f :

f:N—>R N Tp

Lemme 1.23. Soit (f,) une suite de R? (i.e. f, : {1,...,d} — R). Alors f, L} f
n—oo

signifie : fr(i) — f(i) ,Vi=1,...,d.

Dans R", la convergence en norme (Euclidienne) est équivalente a la conver-
gence coordonnée par coordonnée.

Démonstration. = : |fn(i) — f(i)| < (Z;l:l |£2(5) = F()IP)Y? (si fn converge, tous les
fn(i) aussi). <= : Soit € > 0,Vj € {1,2,...,d},3N; tel que Vn > N; on a |f,(j) — f(J)] <
% (= convergence par coordonnée). Pour n > max{Ny,Nj,..., Ny}, (Z;lzl |fn(3) —

F(G)P)? < e (Il suffit de sommer de chaque coté de I'inégalité puis de prendre la racine).
O

Théoréme. 1.24. Pour tout d > 1, R? est complet. Par conséquent tout e.v.n. de di-
mension finie est complet.

Démonstration. On utilise que R est complet. On peut plonger davantage dans cette
propriété, et la construction de R, mais ce n’est pas le moment.

Soit donc (xy,) Cauchy dans R™. Alors (7 (zy))n>1 est Cauchy pour tout k =1...d. 11
suit que 7 (x,) — £k et donc, vu le lemme précédent, x, — (¢1,...,4q). O

Continuité

Définition 1.25. (Fonction continue) Soient E, F', des e.v.n., Q C E ouvertet f : Q — F
une application. On dit que f est continue en 2 € O si pour toute suite (z,) dans O
qui converge vers z on a :

lim () = f(z) = f( lim_ a,)

n—-+0o00 n—-+0o
Voici trois exemples importants :

Exemple 1.26. a) xfifw = f(z,y) Q =R2\{(0,0)}, f(£,0) =0 quand n — oo

a1
et f(%, %) = i’f% = § — +o0. Donc : on ne peut pas étendre f par continuité
n n

en 0.
b) glz.y) = AL  Q=R\{(0,0)}.

. . . . . 2
i) Parfois la technique du “laisser tomber” s’avére efficace : |g(z,y)| = | xzx_zi/_yz | <

| = |z| et |z] = 0 si (z,y) — 0. g est donc continue a l'origine.

e
0+y?
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ii) Sile dénominateur est radiale, il est aussi facile de passer aux coordonnées

polaires :
Ty = T, COS Yy
Yn = TpSiny,
. 2 1 2 .
on a |g(rcost,rsiny)| = |%| = |cos¢sin® Y|.|r| < |r| = G(r).

L’importance est de trouver une fonction majorante G(r) qui ne dépend pas
de l'angle ¥ et qui tend vers 0 quand le couple (x,y) —ou le rayon r— tend
vers zéro. Donc ici la limite de g(z,y) en (0,0) existe en vaut 0.
c) Considérer h(z,y) = %
est de degré hétérogene. Il y a une ruse :

quand (z,y) # 0 et zéro sinon. Le dénominateur

2ab < a® + b?

Avec cela, on simplifie, d’abord : le facteur 2zy? se majore par 2+ y* qui simplifie
le dénominateur. Puis on utilise “laisser tomber” :
(22 4+ y*) (323 — 2zy?) 2] (322 — 2y%)
= |T B ——
(£U2 + y4)2 LU2 + y4

33 29
< 3 2).
ol (g + ot ) < lel Glel +2)

Az, y)| <

Clairement, le majorant trouvé tend vers zéro lorsque (z,y) — (0,0). Au lieu de
“laisser tomber” il y a aussi une autre possibilité “homogénéiser” des coefficients :
en effet,

(322 + 2y) - (322 + 3y*)
.’L’Q + y4 — .TQ + y4
“Homogénéiser” est une technique qui s’applique aussi dans d’autres situations :
par exemple, on a

<3.

cc4y2 $4y2
x2+y4 = x4+y4

dés que |z| < 1, ce qui raméne sur une situation radiale qui se comporte < T% : En

effet, L(22 +y?)? < (2t +y*) < C(2? + y?)? juste par équivalence des normes ||. |
et ||.|l4- Pas besoin de connaitre ou expliciter ¢ > 0 ici!

Théoréme. 1.27. Une fonction f est continue en x = a si, et seulement si
(Ve >0, 36 >0 tel que Vy:lly—all <d=|fly)— fla)| <e) (1.1)

De plus, les assertions suivantes sont équivalentes :
a) f continue en tout point
b) YU C F,owvert, f~1(U) est un ouvert (i.e. l’image réciproque de U par F)
¢) YACF fermé, f~1(A) est fermé.

Démonstration. L’équivalence de la définition par suites et la caractérisation €/§ : exer-
cice a faire!
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a) (a)=(c) (si f est continue alors l'image réciproque par f d’un fermé est fermé) :
Soit (x,,) une suite de f~1(A) qui converge dans E vers z. Par continuité f(z,) —
f(z) or f(z,) € AVn = f(z) € A = A Donc f(z) € A ce qui implique
z € f71(A).

b) (c¢)=(b) (si pour tout fermé de F, l’image réciproque de ce fermé est un fermé alors
pour tout ouvert de F, l’image réciproque de cet ouvert par f est un ouvert) : Il
suffit de passer au complémentaire : (f~1(A4))F = f~1(AP)

c) (b)=-(a) (si tout ouvert a pour image réciproque par f un ouvert alors f est continue
sur cet ouvert) : Soit € > 0 et x € E. U = B(f(z),e) est un ouvert de F. Par
conséquent f~1(U) est un ouvert de E et x € f~1(U) = 35 > 0 tel que B(x, ) C
f7HU). N suit que ||z —y| < & = || f(x) — f(y)|| < ). Cest la caractérisation de
la continuité.

O]

Attention : Le théoréme parle bien de I'image réciproque. En revanche, [’image
directe d'un ouvert peut étre ouvert (p.ex. f(z) = z sur R) mais aussi fermé, p.ex.
sin((—42,42)) = [—1,1] ou ni-ni : p.ex. sin((0,2)) = (0, 1]. De méme, I'image directe
d’un fermé peut-étre fermé (a nouveau f(x) = ) mais aussi ouvert : F' = {(z,1/x) €
R? : z > 0} est fermé, mais m(F) = (0,00) est ouvert. Ou ni-ni! Par exemple

F=Fn{(r,y) € R?:z <42} est fermé mais m (F) = (0, 42].

Remarque 1.28. Pour ||.||,, la convergence dans R équivaut a la convergence coordonnée
par coordonnée, ce qui veut dire que la continuité se teste coordonnée par coordonnée.
Par conséquent, f : Q — R™ continue < f; : 0 — R continue pour tout i € [1;m]

Exemple 1.29. Montrons que A = {(z,y) tel que x < 3 et y < 5} est ouvert dans
(R2,||.||2) : nous avons A = f~1((—00,3)) N g~ 1((5,+00)) ot f(z,y) =z et g(z,y) = y.
Montrons alors que f et g sont continues. Soit (2, Yn)n>1 une suite dans R? qui converge
vers (z,y). OF [ — ] = (20— )27 < (20 —2)2+ (o= 1)) = @0y yn) — (,9) 2
Or ||(@n,yn) — (z,y)|l2 — 0 donc z,, — x. Symétriquement on obtient y,, — y. Donc f
et g sont continues, d’out A qui est 'intersection (finie!) des images réciproques par f et
g d’ouverts, est ouvert.

Lemme 1.30. Soit E, F,G des ev.n.; f: E — F et g: F — G deux fonctions telles
que f est continue en xo et g continue en yo = f(xo). Alors go f continue en xg.

Démonstration. Si x, — xg, par continuité de f : f(x,) — f(xo) = yo. Par continuité

de g : g(f(zn)) — 9(yo) = g(f(x0)) donc go f(xz,) — go f(xg) donc g o f est continue
en xg. O

(E (1) = (R [])

z— [|lz|
rapport a elle-méme : en utilisant I'inégalité triangulaire inférieure on a : |N(z)—N(y)| <
N(xz —y). On veut montrer (1.1). Mais : N(z —y) < d = |[N(z) = N(y)| < Nz —y) < d
donc si § = € on a bien I’égalité demandée.

Exemple 1.31. Toute norme N : { est une application continue par
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Autre preuve, avec les suites : soit (x,) — x. Donc Ve > 0,35 > 0 tel que ||z, — z|| < J.
IN(z,)—N(z)| < N(xp—x) < §.Donc en prenant de méme ¢ = §,ona N(x,)—N(x) < e
donc N est continue.

Lemme 1.32. (Propriétés de fonctions continues)
a) Six, — x et y, =y alors x, + yp, — x4+ y i.e. L'addition comme opération sur
FE est continue.
b) Sixz, — x dans E et A, — X dans K alors Az, — Ax.
c) Sixzy, = x ety, =y dans E et si E est normé par une norme provenant d’un
produit scalaire alors : (Tp,yn) — (T,Y).

Démonstration. a) |[(zn + yn) — (. + y)|| < ||z — z|| + |lyn — y|| et chaque norme
de droite tend vers 0 d’ou le résultat. Cela signifie que add : (x,y) — x+y est
continue.

b)

H(xnAn) — (@A) = |Anzn — Axpn + Az, — Az|
< [ Anzn — Azp|| + [[Azn — x|
<|An = Alll@nll + [Allzn — 2|

or ||z, — z|| = 0, donc |A|.||x,, — z|| — 0. D’autre part : |\, — A| — 0 et, toute
suite convergente étant bornée, IM,Vn, ||z, || < M donc |\, — A|.||zn] — 0. Cela
signifie que m) : x — A.x est continue.

{2, yn) = (@, 9) | < W@ns yn) = (@, yn) [+ (25 yn) = (2, 9)| = (20 =2, yn) [+ (2, yn =)

or d’aprés Cauchy-Schwarz on a :

[(zn =2, yn) |+ [, yn — 9)| < ll2n = 2(llynll + 12Ny =yl

En résumé, [(zn, gn) — (29)] < J2n — 2l Jgal + il lyn — vll et ceci tend vers
zéro car x, — T, ||y,|| est bornée car convergente, et ||x| est une constante donc
llz||.|lyn — yl|| tend vers 0. Cela signifie que prod : (x,y) — (x|y) est continue.

O

Théoréme. 1.33. Soit L : E — F une application linéaire entre deuzx e.v.n. Alors sont
équivalents :

a) L est continue

b) L est bornée, i.e.

def.

est fini. La quantité ||L| c(g,ry est appelée la norme d’opérateur de L. Sil n’y a pas
de risque de confusion sur les normes de E et F', on peut aussi noter ||L]|.
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Démonstration. = : Si L est bornée on a | L(z) — L(y)|| = ||L(z — y)|| par linéarité de L.
Comme ||L|| = Sup{ L@l g 0} ona It y” < ||L|| donc ||L(z —y)|| < [|L||.]|z — y]|.

REPE llz—
Ainsi si € est fixé, et que ||z —y|| < §: L e oy on a |IL(z) — L(y)|| < . Ce qui montre

que L est (Lipschitz—) continue.

< : Soit L continue. Supposons que L ne soit pas bornée : cela signifie dx, € E tel
L(zn . N —

I Hgf H)” > n (*). Soit y, = HJf:H\/ﬁ alors ||yn| = % — 0. Donc (y,) est une
suite qui tend vers zéro. Comme L est linéaire L(0g) = 0p. Donc L(yy) devrait tendre
vers L(0) = 0. Or : ||L(yn)| = WHL(JG@H > o, daprés (*). Donc L(y,) - 0, ce

qui contredit I’hypothése de L continue. Donc si L est continue elle est nécessairement
bornée. O

que

Il est fort recommandé de faire I’exercice suivant en détail.
Exercice 1.34. Montrer que || - ||z(g, ) est une norme! Ensuite montrer que
Tl ze,ry = sup{[|Tz||; [[z]| <1} =inf{C >0:Vz € E: |Tz||p < Cz| g}

L’égalité des deux sup’s est relativement simple. Pour ’égalité “inf=sup”, montrer une
double inégalité. Soit

= st Hu yHF £0} et I={c>0Ve€ E:||Tz|p < c|l2]| s}
E
Justifier que [|[Tx| < s - ||z|| pour tout z € E et donc que s € I. En déduire ||T|| < s.
Expliquer pourquoi I C R est un intervalle, pour conclure que (||| +¢) € I. En déduire
que s < ||T'|| 4+ . Conclure.

Notation. Rappeler les normes || - ||, sur R avec 1 < p < oo de la section 1.2. Dans le
cas de E = (R",[[-[|,) et F'= (R™, | - [[¢) on notera pour une matrice A
def.
[Allp—q = Allze.F)

pour se rappeler les normes dans 'espace de départ et d’arrivée.

Exercice 1.35. Soit p =¢ =00 et A = (a; ;). Alors

Al ao-s00 = max 3 fa
J

Danslecasp=¢g=1on a

| All1—1 = mjaxz |ai
7

Calculer ces deux normes pour

1 3 2 3
a=(y5) o« m=(37)

La norme ||A|l2—2 est particuliérement intéressante, mais difficile & calculer. Voir Re-
marque 2.19 en bas.
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1.5 Compacité (séquentielle)

Définition 1.36. Soit F un e.v.n. et K C E. On dit que K est (séquentiellement)
compact si toute suite dans K admet une sous-suite extraite qui converge vers une limite
dans K :

n—oo

V(zn)n € KN, 3p: N — N strictement croissant t.q. (Tpm))n — LEK

Lemme 1.37. St K C E est compact et f : E — F est continue alors f(K) est
compact. i.e. l'tmage d’un compact par une fonction continue est un compact.

Démonstration. Soit (y,) une suite de f(K). Alors il existe (x,) telle que y, = f(zp).
Par compacité de K, il existe une sous-suite de (z,), appelons la z,,,) — | € K. Par
continuité de f, f(T,m)) = Ypm) — f(I) € f(K). Donc f(K) est compact. O

Attention : L’image directe (continue) d’un compact est un compact — contrairement
a la caracterisation des applications continues par image reciproque. Par contre 'image
reciproque (continue) d’un compact n’a aucune raison d’étre compacte : Soit f(z) = 0,
et K = {0} : clairement K est compact, alors que f~1(K) = R n’est pas compact : la
suite x, = n par exemple n’admet pas de sous-suite convergente !

Lemme 1.38. Toute suite réelle admet une sous-suite monotone.

Démonstration. Notation ad hoc : on appelle x,, un “sommet” de la suite si Vn >
ng, Tn < Tp,. Soit il existe un nombre infini de sommets soit non.

Premier cas : Il y a une infinité de sommets. La suite de sommets est décroissante par
définition du sommet.

Second cas : il existe un nombre fini de sommets, c’est & dire qu’a partir d’un certain
rang N Vn > N,z, n’est plus un sommet. Posons ¢(1) = N. Comme zy n’est pas un
sommet, il existe k; tel que zy4x, > xn. On pose ¢(2) = N + k1. Puis ) n'est pas
un sommet, donc il existe un ka2 tel que Ty, ,(2) > Ty(2). On pose ¢(3) = k2 + ¢(2). On
construit ainsi une suite strictement croissante (z,(,)) avec ¢(n) = k-1 +@(n—1). O

Théoréme. 1.39. Une partie K C R est compacte < K est bornée et fermée

Démonstration. “=" borné : K compact. Supposons qu’il soit non-borné, alors Jx,, € K
tel que |z,| > n. Ce qui signifie que (x,) n’admet pas de sous-suite convergente (et donc
bornée) donc K ne serait pas compact.

“=" fermé : K compact. Soit (x,) € K tel que x,, — x. Par compacité, il existe une sous-
suite ;) qui converge vers une limite k£ € K. Mais par unicité de la limite z,,) —
donc x =k et x € K. K est fermé.

“<" K est fermé et borné. Soit (x,) C K" une suite. Par le lemme précédent, (z,,)
admet une sous-suite monotone, . Elle est monotone par définition et bornée car
dans K. Donc elle converge vers une limite [. Or K est fermé donc [ € K. Donc K est
compact. ]

e(n
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Théoréme. 1.40. Une partie K C R? est compacte < K est bornée et fermée dans R?.

Démonstration. = : K compact, et f(z) = ||z| continue. Or f(K) compact, il existe C
tel que pour Vo € K, ||z|l2 < C, par le théoréme précédent. Donc K est borné. Si (z,)
est une suite de K qui converge dans R? vers z, il existe une sous-suite qui converge vers
k € K et par unicité de la limite k = x € K. Donc K est fermé.

< : K est fermé et borné. Soit x = (z1,...,x,) et
RY — R
Tk -
(X1, ) — T

C’est a dire 7y, est la projection du vecteur x sur sa k-iéme composante. 7 est linéaire,
continue et |zg| < ||z|2. Il suit que 7 (K) est un borné de R. Donc pour toute suite
(xn)n dans K, (mg(xy))n est une suite bornée de R. On construit successivement des
sous-suites :

a) Or (m1(zn))n est bornée dans R, il existe ¢; telle que (71(zy, (n)))n converge dans
R vers 5.

b) Or (m2(zy,(n)))n est bornée, donc il existe o telle que (m2(Ty,opy)(n))) converge
vers lp. De plus (argument clé!) (m1(%y,0p,)(n))) converge vers [y car c’est une
sous-suite extraite de (m1(zy,)).

c¢) Par récurrence finie, aprés dim(R?) étapes on obtient ¢ = @1 0 @3 0...0 @4 et
(Te(Tp)))n = UV €1,... n.

On a vu que la convergence coordonnée par coordonnée et la convergence sont équiva-
lentes dans (R, ||.||2), d’ou :
Tp(n) = (ll, .. ,ln).

Or K est fermé donc (I1,...,l,) € K, et K est compact. O

1.6 Equivalence de normes

Définition 1.41. Soient ||.|| et ||.|| deux normes sur E. On dit que ||.|| est plus faible que
Il s’il existe une constante C' > 0 telle que

VeeE, |z <C[].

Si ||.]| est plus forte que ||.|| et si ||.|| est plus forte que ||.||, i.e. si on a une double inégalité,
on dit que les normes sont équivalentes.

Remarque 1.42. (Illustration des boules associées) Soit A = B (0;7) avec r = 1/C,
ot C' est la constante dans la définition ci-dessus. Soit B = By (0,1). Alors B C A. La
norme plus forte a donc (a changement d’échelle prés) des boules plus petites.

L . . Il-1
Pour les normes équivalentes, la “notion de converger” coincide : On a z, — = <

|z, — x| — 0 et par équivalence cela implique |z, — z|| — 0 et donc z, I, o Idem
dans l'autre sens. Mais alors, les fermés (qui sont les parties stables sous prise de limite)
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sont les mémes pour les deux normes, donc les ouverts aussi. Finalement, les parties
séquentiellement compactes sont les mémes! Ceci explique l'intérét pour des normes
équivalentes.

Exemple 1.43. Dans E = R? muni des normes ||z[; = 324, o] et |z]2 = (4, |2:]2) 72
a) On utilise Cauchy-Schwarz avec (sign(x),z) = Zf-l:l signe(x;).x; = ||z]/1), ot on

peut poser le signe de 0 a étre +1 :

d

d d
Izl =D lwil < (O signe(a)®)* (Y |aif*)* = vV |||
=1

i=1 = i=1

Ce qui signifie que la convergence en norme 2 implique la convergence en norme 1.
b) Nous avons

d d d
lzll2 = O )2 < OO0 k)2 = ||zl Vd
=1 1

i=1 k=

(au lieu de prendre chaque z;, on prend la somme des coefficients a chaque fois,
qui est plus grande que n’importe quel coefficient vu qu’on est en valeur absolue).
Ce qui montre que la convergence en norme 1 implique la convergence en norme 2.

En résumé, on a dans R

lzlly <V [lzll2 < d ],

Ces deux normes sont donc équivalentes. La norme 1 et la norme sup sont également
équivalentes (exercice). L’équivalence des normes est visualisable :

On voit bien qu’on peut toujours entourer une boule par une autre. Le changement de
rayon nécessaire est lié aux constantes de ’équivalence, voir 1.42.

Théoréme. 1.44. Soit ||.||, ||.|| deuzr normes sur un e.v. E. On note By et By leurs
boules unités fermées respectives. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
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a) ||| est plus faible que ||.||

)
) st xy —> x alors x, — T

) Uapplication identité id : (E,|.||) — (E,|.||) est continue
)

)

Qo O

Ja >0 By € a.By
inf{||z| tel que ||z|| =1} >0

@

Démonstration. a) = b) : vu juste avant.
b) < ¢) : définition séquentielle de la continuité.

o . ) def.
c) = a) : Id est linéaire et continue donc bornée : sup,—o Hlﬁim)” === ' < o0 (le sup est

fini). Ainsi ||z|| < C\||z| donc ||.|| est plus faible que |.||
a) = d) : Soit Wl‘m <l= HI'H < C”’x‘” <C=zxc¢€ CB” | = BH ||[0 C]
d) =e):Soit ||z =1 = x #0et |z] #0ie |z >0 On observe que si A = ||| I

, Ax € By € «a.Bj par hypothése. Cela signifie : [|[A\.x|| < o donc H < «a et
lz[l < ovl]} or [l#]] = 1 done [lafl >  donc inf{]jz] tel que [|lz]| =1} > £ >0

e) = a) : Soit 6 = inf{||z|| tel que ||z|| = 1}. Et soit x # 0 et A = HTlH |IAz]| = |Al.||z|| =1
donc |[A.z|| > 6 . Ce qui donne |A.|z|| > § et ||||$\|| >0 = ||z|| > d||z| pour tout x différent

[E]
de zéro. Pour x = 0 c’est trivialement vrai, donc c’est vrai pour tout x. O

Théoréme. 1.45. Soit F un e.v. de dimension finie. Alors toutes les normes sur E sont
équivalentes. Cela signifie : Si Ny et N2 sont des normes sur F, il existe ¢ et C tels que
la double inégalité suivante est vraie :

C.N1($) < NQ(J?) < CNl(J?) Ve e F

Démonstration. Soit {bi,...bg} une base de E et soit N(.) une norme. Tout z € FE

L. . N de
s’écrit de fagon unique sous la forme : z = Zgzl x;b; ot les z; € R. On pose ||z||2 : 2]

(3% [#:]2)2 ou il est facile de vérifier que ||.||2 est bien une norme. Observons que

— yi| N (bs

”M:‘

[N (z) = N(y)| SN(w—y)ZN(Z(

car N(.) est une norme, donc on peut appliquer I'inégalité triangulaire. D’aprés Cauchy-
Schwarz on a l'inégalité :

d d

D (i = gl N (b)) < Jlz = yll2 (Z N(bi)Z)l/Q'

i=1 i=1

def.

Donc N{(.) est plus faible que ||.||2 (prendre y = 0, par exemple!). Ainsi N est continue
par rapport a ||.||2.

Soit K = {x € E : ||z||2 = 1}. K est borné et fermé pour lanorme ||.||2 (car K = f~1({1})
avec f(z) = ||z||2). Donc K est compact pour la norme ||.||2. Or N : K — R est continue
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= N(K) C R est compact. Donc fermé et borné, il admet un minimum (une fonction
continue sur un compact atteint toujours ses bornes) :

dz* € K, ||z¥||2 = inf{N(z),z € K} |z*| =1= 2" # 0= inf{N(z),z € K} > 0.

(Tout ¢a pour dire que N(.) est strictement positive sur K, donc on va pouvoir la mul-
tiplier par une constante). Par le théoréme 1.44 on en déduit qu’il existe une constante
C telle que ||z||2 < C.N(x) c’est & dire que ||.||2 est plus faible que N(.). Par ailleurs, en
montrant la continuité de N(.) on a trouvé « tel que N(z) < a.||z||2. On en conclut que
N(.) et ||.||2 sont des normes équivalentes.

On a donc vu que toute norme était équivalente a la norme ||.||2 donc, si N;(), i = 1,2
sont des normes on a : ¢;||z|2 < N;(x) < Cj|x]|2 pour certains ¢;, C; > 0. Ceci donne, en
“transitant” par la norme ||.||2 :

Ni(z) < Chllzllz < S Na(x) < S|zl < S22 Ny (2)

— c2 — c1e2
Ainsi, dans un e.v. de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes. O

Corollaire 1.46. Dans R? (ou tout e.v. de dimension finie), les notions "ouvert”,
"fermé" et "compact” sont indépendantes de la norme choisie.

Démonstration. (a) Si A est fermé & A = A = L = {lim(a,) : (an)n, € N}. Cette
caractérisation est indépendante de la norme. Par passage au complémentaire, on en
déduit que "ouvert" ne dépend pas non plus de la norme.

(b) Autre méthode : Soit N; et Ny deux normes et O Nj-ouvert. Vo € €, 3ri(x) > 0 :
By, (z,m1(x)) € Q@ = Q = U,co Bn,(z,71(x)). Cela signifie qu'un ouvert quelconque
peut toujours s’écrire comme union de boules avec des rayons adaptés & chaque élément
de €. On le montre par double inclusion :

= :six €0, alors il est dans By, (z,r1(x)) donc dans UgecoBn, (z,71(7))

< siw € Uyeo B, (z,71(2)) alors € By, (x,71(x)) C 0.

Mais By, (z,71(x)) D Bn,(x,ari(x)) par équivalence des normes. On a donc
0= By (z,m1(2)) 2 | By, (z,0r1(2)) 20
z€O z€O

donc O = {J,co Bn,(x,71(x)) = O est Na-ouvert. Ce qui donne par passage au complé-
mentaire A Ni-fermé < A No-fermé.
(c) "compact" :

Nj-compact <:>{ Ni-fermé (ne dépend pas de la norme, donc) < Na-fermé }

Nj-borné (ne dépend pas de la norme donc) < Nj-borné

< No-compact
Corollaire 1.47. Soit E un e.v.n. de dimension finie.
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a)
b)

c)

Toute suite de Cauchy converge
St X est un evn. et T : E —> X linéaire, alors T est continue
Tout s.e.v. F C E est fermé.

Démonstration. a) Toute suite de Cauchy converge :

Soit (z,,) de Cauchy pour |.|| = (z5) de Cauchy pour ||.||2. Appelons mx(x,),k €
[1,d] les coefficients de x,, dans la base (b1,...,bq). Ainsi (mg(zp))n>1 est de

Cauchy dans R, ce qui signifie qu’elle converge vers une limite [ Donc x, m

def. . .
ZZZI l1.bg, ‘== 2. Par le théoréme sur I’équivalence des normes on a : x, M> T
Six est un ev.n. et T : E — X linéaire, alors T est continue :
Soit T': E — X linéaire. Et (b, ..., bg) une base de E. OnaT(x) = T(34_, xyby)
et donc

d d
C.S.
IT@lx < Yl Mol < allz(YITGIDY < a.Clels
k=1 k=1

par équivalence des normes, avec C' = (Zi:l |7 (bg)||?)"/?. Conclusion : || T'(z)||x <
aClz||lg = [[T(zn — 2)[|x < a.Cl|lz, — z||g ie. la convergence de z, vers x
entraine la convergence de T'(x,) vers T'(z) donc T est continue.

Tout s.e.v. F' C E est fermé :

Soit F' un s.e.v. de dimension m de E. {fi,... fn} une base de F. On peut la

compléter pour avoir une base de E : {f1,... fm, fr+1,---, fn}. Alors on définit 7 :
E—FE
mig 4 d
>oakfer X wwfy
k=1 k=m+1

(Ainsi 7 envoie un élément = de E sur ses coordonnées sans les coordonnées asso-
ciées a la base de F', ce qui fait que 7(z) = 0 si, et seulement si x € F') Or par b)
on sait que 7 est continue car elle est lindaire. On a donc : F' = ker(7w) = 7~ 1({0}).
Or I'image réciproque d’un fermé par une application continue est un fermé, donc
F est fermé. O

1.7 Courbes paramétrées

Définition 1.48. Soit I un intervalle réel. Une fonction continue f : I — R? est appelée

courbe paramétrée.

Rappel : f : T — R est continue si et seulement si ses fonctions coordonnées le sont. Si
f@) = (fi(t),... fu(t)) on teste la continuité de chaque f;.

Exemple 1.49.

a)

f(t) = (rcos(t),rsin(t)), t € I = R. Cette courbe donne un cercle, évidemment.
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b) f(t) = a+twv;a,v € R? : a partir d'un point a on part dans une direction v en
ligne droite (dans les deux sens : c’est une droite affine).

¢) f(t) = (rcos(t),rsin(t),t), dans R? Spirale avec courbure linéaire, comme une vis

d) f(t) = (cos(3t),sin(2t)). Une courbe rigolotte.

Les voici :

N
NI

puiin

la courbe (a) la courbe (c) la courbe (d)

Vitesse, vitesse absolue

On définit £ (t+h}17f ® _ déptlgrclfg;ent comme approximation de la vitesse de la courbe

(L’addition se fait coordonnée par coordonnée). La limite, quand h — h est égal a
(f1(t), ..., fl(t)) si toutes les f; sont dérivables.

Yy
On définit la vitesse absolue comme
étant :

1/ (®)ll2 = \/f{(t)2 o2 11

Ainsi la vitesse est donnée par la direction
(dérivées coordonnée par coordonnée) et
la longueur (la norme).

Rappel : Une courbe paramétrée n’est pas
forcément injective : par exemple f(t) =

(12 — 1,83 —t) ot f(1) = f(—1) :
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Courbes régulieres

f est réguliére (c’est a dire non-
singuliére) si: Vt € I, f'(t) # 0. Contre-

exemple : f(t) = (t2,13) a sa dérivée nulle , ,
en 0 : f/(0) = 0. A cet endroit sa vitesse -1 0 1
est nulle : pas direction, pas de longueur.

11
Courbes rectifiables
Définition 1.50. (Rappel : intégrale sur un segment)
b
Soit f définie sur un segment [a, b], on souhaite }/

connaitre I'aire sous la courbe de f entre les seg-
ments a et b. On délimite de petits rectangles
sous la courbe de f et on somme leurs aires,
de méme pour des rectangles au dessus de la
courbe. On obtient une estimation supérieure et
inférieure de l'aire. Si pour tout e il existe un
maillage telle que la différence entre ces deux es-
timations est plus petite que €, on dit que f est
Riemann intégrable. Ceci est le cas pour deux
grandes classes de fonctions, les fonctions conti-
nues et les fonctions monotones.

Dans le cas d’une fonction Riemann intégrable, € > 0 et un maillage convenable,

J

b
S )t )~ [ f)de

Jj=1

Ceci n’est rien que sommer les “blocs” en “hauteur x largeur”. On appliquera ce principe
souvent par la suite.
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Revenons aux courbes : Soit f : [a,b] — R% une courbe paramétrée. Une subdivision
T = (t1,...,tn) est un n-uplet de réels tels que a =ty < t; < ... < t, = b. Pour une
subdivision 7 on note P-(f) = Z?:_(} || f(tj+1) — f(tj)|l2 - on remplace donc les sections
de courbes par des bouts de droites affines.

Définition 1.51. Une courbe est rectifiable de longueur L si, et seulement si V ¢ >
0,36 > 0 tel que, pour tout 7 satisfaisant |t;11—t;| < 6 pour tout j, on ait |P-(f)—L| < e.

Cela signifie que pour une erreur fixée, on peut toujours trouver une longueur de pas telle
que la partition de f soit "presque égale" a L. C’est & dire que la courbe ne zigzague pas
entre deux points aussi proches que 'on veut.

Théoréme. 1.52. Si f : [a,b] — RY est de classe C* alors elle est rectifiable et

b
L:/wamw

Explication intuitive : Vu que

n-1 n—1 . B .
P—r(f) = Z Hf(t]—i-l) (tj)HQ = Z(tj-H _ tj) ”f(tgz-l) _];(‘tj)HQ
j=0 =0 Jj+1 ])
n—1
(t =) Ol [ 1 (#)ll2dt
e J+1 j 2 / 2

on s’attend & cet énoncé. Pour la preuve on note un

Lemme 1.53. Soit f € C'([a,b];RY) et ¢ > 0. Alors 36 > 0 tel que : Vs,t € [a,b]
s =t <o = [F0 - rl <e

Démonstration du lemme. a) cas en dimension 1
f€Cdonc f' € Ci.e. f continue sur [a, b]. Elle est donc uniformément continue 3
c’est & dire :
Ve > 0,30 > 0,Vs,t € [a,b] : (|[s—t| <5 = |f(s) = f(t)] <e)
(0 dépend de € mais il ne dépend ni de s ne de ¢). En combinant cela avec w =
1/(€) pour un certain & entre s et t, on obtient :

-t <ls—t<o=1r© - o= <

§. Rappel : Théoréme : Soit g est une fonction continue sur [a, b], alors elle est uniformément continue.
Démonstration : Supposons par 1’absurde que non. Cela signifie : 3¢ > 0,V > 0,3s,t tels que : [s—t| < 0
ET |g(t)—g(s)| > ¢ . Prenons § = X, on obtient s, et ¢, tels que |s,—tn| < & et [g(tn)—g(sn)| > € Or (sn)
et (t,) sont deux suites dans [a, b] qui est compact. Elles admettent donc des sous-suites convergentes.
Soit ¢ une application strictement croissante de N dans N, telle que (s,(n)) — s*. On a aussi (t,(n))
qui est une suite de [a,b],donc elle admet une sous suite convergente (fy(u(n))) —> t* Alors (Sy(u(n)))
converge aussi vers s* . Par hypothése [sy(,(n)) — ty(p(n))| < =. Cela implique s* = t*. Or on a aussi par
hypothése £ < |g(sn) — g(tn)| = |g(sn) — g(s7) +g(s™) = g(tn)| < [g(sn) — g(s")[ + [g(tn) — g(t")| = g est
discontinue en s* = ¢*. C’est absurde.
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b) le cas général : f = (f1,...,fn). On a

fle) = 1t Ji |
IO ), < vimas OOy ie
Sio = min{él,, .0n}, ou 0 est choisi comme dans le cas numéro 1, on a donc

L0y < e,
]

Démonstration du théoréme. Soit € > 0. Alors il existe d; > 0 tel que Vj € [1,n] :
b n c
s =t <61 =1 [ 15 Olldt = 317t~ 1)) < 5
a ]:1

(La courbe est Riemann-intégrable : on peut approcher l'intégrale de la courbe par la
somme des rectangles (tj_1 — t;) * f(t;)). Par le lemme : 30 < 62 < d1 tel que :

fls)—f(t) €
s —t| < b2 = Hﬁ =)z < 20— a)
En prenant s =t;,1 et t = ¢; on obtient
17(0520) = ), = 50 = 0 @)o| i1 = 1) |G Z L) e
(inégal. triang.) <(tj41 —t; Hfﬁl—f(t]) - f’(tj)H
(tjt1 — 1)) 2
<(tj+l —t])‘f
-~ b—a 2

Maintenant sommons sur les j. Il suit que :

n—1 b
\Z £t = £ = [ 175 s
<\Zuf 1) = P2 = Nt —t ||2\+\Z I(ti41=t;) ||2—/ 1(s)ds) |2

-1
- tjiv1 —tje 5

T4 ( b—a 2) 2
7=0

Ceci montre que l'estimation de la longueur ne dépend pas de L, et que la longueur est
explicite et égale & : L = f; Ilf(z)||2dx O

Exemple 1.54. f(t) = (rcos(t),rsin(t)). Or f'(t) = (—rsin(t), r cos(t)) et

¢ ¢
L,= / \/7“2 cos2(t) 4 r2 sin?(t)dt = / r.dt = r..
0 0

Donc : si ¢ = 27 on trouve L = 27m.r!! 1)
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1.8 Reparamétrisation

Soit f : [a,b] — R? une courbe paramétrée, et ® une application de [o, 5] — [a, D]

: o def. o
continue et bijective. g:== f o ® est une courbe paramétrée de [, B] — R

Définition 1.55. Si ® et ®~! sont C!, on appelle le passage de f a g une transformation
de parameétres.

Observations :

a)

c)

)

Il n’y a que deux cas possibles (car ® est bijective) :
a) Soit ® est strictement croissante, on dit alors que ® préserve 1'orientation,
b) Soit ® est strictement décroissante, on dit alors que ® inverse 'orientation.
De plus :® ! o ® = Id. En dérivant : (1) (®).®’ = 1. Donc & et &' sont de
méme signe : si ® préserve l'orientation alors ®~! aussi, et de la méme facon, si ®
inverse l'orientation alors ®~! aussi.
Longueur de courbe et transformation de parameétres g = fo® = f(®(t)); ¢'(¢t) =
J(®(t)P'(t) avec ®'(t) € R.
L(g) = [ lg'(s)llods = [ L' (@(£) @' (1)lladt = [ £/(D(0))l|2® (1)t avec e = 1
si @ préserve et € = —1 si ® inverse.
Par changement de variable ®(¢) = = on obtient (qu'’il y ait inversion ou pas) :

L(g) = [/ (2)]2de

La longueur d’une courbe paramétrée (de classe C'), ne dépend pas du
changement de paramétre.
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2 Fonctions de plusieurs variables

2.1 Continuité dans R™

Rappel : Soit @ C R™, Q ouvert, f : Q@ — R™. Alors f est continueen z si: V(z,) = x € Q
on a f(x,) — f(x), (sachant que f(z,) est défini a partir d’'un certain rang N, peu
importe la suite qui converge vers z, car {2 ouvert).

Attention : Vz,, signifie "toute suite", il est donc absurde d’en prendre une particu-

liére pour démontrer la véracité d’une assertion. On ne peut utiliser une suite "choisie"

que pour infirmer une assertion.

Rm

Exemple 2.1. Les projections co-
ordonnées sont les fonctions conti-
nues les plus importantes.

R™ - R
Tk (X1, .. xm) — xp

Evidemment |73 (z)| < ||2]]2. Ainsi 0 )
x, — x implique |mg(z, — )| — ﬂf

0, donc 7 (x,) — mr(x). Voila une g
visualisation par image réciproque :
Soit O un ouvert de R. On note €} = 0 0 0O
7. 1(0). Pour € Q, my(z) € O
donc (z—r,z+r) C O. 1l suit que
B(z,r) C Q! Q L

Remarques, rappels et astuces

a) f—RE: f(x) = (fi(x),... fm(z)) ot les f sont les fonctions coordonnées. Formel-
lement : fr, = 7o f. Alors f est continue si, et seulement si f; est continue
VE e {1,...... ,m}. Preuve : “=” soit x,, — x € Q. Alors si f(z,) — f(x),
T 0 f(xn) — T 0 f(z), or M o f(an) = fr(xn) et mp o f(x) = fr(x).
“isimgo f(xg,) > o f(x) Ve e {1,...... ,m}, alors on (f(zp))n>1 converge
coordonnée par coordonnée, ce qui implique la convergence dans R™. Dans la pra-
tique, cela signifie que 'on peut analyser chaque fi et supposer m = 1.
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b) Rappel : Dans R on sait que les sommes, différences, produits, quotients (si le
dénominateur ne s’annule pas) et composés de fonctions continues sont continues.

c¢) Exemple 1 : 22 + arctan(exp(y + In(1 + 22))) est continue comme produit, somme
et composés de fonctions continues.

2
d) Exemple 2 : f(z,y) = {‘Bg‘gﬂ st (@,y) # (0,0)
0 si (z,y) = (0,0)
teur est radial, passer en coordonnées polaires. Pour rappel, "ca fonctionne bien
si les degrés "cumulés du numérateur sont supérieurs a ceux du dénominateurs".
g(r,0) = f(rcosf,rsinf) = Tdcos:w = rcos?fsinf. On a cos? #sin @ borné par
1, donc |g(r,0)| < G(r) = r. et G tend vers zéro (quand 7 tend vers zéro. .. )donc

g(r,0) — 0.

. Astuce : vu que le déonomina-

T =rcosypcost
On peut également passer en coordonnées sphériques dans R3 : { y = rsin ¢ cos 6

z=rsingp

X 2 -
e) Exemple 3 : f(z,y) = {xﬁ?ﬂ st (@,y) # (0,0)
0 si (z,y) = (0,0)
Une des erreurs (logiques!) les plus fréquentes dans les examens est de raisonner la
“lignes droites” : remplacer par exemple x = ay (avec a # 0), ou, plus clairement,
écrire (x,y) = (at,t), t € R, est une fagon d’approche 'origine (0,0) le long d’une
droite. On onserve que

243 2
flat,t) = Gl = gpe = 0

quand t — 0. Mais cela n’implique pas que f est continue ! En effet, f(¢2,t) =
1/2 qui converge vers /2 lorsque ¢ — 0. L’erreur est donc le méme que de tester
“une suite”, ou il fallait tester “toute suite” — remarque déja faite en haut!

f) Revoir aussi les techniques proposées dans I’'Exemple 1.26.

2.2 Dérivées partielles

Définition 2.2. Soit f : @ C R™ — R est partiellement dérivable au point a en
direction de ey (vecteur de la base standard de R™ i.e. (0,...0,1,0...0)) si :

o (@t hcx) = f(a)
h—0 h

=g'(ax)

ou ay, est la coordonnée de a en direction de ey, et g(t) = f(a1,...ar—1,t, Akt1=, .a,.)-

En clair, on "gele" toutes les coordonnées sauf ay, et on dérive dans R. On note aa—m’;(a)

la dérivée partielle de f par rapport a zj. Ou, encore plus court, disons pour f(z,y) on
écrit simplement f;(a) et fy(a) les deux dérivées partielles par rapport a x et y.
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Exemples

a)

f(z,y) = x.sin(y) On souhaite connaitre sa dérivée par rapport a = en (1,0).
Formellement :

f(1+h,0})L—f(1,O) _ (1+h)sinh0— 1.sin0 h=0

Par le calcul habituel on a : %(1, 0) = sin(y)|z=1,y=0 =0 .

Dérivée partielle par rapport a y : %(1’ 0) =z cos(y)|z=1,y=0 = 1. Et

lim f(1,0+h) — f(1,0) _ (1)sin(h) — 1.sin0 _ sin(h) h=0
h—0 h h h

flz,y) = e~*=¥* On veut évaluer les dérivées en (0,0)
.2
On a f(0+h,0})L—f(0,0) _ e hh—l h—0 (eftQ)/(O)

= 0. On a reconnu la définition de la
dérivée de e~ en 0. On peut aussi utiliser le D.L. d’exp pour calculer la limite.
r(z) = ||z|2 = /22 + ... + 22, On va calculer sa dérivée par rapport a la k-iéme co-
ordonnée. On suppose x # 0) Soit g(t) = \/x% T s A o S S e
Alors

, 2t
g(t) =
2\/x%+...+xi_1+t2—|—a:,2€+1+...+:1:$n

Ainsi : (%"k =g (zx) = rfz). Ceci est valable pour tout k : on a calculé toutes les

dérivées partielles (en tout point non nul).

On peut noter que I’ exemple précédent se traite de la méme fagon en remarquant :

e = p(r(x)), avec p(t) = e~
CCl.CCQ....d..IdSZ' T 7& 0

g(x1,...xq) = r(x) Regardons ce qui se passe prés de Ogm :
0 sinon

;Tgk((), ...... ,0) = limy_yo M}f)ﬁ(o) = 0 (Comme le numérateur de g est le

produit de toutes les coordonnées et que la, elles sont toutes nulles sauf la k-
iéme, le produit est nul). Donc les dérivées partielles en zéro existent pour tout

sl 11 1y _ k—a _ 1 . . .
k. Cela dit : g(z, 55+, %) = arE = i Or d est fixe (la dimension) donc ceci
est une constante strictement positive, elle ne tend donc pas vers 0, alors que :
g(0,...... ,0) = 0. Ce qui signifie que g n’est pas continue en zéro, bien qu’elle y

admettent toutes ses dérivées partielles!

Si f est partiellement dérivable en tout point, on dit que f est partiellement dérivable.
On appelle alors dérivée partielle la fonction qui associe a €  C R™ a a‘%(a) eR.

Définition 2.3. Pour une fonction f : Q — R on appelle gradient de f, parfois noté
V f le vecteur des dérivées partielles de f :

of of

grad(f) = (a—xl,...,a—xd)
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Exemple : grad(r(z)) = ﬁx = % ounx = (xy,...,xq).
N1
2

Plus généralement, soit f : | . | Alors on écrit la matrice Jacobienne * comme suit :

fm

8:101 bil 83071 h

Jr(a) = : :
aaqu 8xnfm

2.3 Dérivées partielles supérieures

On peut définir de proche en proche les dérivées supérieures comme suit :

Exemple 2.4. Soit f(z,y) = 2%y3. Alors % = 2293 et % = 32%y?. Puis a%% = 621>

et 8%% = 62y>. On peut aussi calculer : 8%% =217 et %g—i = 62%y. On remarque que :
090f _ 090f

0 — 621/2 ' !
5y o1 = oz oy — 0xy”. Ce n'est pas un hasard!

Théoréme. 2.5. (Théoréme de Schwarz’) Soit @ C R™ et f : Q — R, deux fois

partiellement dérivable, et un point a € ) ot %% et a%jé% sont continues. Alors

notation

oor, o or ET e
Org Oz~ Ox; Oy OOz,

La notation se justifie du fait que l'ordre de dérivation n’importe pas.

Démonstration. On peut supposer que n=2 et que a = Og2. En effet, il suffit de prendre
g(s,t) = flar,...,aj-1,a; + s,aj41,...,a5-1,ar + t,ak4+1,...ay). Par hypothése €2
ouvert(non vide!) on a : 397 > 0 tel que [—d1,01] X [—01,01] C Q. Par la continuité des
dérivées mixtes en (0,0) on a : Pour un € > 0, 3§ > 0, § < 61, tel que

o ,0f o 0f
525, @ 0) ~ 52 (5,)0.0)] <
o 0f o ,0f

3y 9@ 9) ~ 5, (50,0 <

*. d’aprés Carl Gustav Jacob Jacobi (né le 10 décembre 1804 a Potsdam, mort le 18 février 1851 a
Berlin), est un mathématicien allemand. 11 était professeur & Konigsberg (aujourd’hui : Kaliningrad)

t. d’aprés Hermann Amandus Schwarz, le méme que vous connaissez déja de 'inégalité de Cauchy-
Schwarz
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dés que [z],]y| < &. Regardons h(z,y) = f(z,y) — f(z,0) = (f(0,y) — f(0,0)) : par

accroissements finis, on a

h(z,y) == %(f(:c,y) — f(;U,O)) (&1) avec &1 entre 0 et x
=y ;;(gf( 771))(5) 0<m<y

De la méme fagon on obtient :
0
h(z,y) =y @(f(x’ y) — f(0, Z/))(ﬁz) avec & entre 0 et y
B a (0f
=y 67/(%(772,3/))(52) O<m<wz

On en déduit que aI(a—f(m &) = 6y(8:c (m2,&2). Cest a dire qu’on a trouvé deux points
dans la boule autour de (z,y) tels que leurs dérivées partielles mixtes soient égales. Ceci
pour tout (z,y) # (0,0). On en déduit par ’hypothése de continuité que :

o 0f o 0f
32(5,)(0.0) = 5 (5)0.0)
<[ 20,0~ 2 m e + | 2 Gm e - 2200

< 2e

Exercice 2.6. Soit

2

2
TV si(x, 0,0
Fla,y) = {xyla,ﬂﬂ si (z,y) # (0,0)
0 sinon

Montrer que les dérivées partielles secondes en (0,0) sont différentes. Conclure.

Corollaire 2.7. Soit f : Q@ C R™ — R, k-fois partiellement dérivable, avec les dérivées
partielles continues sur ) . Alors, pour tout ji, ... Jji et toute permutation o :

0 0 0 0
f=

Oxj, o Oxj, axo'(jl) o 8w0(jk)

Les dérivées partielles commutent donc.

Notations

a) On note 0, = %f = fi, () ot z est un vecteur de R™
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b) On appelle o € N? un multi-indice, tel que |a| = a1 + ... + ag (ici, |a| est I'ordre
total de la dérivée)

0°f = 8‘3;11 ...... éf;ldd (f) avec f |«| fois partiellement dérivable. Cela signifie que
1 d
I'on dérive «; fois en direction de z;*. Si h = (h1,...,hq) € R? on note aussi

A = RS + hy? + ...+ hG?
c) Si fest (|a]+]|3]|) fois partiellement dérivable, avec les dérivées partielles continues
alors on écrit : 918 = 9298 f = 9Pd> f

2.4 La différentielle

Rappel du concepte de la dérivée :

h—0 h

Pourquoi cette définition? On veut parler 1{
d’une tangente bien définie. Soit

r(h) = fla+h) = (f(a) + h.f'(a)) o 1 ~ (k)

\ 4

Ici, r(h) est Perreur de la “linéarisation” de f, / ; al'u f
c’est a dire, la différence entre f(a+ h) et la

valeur “estimé” par une application affine, ici
f(a)+h.m avecm = f’(a). Dire que la limite

existe est équivalent & dire que
c’est a re dire r(h) = o(h).

Si on relachait cette condition en demandant seulement r(h) = O(h), i.e. 3C > 0 :
r(h) < Ch, la tangente n’a plus de “pente” unique : on pourrait mettre “une partie de
Ierreur” dans la “partie linéaire”, ce qui fait que la partie linéaire n’est plus bien définie.

Regardons cela avec un deuxiéme exemple, f(z) = |z| en a = 0 : Ici, pour n’importe quelle
pente m, i.e. n’importe quelle droite passant par (0,0), r(h) = a.h!!! Cette situation
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n’est pas voulue.

Dérivabilité en a signifie qu’il existe une tangente bien-définie & la courbe au point
(a, f(a)). Elle est donnée par

{f(a)+ f'(a)h : h € R}

Ce qui nous importe est la structure linéaire de 'application h — f’(a)h, le reste dans
I’expression ci-dessus est une translation. C’est pourquoi on parle d’une linéarisation.
L’équivalent en plusieurs dimensions d’une droite tangente passant par f(a) est un sous-
espace affine passant par f(a). Voir image en haut a droite. Un tel sous espace est
nécessairement de la forme

{f(a) +L(h): hecRY}
oi L : R? — R? est linéaire.

Définition 2.8. Soit Q € R% ouvert, a € , f : Q — R™. On dit que f est différentiable
en a, et on le note D¢(a), s'il existe L € L(RY,R™) telle que :

[ (W n—9

fla+h)= f(a)+ L(h) +r(h) ou i — 0.

Dans ce cas on pose D¢(a) Ly

A noter qu’on peut utiliser n’importe quelle norme pour tester 7(h) puisqu’on est en
dimension finie.

Lemme 2.9 (Unicité de la différentielle). Soit f différentiable en a et L une application
linéaire telle que f(a+h) = f(a)+ L(h)+r(h). Alors L(v) = lim¢_o w Ainsi,
si L existe, elle est unique!

Démonstration. Pour tout scalaire ¢, f(a + tv) = f(a) + L(t

v) + r(tv). Or L est linéaire
on a donc f(a+ tv) = f(a) + ¢ L(v) + r(tv). Ainsi, JOHI=I@ — 1) 4 70)

lr@)ll _ [r@)D lir(tv)
t =

G Iz |v]|. Ou ||v|| est une constante, et i ””) — 0 quand t — 0 par

. D’autre

par

T(tv) t—0 ]

I’hypothése que f différentiable en z = a. Donc — 0. La limite existe alors.
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Par exemple si on prend v = e, on obtient L(ey) = 0y, f(a), c’est & dire la dérivée
partielle de f sur xg. Ainsi L(v) = L(}_vrer) = D (vi0y,)f(a)). Si L existe, c’est une
combinaison linéaire des dérivées partielles. On a alors :

U1
V2

L(v) = Ji(a)

Um

C’est a dire : Le seul “candidat” pour la différentielle est 1’application

L: hw— Jia).h

On dit “candidat” car I'existence de la Jacobienne ne garantit pas la “bonne” décrois-
sance du reste : pour différentiabilité il faut que ||r(h)|| = o(||h]]). Voir I'exemple
dans la Remarque 2.15 en bas. Un cas particulier & mentionner est d = m = 1 : ici
L(v) = f'(a).v, car la Jacobienne dans une dimension est juste la dérivée.

Exemple 2.10. a) La fonction constante : f(z) = C € R™ : Ici f(a+h) = f(a)+0+0

ot le premier 0 = L(h) et le second 0 = r(h). Visiblement D¢(a) = L(h) = 0 (en
effet WzO—)anandh—)O)
L’identité f(x) =z : f(x +h) =x +h = f(x) + Id(h) + 0 . Donc Ds(x) = Id
Plus généralement, une application linéaire : f(x) = A.z, o A est une matrice. On
a f(x+h) = Ax+Ah = f(x)+L(h)+0avec L(h) = A.hDonc D¢(a) = L : h+— A.h.
L’erreur r(h) est nulle, donc négligeable devant h.
Un cas particuliérement intéressant est, & nouveau, my, : R = R, m(21,...,24) =
xy. Cette application est linéaire, donc différentiable.

, RF x R¥
On pose ||(h, k)|l2 = /||R]I? + [|k]? sur R* x R¥. Soit f : { (ou

(z,y) — (2,9)

plus généralement, soit f une application bilinéaire). Alors

fle+h,y+ k)= {(x+hly+k)
= (zly) + (z[k) + (hly) + (h|k)
:f(x,y)+ f(ka)+f(h7y) +T(hvk)

partie linéaire en (h, k)

N 5 . 24 p2
ot [r(h, k)| < ||h]|.||k|| (Cauchy-Schwarz). Rappelons qu’on a toujours ab < “~F-.
On Papplique deux fois :

[r(h, k)| | A]l]|%]] | 1
< < sVIRILEN < =11(R E)l2
(A, k)|l TR[Z+ k2~ 2 V8

Cette fraction tend donc vers 0 si (h, k) — (0,0). Ce qui donne [D¢(x,y)](h, k) =
(x[k) + (hly)-
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2.5 Propriétés de la différentielle

Proposition 2.11. Soit Q C R? ouvert, f,g: Q — R™.
a) Si f est différentiable en x = a, elle y est continue
b) f,g différentiable en a = (f + g) aussi et :
Dyg(a) = Dy(a) + Dy(a)
c) si f différentiable en * = a et L : R™ — RF linéaire, alors Lo f : Q — RF
différentiable et :
DLof(a) =Lo Df(a)

d) f différentiable enx = a si et seulement si :Vj € {1,...m}: (mwjof) différentiable.,
ou, comme toujours,
[ Rm — R
Ty )
(T1...,2m) — x;
est la projection coordonnée — on écrit donc simplement f = (f1... fm).

Démonstration. Rappel : f différentiable en a signifie

(W
7]

fla+h) = f(a) + L(h) + r(h) avec L2900

a) (Différentiable implique continue) Or ||L|| < |[|L].||h|| on a L(h) 1290, Ainsi,
f(a+h) — f(a) quand h — 0, donc f est continue en a.
b) (Sommes de fonctions différentiables)

fla+h)+gla+h)=(f(a)+ Lg(h) +rs(h)) + (g9(a) + Lg(h) +rg(h))
= (f+9)(a) + (Ly + Lg)(h) + (ry +74)(R)
ou (L¢ + Lg) est linéaire et (ry 4+ r4) tend vers 0 quand h tend vers 0. Donc :
Dyyg(a) = Ly + Ly = Dy(a) + Dy(a).
c) (Composition avec une application linéaire).
(Lof)(a+h) = L(f(a+h)) = L(f(a)+Dys(a)+r(h)) = Lof(a)+LoDs(a)+Lor(h)

On a d’une part L o D¢(a) qui est linéaire, et d’autre part ”L(lmﬁ))“ < HL”{HHF}L)”

or ”Tl(:”)” tend vers 0 et ||L|| est une constante, donc le produit tend vers 0. D’ou :

Diof(a) = Lo Dy(a)
d) (Différentiabilité via les “fonctions coordonnées”) = Or m; est linéaire, d’aprés (c),
m; o f est différentiable en a.

) R — R™ Lo .
<« Soit [; avec [; linéaire et (e;) vecteur de la base canonique de R™.
t— t.ej
On a: . . .
fla) =" fila).es = li(fi(a)) =D Lo fi(a).
i=1 i=1 i=1
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Mais comme [; est linéaire, et f; différentiable en a d’aprés (c), [; o f; différentiable
en a. En utilisant (b), leur somme Y ;" I; o fi(a) différentiable en a.
O

Théoréme. 2.12. Soit Q C R?, un ouvert. Les propositions suivantes sont équivalentes :
a) f a ses dérivées partielles continues
b) f est différentiable et ’application
Q — L(RYLR™)
Dy :
a +— Dy(a)

est continue. Dans ce cas on dit (c’est la définition!) que f € C*(Q, R™)

Dans cet énoncé ’implication (a) = (b) est importante : si les fonctions coor-
données de la Jacobienne sont continues, alors f est différentiable, et la différentielle,
donnée par

D¢(a)h = Jy(a).h,

est continue. A combiner avec les propriétés de fonctions différentiables, et des com-
positions (voir en bas).

Démonstration. (b) =-(a): On suppose que la différentielle existe et qu’elle est continue.
Dy est représentée par Jy si elle existe. C’est le cas, et elle est continue ; la Jacobienne est
continue coordonnée par coordonnée, c’est & dire que chacune de ses dérivées partielles
est continue.

(a)=(b) : On suppose que f a ses dérivées partielles continues. 1l suffit de montrer que
f est différentiable en tout point. Pour cela on peut supposer m = 1, c’est a dire, on va
travailler coordonnée par coordonnée. Soit

MMZHJh(ﬂwHO—ﬂM—Z;;ywhO

ou L(h) =377, 887];(“)' j = V(f).h est le candidat naturel de la différentielle. On veut
montrer que ¢(h) tend vers 0 quand h tend vers 0. A cet effet, soit € > 0. Par hypothése,

36 tel que :

9 of .
||h||oo<5=>max{ ——(a—h) — =——(a)| : jzl,...,n} <
‘6 j 6xj

On définit (9 = g et 2™ =a + > i1 hj.ej; done

(2.1)

3o

20 g
CC(I) =a + h161
2% =a + hiey + haes

2@ =a+ hiey + haes + ... + hgea = a+ h.
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(on avance en crabe en suivant les directions e;). Comme f est contintiment partiellement
dérivable, on sait par le TAF entre (™ Vet 2™ = z(m=1D £ b e} quil existe 0 < &, <
him < 0 avec

of

F@™) = F@ D) = b 2@ + e

On reconnait une somme télescopique :

n

> (f@D) = f(@UY) = fla+h) + fla)

J=1

Ainsi, en remplagant dans I'expression de ¢ et en prenant la valeur absolue on obtient :

@) 3 oy
Hh” ‘Z J a J 2 +£j€j)_zaxj(a)‘hj’

uhn ‘53 o ”11)+fmhm>“§z;“”ﬂ

Et enfin, d’aprés I'hypothése (2.1), on achéve la preuve :

1 U 1 "¢
lp(M)| < o= D> =il < 7 Y —lhllc=¢ ! O
Tl 2l = Tl 2

Théoréme. 2.13. (Composition et différentielle) Soit Q@ C R ouvert, a € Q; f : Q —
R™.Soit U C R™ ouwvert, b2 fla)eU et g: U — R*.

Si f est différentiable en a et g différentiable en f(a) alors go f est différentiable en a
et :

Dgog(a) = Dy(f(a)) o Dy(a)
autre écriture : Do(f 0 g) = Dy(q)f © Dag
Démonstration. On note f(a) = b; A = Dy(a), donc f(a + h) = f(a) + A.h +ri(h);

B = Dy(g) donc g(b+ k) = g(b) + B.k + ra(k)
On pose k = A.h + r1(h). On compose g avec f et développe :

(go f)la+h)=g(fla+h))=g(f(a) + Ah+ri(h))
= g(b) + B.k + ro(k)
= g(b) + B(A.h +711(h)) + ro(k)
= g(b) + B.A.h + B.ri(h) + ro(k)

(a

La dedans on a B.A = Dy(f(a)) o Ds(a) qui est linéaire et un reste : Bri(h) +r2(k), on
va montrer qu’il tend vers zéro quand h tend vers zéro.
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Premiérement : HB'”T;lﬁh)H <||B]| ”rﬁ}(lﬁ)“ :or ”T‘l‘g‘t‘)” — 0 et || B]| est une constante finie, le
tout tend vers zéro.

Deuxiéme partie : ro(k) = ro(A.h +r1(h)). Ainsi

lr2(R)l| _ flr2(Ah+ri(R)| | AR+ 71 (R)]
7] [A-h +ri ()] 12

Lorsque h — 0, A.h + r1(h) — 0; de ce fait le premier facteur tend vers 0. De plus,

[l ()l

[Ah AW _ AR+ ([ (h)]
il

7] B 5]

< (1Al +

Puisque % est borné (pour |h| < n ou n > 0 est choisi tel que Bla,n] C U), le

deuxiéme facteur est borné. Le produit tend donc vers 0. O
Définition 2.14 (Dérivées directionnelles). Soit ||V |2 = 1, Q C R? ouvert, f : Q — R™.

Alors of fla+Vh) — f(a)
. a — a
v =T

ol helR

Remarque 2.15. a) Cette définition est proche de la définition de la dérivée par-
tielle : si on prend V = (0...0,1,0...0) = e on obtient : %(a} = %(a) : la
dérivée partielle selon xj

b) En particulier, g—‘{ = Dy(a)(V) si f est différentiable.

c) Attention : Il est possible que g—‘{(a) existe pour tout V € R% ||[V]|2 = 1 sans que
f soit différentiable en z = a :
Ezemple : f(z,y) = % et a = (0,0). En effet (exo maison) %(0,0) =1et

81(0,0) = 0 mais r(h, k) = f(h, k) — ((h,k), (1,0)) = 7#£ ne décroit pas assez
vite pour étre o(v/h? + k2). Pourtant lim; o 3 f(t cos ¢, tsing) = limy_o cos?(p)

existe pour tout ¢.

Remarque 2.16. Le gradient indique la direction de la “pente la plus raide”
Soit f : & — R est différentiable, on a : ZL(a) = Y7, 5%(@]-) = ((Vf)(a),V). Par
conséquent (C.S.) : %(aﬂ < |VII2l(Vf)(@)ll2 = I(Vf)(a)||2 , avec égalité si et seule-
ment si (Vf)(a) = AV , avec A € R. Cela signifie que la dérivée directionnelle (la pente
le long d’une courbe en direction de V') est maximale en direction du gradient.

Nlustration avec f(x,y) = 2®+y?: (Vf)(x,y) = (22,2y) On veut un vecteur normalisé :
7 — (@)
V= /22 1 y2

En un point (z,y) la pente la plus raide sera en direction de 1%
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(la tangente la plus pentue est en direction du gradient (en orange))

2.5.1 Accroissements finis

Rappel : en dimension n =m =1 on a

fla) = f(b)

— =1, <o (2.2)

La tangente en (&, f(&)) est paralléle a la droite passant par (a, f(a)) et (b, f(D)).

Peut on étendre ce théoréme a plusieurs dimensions ? Par exemple f(t) = (cos(t),sin(¢)).
Observons que f(0) = f(2m). Mais puisque f/(§) = (—sin(§),cos(§)) est de norme (eu-
clidienne) 1, f(27) — f(0) # f'(£) peu importe £. La formule (2.2) est donc fausse pour
de fonctions vectorielles. On a néanmoins un inégalité :

Lemme 2.17. Soit f € C' : R — R™. On suppose x < y Alors il eviste & € [x,y] tel que
1f (@) = fW)ll2 < (y — 2)[|F'(€)ll2

Démonstration. Soit g(t) = (f(t)|V). Par construction c’est une fonction scalaire et donc
il existe &y tel que : g(y) —g(z) = (y— )¢’ (§v). On fixe V = m% pour qu’il soit
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normalisé. Alors

(y —2)g'(&v) = fWIV) = (fF@)V) = (f(y) - fF@)V)

EDPYNED () e (GO
= W)~ I @ e =T

1
(&) = S@IF®) = SO =TT

=[l/(y) = f(@)[l2.

Par Cauchy-Schwarz,

1f(y) = f(@)ll2 = ly — 2llg' (&) = ly — 2[[{f' (&), V)| < (y — ) ' (&) ]2l V [|2-
et V]2 = 1. O

Corollaire 2.18. Soit f : Q@ C R* — R™, f différentiable, x € Q, h € R?, tels que :

def.
[z, x+h] :e:f{x—i—t.h, t € [0,1]} € Q (un déplacement en ligne droite de x vers x+h,
tel que ce "segment” soit entierement dans §2). Alors :

1
fla+h) = f@) = [ Dyta = sh)h)ds
0
Démonstration. On pose g(t) = f(a +th) , g : [0,1] — R™. On applique la formule :

g(1) — g(0) = fol g'(s)ds, car f différentiable donc g est différentiable; Ce qui donne
fla+h) = f(a) = Jy(Ds(a+ sh))(h)ds . O

En particulier :

1f(x +h) = f(@)l| < max{[|Dy(z + sh)lla—2 : s € [0, 1]}.[|A] (2.3)

ou ||D¢(a + sh)|2—2) est la norme d’opérateur : ||M|[p—q = Sup{”]\‘ﬁ”q cx # 0}, ic
p

pour p = g = 2. Ceci est I’inégalité des accroissements finis.

Remarque 2.19. La norme d’opérateur d’une matrice M pour la norme Euclidienne
n’est pas facile a calculer exactement. En fait c’est la racine de la plus grande valeur
propre de A = 'M.M. Voici 'explication : A est symétrique et réelle, donc d’aprés
Théoréme 2.25 diagonalisable : il existent Ay, ..., A\, réels, positifs, et v1,...,v, € R
avec Av; = A\v;. Voici ce qui se passe, dans le cas de la dimension n = 2 (le cas n > 2 se
traite de la méme fagon). Un point x a une décomposition dans la base (!) des vecteurs
propres, r = awvy + [Bve. Cette décomposition nous donne la valeur de Az, notamment
Ax = a\jvy + BA2v9. Voir image :
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AV4 "XQV"
A Vo, ~ XLVL

AL - c(\(\/,( A VZMV&

Y= AVt fve

On voit que “‘I’amplification de longueur” est au plus celle de la plus grande valeur propre,
donc [|A||2—52 < Amax, mais on voit aussi égalité car lAvmaxlla _

[vmax|l2 max:
Observons que Cauchy-Schwarz nous donne

[Mx|3 = sup{(Mz, My) : |lyl2 <1}

= sup{(Az,y) : |[lyll2 <1}
= [[Azll

ce qui explique qu’il faut prendre la racine de Apax(A) pour trouver | M||2—2. Je conviens
que ceci n’est pas commode & calculer. Il est cependant facile de voir que

1/2
def.
M52 < [M][Jrs. == | > |mi;|*
1:7j

et souvent cette borne supérieure peut-étre utilisée dans l'inégalité des accroissements
finis & la place de la bonne norme — vu que ce sont deux normes dans R"*" (e.v.n. de
dim. finie) on ne 'perd’ au plus constante universelle par rapport a la 'vraie’ norme 2 — 2,
mais on gagne du temps. Je note que le sigle "H.S.” signifie “Hilbert-Schmidt”, et pas “hors
service” ;-)

Une application utile des accroissements apparait dans la discussion différentiabilité de
fonctions :
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Proposition 2.20. Soit Q@ C R? ouvert et f : @ — R une fonction continue qui est
def.
CHQ\{a}). Silimg_sa Dy(z) L. L existe, alors f € CY(Q) et Dy(a) = L.

Démonstration. On pose r(h) = f(a+ h) — f(a) — L(h). Alors

r(h) = /Ol(Df(a +th) — L)hdt

Soit € > 0. Il existe 0 > 0 tel que ||k|| < ¢ implique ||Df(a + k) — L|| < . 11 suit pour
||| < & que ||r(h)]| < ellh|. Ainsi ||r(h)]|/[|k|| = 0 quand h — 0. O

Ceci améne & la procédure suivante si f :  — R une fonction continue qui est C*(Q\{a}) :
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Soit f: Q2 =R
avec () C R™

f est non
continue ?

Si non, f n’est pas différentiable.

—

oui

calculer les derivées partielles

f est C! dans les points
de continuité des dé-
rivées partielles (voir
la Proposition 2.20)

sont elles
conti-
nues 7

Sif:Q—R™
travailler avec
les fonctions
coordonnées

fi: Q> RI

En points de disconté des de-

rivées partielles, calculer a la

main : lim;_,o w _
4. Soit £ = (&) et

‘def.

r(h):==fla+h) = f(a) = (h,0)

oui| f est différentiable en a

et Vf(a) = (b1,...,4p)

Tester lim

f pas diffé-
rentiable en a

Flowchart d’analyse de differentabilité d’une fonction de plusieurs variables.
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2.6 La formule de Taylor

On s’intéresse a étendre les formules de Taylor ¥ au cas multi-dimmensionnel. Revenons alors
d’abord au cas 1D :

2.6.1 Le cas 1D

Commencons avec un lemme auxiliaire :

Lemme 2.21. Soit f,g : [a,b] — R continues et de classe C* dans (a,b). Supposons g'(z) # 0
pour tout x € (a,b). Alors g(a) # g(b) et il existe un & € (a,b) tel que

Démonstration. Si g(a) = g(b) le lemme de Rolle® montre Pexistence d'un z avec g'(x) = 0.
Ceci n’est pas le cas : ainsi, les hypothéses assurent g(a) # g(b). Posons

e D@
Puisque F(a) = F(b) = f(a), le lemme de Rolle montre qu’ il existe un £ € (a, b) avec F’'(£) = 0,
c’est a dire
/ _ f(b) _ f(a) /
1O =S =gta) V) :

Théoréme. 2.22 (Formule de Taylor avec reste de Lagrange 1). Soit I un intervalle ouvert de
R et f: 1 — R de classe CF. Alors, pour tout x # a € I il existe un & entre a et x tel que

k=1 () . (k)

, ! k!

7=0
Démonstration. On peut supposer a < z pour simplifier la notation. Soit F(z) = f(z) —
Zf;é %(m —a)l. et G(z) = (z —a)*. Alors F(a) = F'(a) = ... = F*(a) = 0 et pour

0 <j <k ladérivee GU)(z) = k(k —1)...(k —j + 1)(z — a)*7 s’annule si et seulement si

1. Brook Taylor est un homme de science anglais, né & Edmonton, aujourd’hui un quartier de Londres, le 18
aolt 1685, et mort & Londres le 29 décembre 1731.

§. Michel Rolle, né & Ambert le 21 avril 1652 et mort & Paris le 8 novembre 1719, est un mathématicien
francais.

9. Joseph Louis de Lagrange (en italien Giuseppe Luigi Lagrangia ou aussi Giuseppe Ludovico De la Grange
Tournier), né & Turin en 1736 de parents frangais descendants de Descartes et mort & Paris en 1813, est un
mathématicien, mécanicien et astronome sarde, avec une vitae “européenne” : & ’Age de trente ans, il quitte
Turin et va séjourner & Berlin pendant 21 ans. Ensuite, il s’installe pour ses vingt-six derniéres années a Paris
ou il prend la nationalité frangaise en 1802
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x = a. On peut appliquer le lemme de proche en proche pour obtenir

Fx) F(z)—-F(a) F'(&)

G(x) G(z)—-Gla)  G'(&)
(&) - F(a) _ F'(&)
G'(&) —Gla)  G'(&)

_FOI(G1) ~ Fla) _ FW(&) _ fM(&)
GrD(&1) = Gla)  GW(& k!
Alors F(x) = %G (x) ce qui est équivalent a 1’ énoncé. O

On appelle ! Uzl(a) (¢ — a)* le reste de Lagrange dans la formule de Taylor.

2.6.2 Le cas de plusieurs variables

Soit © C R? ouvert, et f : © — R k-fois partiellement et continuellement différentiable. On
pose :

d d
(P, f) (. ) 28 Z...lz( 0 ...;Ca)(x).hh ol

oz
=1 —1 Oh

Théoréme. 2.23. Alors sia € Q et h € R? avec [a,a+ h] = {a+t.h,t €[0,1]} CQ on a :

k—1
fla+n =30 f;fa b) | Pelatoh.h
=0
k
- w+7’h avec r(h) = o(||h||F i.e,Hr(h)Hfi())O
2 (n) () = of|Ih]["),

J!

<
Il
o

Démonstration. Soit g(t) = f(a + th). Alors

¢(t) = Dy(a+th)(h) = (V (atth)|h) = > (%C(a—i—th).hj _or

J=1

0
(a+th).hi+. . .+a—f(a+th).hn

T Tn

On re-dérive partiellement pour chaque j € [1,n], on obtient une somme de dérivées partielles.
(le premier terme de la dérivée seconde ¢”(t) est donné par y ;- 8?% (2L 52 (@+th).hi)h;) Ce qui

nous donne au rang j : g¥)(t) = (Pjf)(a+th,h). On écrit le théoréme de Taylor 2.22 pour g :

g(k)(g)(t_a) o flath :’“Zl Pf ah . Pula+6h.h)

(t—a) + =0 !

j=0
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Deuxiéme égalité de Taylor-Lagrange : Soit

1
) = kf«Pkf)(a <A~ (R
ok f
0h) — ————— hi,...h
K Z Z [8zll ... 0y, (a+6h) dxy, ... 0z, (@) |y b
=1
ok f
< — -4
< m S Y i e - )
L=1 ;=1
Par continuité des dérivées k-iémes, pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que : ||h|]2 < ¢ implique
ok f ok f
—_— 0h) — ————— <
}al‘ll R lek (a + ) &vll R 8$lk (a) =€
Ce qui donne r(h) < ||h\'|’§ £. O

Notation avec le multi-indices : On appelle @ € N un “multi-indice” : On note alors

h@) = h{Thg? . hGe
La formule de Taylor s’écrit alors plus confortablement :

k

fam =3 = | S H@H ) +rih) aveC”szﬁi’ﬂ’o
3=07" \lo|=j

2.6.3 Le polynéme de Taylor d’ordre 2 et la matrice Hessienne

Le cas k = 2 est particuliérement important. Soit f : 2 — R, deux fois continiment par-
tiellement dérivable. On définit la matrice Hessienne : |, la matrice des dérivées partielles
secondes comme telle

o%f o%f o%f

dz1071 (a) D207 (@) ... Dandz1 (a)
o%f : 0% f

Hess¢(a) = 31139.32 (a) ) 3%3@ (a)
. ol o

8mlafzn (a) axzaj;n (@) ... axngxn (a)

Par le lemme de Schwarz, cette matrice est symétrique si f est de classe C2 ce qui donne :

fla+h) = f(a) + ((VF)(a)lh) + 5(Hess(a).hlh) + r2(h)
ott 7o(h1,...hn) = o(h? + ...+ h2).

|. d’aprés Ludwig Otto Hesse, né le 22 avril 1811 & Konigsberg (Prusse), mort le 4 aott 1874 & Munich,
Allemagne), un mathématicien allemand.
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Exemple 2.24. Soit f(z,y) = 2% + yarctan(z) :

A Y R TR E—
Puis : fy(z,y) = ﬁ; fra(z,y) =2 — (14?%)2; fyy(x,y) = 0 . Evaluées en a = (0,0) cela
2 1

donne : Hessf(0,0) = <1 0

> Avec h = (hl,hg) .

fla+h) = f(0+ h1,0+ h2) = f(0,0) + ((Vf)(a), h) + (Hess¢(0,0).h, h) + r(h)

. (Vf)(a) = (fz, fy) donc (Vf)(0,0) = (0,0) . Ensuite ((Vf)(a)lh) =0

. 2 1 hl . 2h1+h2
o (2 1) (1)< (09),

D'ott : (Hessf(0,0).h|h) = 2h} + 2hihe, puis f(z,y) = 0+ 0 + (22% + 2zy) + r(z,y) (avec
h=(z,9)).

2.7 Quelques résultats d’algebre linéaire

Rappel : une matrice est orthogonale si ‘A.A = I,,. Soit A = (a1|...|a,) avec vecteurs colonnes
a;. Alors "A.A = ({a;|a;))i j, la matrice formée de tous les produits scalaires! Cela signifie que
A est orthogonale si et seulement si {a1,...,a,} est une base orthonormale (on devrait appeler
la matrice orthonormale et pas orthogonale, mais I'expression est figée, méme si elle manque
de la cohérence).

Théoréme. 2.25. Si A est une matrice a coef. réels, symétrique, alors elle est orthogonalement
diagonalisable : A = 'O DO on O est une matrice orthogonale. Les colonnes de O sont des
vecteurs propres de A et ou D est une matrice diagonale dont les coefficients sont précisément
les valeurs propres de A.

Démonstration. Par récurrence : le cas n = 1 est clair. Soit A de taille n x n, et supposons que
le théoréme soit vrai pour des matrices k X k pour tout k < n. On utilise deux ingrédients :
a) (ingrédient 1) Le polyndéme caractéristique p(\) = det(A — A) admet au moins une racine
complexe p; il suit que ker(A — p) # {0}. Prenons v € C™ non-nul avec Av = pv. Alors,
puisque

(Av,v) = (v, Av) = (Av,v)

nous avons que (Av,v) = pul[v||3 est réel. Il suit que p est réel, et donc v € R™.
b) (ingrédient 2). Soit v vecteur propre & A € R et w vecteur propre a u # A. Alors

plv, w) = (Av,w) = (v, Aw) = AMv,w)

Il suit que v L w.
Soit A1, ... A les valeurs propres (nécessairement réelles) distinctes.

. Si k = n, les vecteurs propres associés (renormalisés) forment une base orthonormale
(clair : orthogonal implique indépendant, c’est donc bien une base!), il n’y a rien a faire.
° Sinon, k£ < n. On forme l'espace U en associant & tout A un vecteur propre v nor-

malisé. Par construction, U = vect(vy...vx) est invariant sous A : A(U) C U. Choisissons
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une base orthogonale {wy1,...,w,} de UL qui complémente les vecteurs propres en une base

orthonormale de R™. Soit Q1 = (v1]. .. |vk|wgs1] - .- |wn). @1 est orthogonale, et
A 0 0
def. o . 0 0
A ="0,AQ, =
1 Q1A 00 A

0

est une matrice par blocs : B est une matrice de taille (n—k) x (n—k). Puisque A est symétrique,
A et donc B sont symétriques. La structure du bloc diagonal supérieur se justifie par le fait
que pour 1 <i <k, on a Qre; = v;, Av; = \jv; et 'Qv; = Ql_lvi = ¢;.

C’est I’heure de ’hypothése de récurrence ! Il existe une matrice orthogonale P de taille (n—k) x
(n—k) avec PBP! diagonale. Si on utilise la matrice par blocs

_ 0
QQ-( 0

on obtient que Q2 Q1 AQ1Q2 est diagonale. Finalement, Q = Q1Q2 est orthogonale. O

Définition 2.26. Soit A € M ,4(R) une matrice carrée de taille d.
a) On dit que A est positivement définie si : Vh € R4\ {0} , (A.h|h) >0
b) On dit que A est positivement semi-définie si : Vh € R? : (A.h|h) >0
c) On dit que A est négativement définie, resp. semi-négativement définie si (—A)
est positivement, resp. semi-positivement, définie.
d) On dit que A est indéfinie si aucun des trois cas précédents ne s’appliquent.

Corollaire 2.27. A est positivement définie si et seulement si toutes ses valeurs propres sont
strictement positives.

Démonstration. Puisque A est & coef. reels et symétrique, il existe une matrice O orthogonale
telle que ‘OAO = D = diag(\1, ... \g) oil les \; sont les valeurs propres de A. Mais Zle \ih? =
(D.h|h) = (AO.h|O.h) > 0 par hypothése. Il suit que A; > 0 pour tout i € [1,d]. Réciproque-
ment, si les valeurs propres sont str. positives, Zgzl Aih? > 0. Or {Oh: h € R} = RY, A est
positivement définie. ]

Corollaire 2.28. A est négativement définie si et seulement si toutes ses valeurs propres sont
strictement négatives.

Théoréme. 2.29 (Le critére de Hurwitz **). Soit A symétrique de taille dx d. Pourk =1...d
sott Ay, la sous-matrice “principale”

Alors A est positivement définie si et seulement si : V1 < k <d det(Ag) >0

sk, Adolf Hurwitz (né a Hildesheim le 26 mars 1859 - mort & Zurich le 18 novembre 1919) est un mathématicien
allemand. Il était une des figures importantes des mathématiques de la seconde moitié¢ du XIXe siécle.
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Démonstration. “=" Observons que A, = PLAJ ot J, : RF — R? est I'inclusion linéaire (on
rajoute des zéros), et Py est la projection sur les k premieres coordonnées. On a pour tout
z € RF\{0}

(Apx|z)pe = (PLA T z|x)pr = (AJ x| J x)ga > 0
ce qui montre bien que Ay est positivement définie car A 'est. Mais le déterminant d’une
matrice est le produit des ses valeurs propres, donc det(Ay) > 0 pour tout k.

“<": On procéde par récurrence. Pour d = 1 rien n’est a faire. On suppose donc le théoréme
vrai pour des matrices (d—1) x (d—1). Par hypotheése, det(Ay) > 0. Soit B = Ay_1. Alors il

existe @ € R et a € R4 avec
A= @,
at [a]

B est inversible, car son déterminant est non-nul. Soit b = B~ 'a. Soit P la matrice de passage

telle que :
0 '
Alors

PAP — ( 0).
e

a

Or det(*PAP) = det(P)?det(A) = det(A) > 0 par hypothése. Mais d’autre part : det(A) =
adet(B) et det(B) > 0 ce qui implique a > 0. Il suit que & est valeur propre (avec la derniére
colonne de P~ comme vecteur propre). Par hypothese de récurrence, B a des valeurs propres
strictement positives, et on conclut. ]

Corollaire 2.30 (Caractérisation de matrices négativement définies). A est négativement dé-
finie si et seulement si det(A;) < 0;det(Az) > 0;det(As) <0.... En effet :

—ail ... —ailk
_Ak =

—Q1 .- — QL

nous donne det(—Ay) = (=1)F det(Ax) d’ou lalternance du signe.
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2.8 Extrema locaux

Définition 2.31. f admet un minimum lo-
cal en x = a s’il existe un ouvert U C )
avec a € U et f(a) < f(z) Vo € U . De
méme : f admet un maximum local en z =«
g’il existe un ouvert Y C ) avec a € U et
fla) > f(z) Yz € U.

Observation :

Si f admet un minimum local en a et si
v : [~1,1] = R? est une courbe paramétrée
avec (par exemple) v(0) = a, alors f o~y ad-
met un minimum local en 0. En particulier,
si f admet un minimum local en a alors né-
cessairement %(a) =0 (ou %(a) =0=
(f o7)'(0) avec

() = (a1, ... ar—1,a +t,ak11, . . . aq).

On déduit alors :

Théoréme. 2.33 (critére suffisant). Soit f € C2(), avec Q un ouwvert de R, et a € Q un

point critique. Alors :
a) Si Hessf(a)
b) Si Hessf(a)
c) Si Hessy(a)

Démonstration.

/ max local min local

Lemme 2.32 (critére nécessaire).

Si f € C%(Q,R) admet un minimum local en
x =a alors (Vf)(a) =0 . Un tel point a est
appelé un point critique.

Le critére nécessaire n’est pas suffisant.
L’exemple f(z,y) x> — y? a gauche
I'illustre : dans un “point selle” le gradient
peut s’annuler sans qu’on ait un extremum

local.

est négativement définie, f admet un mazximum local en a
est positivement définie, f admet un minimum local en a
est indéfinie, alors f admet un point de selle en a.

a) On se place dans la situation (b) : Hessf(a) est positivement définie. Soit
a = min{(A.h|h) : ||h|l2 = 1}. Ce minium existe car S = {h € R? : ||h|s = 1} est
compact, et f : h — (Ah|h) est continue. Par hypothése o > 0. On observe que pour
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h € R1\{0} : (Ah|h) = |[A]l2(A
le théoréme de Taylor :
fla+h) = f(a) +((Vf)(a).hlh) + (A.h|h) +r(h)

: ((Vf)(a).h|h) = 0 et (A.h|h) > oz||h|]2 Or Hfjﬁ%‘ h_—>(>) 0, il existe un rayon R > 0 tel

).
que [r(h)] < S si ||hll2 < R. 11 suit que Yh tel que ||hll2 < R

(1113

h h 2 h )
> A .
hll2 | A2 >> af|hl|3 car Tl est de norme 1. On applique

fla+h) = f(a)+ S IAl3 > f(a).

Donc a est un minimum local.

b) Ce qui donne pour le (a) : f admet un maximum local en a si et seulement si —f admet
un minimum local en a. Et comme Hess¢(a) = —Hess_f(a), a est bien dans ce cas un
max local pour f.

c¢) Par la formule de Taylor f(a+h) = f(a)+(A.h|h)+r(h). Si (A.h|h) change de signe, r(h)
ne pourra pas “venir au secours” dés que ||h|| est suffisamment petit : En effet, supposons
n > 0 et hy, ho tels que

<A.h1‘h1> >n et (A.h2|h2> < —n.

i 2 . n_
Soit § tel que ||r(h)||/||h|* < ST T2
pour tout |t| < suffisemment petit,

pour tout h de norme plus petit que 6. Alors

Fla+thy) > fa) + 20+ 27010 > fla) + L2y

tandis que
Fla+ths) < f(a) — 20+ 2702 < fla) — L2y

Ainsi, f n’admet ni minimum ni maximum local : dans tout voisinage de a, f admet des
valeurs plus petites ET plus grandes que f(a). O

Attention, dans le théoréme il y a un cas non-traité : si (au moins une) valeur propre est
nulle! Dans ce cas, I’étude de la Hessienne ne permet pas de conclure. Ceci est un phénoméne
bien connu d’une variable réelle : soit f(z) = 3. Le point critique z = 0 satisfait f”(z) =0
et il n’est pas extremal. Mais pour g(z) = +a* nous avons ¢’'(0) = 0 et ¢”(0) = 0 avec un
minimum /maximum local et global. La méme chose se passe en plusieurs dimensions : il suffit
de regrader quelques exemples : de gauche & droite, un minium ordre 4 avec f(z,y) = 2*+y*,

un point “fauteil” avec g(z,y) = 2% + y> et un point selle ordre 4 avec h(z,y) = z* — y*.

Tous les trois exemples on le seul point critique (0,0) avec la matrice Hessienne qui est nulle au
point (0,0). Dans un tel cas, il faut regarder “a la main” ou bien utiliser des dérivées supérieures.
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3 Les grands théoréemes du calcul
différentiel

3.1 Le théoréme du point fixe

Théoréme. 3.1. (Théoréme du point fixre/ de Banach) Soit F' une partie fermée d’un e.v.n.
(ou d’un espace métrique) complet*, soit ® : F — F une application telle que

18(z) = @(y)l| < L. ||z = yll

ou L <1 : on parle d’une contraction stricte.
Alors il existe une unique point five x* tel que ®(x*) = z*.

Exemple 3.2. Si je pose une carte de France sur la table de mon salon, alors ’application qui
a la France associe la carte est contractante. De plus si je traverse avec une aiguille la carte
a 'emplacement exact de ma table (une toute petite aiguille), j’obtiens I'unique point fixe de
I’application! (le point réel est au méme endroit que sa représentation sur la carte).

(*) : 1l faut bien de la complétude de I'espace dans les hypothéses : le point est qu’on a pas
besoin de connaitre la limite d’une suite pour démontrer sa convergence, on montre a la place
qu’elle est de Cauchy. Sinon, comme on va voir dans la preuve en bas, il faudrait connaitre le
point fixe pour démontrer qu’il existe — ce qui est absurde. Mai il ne s’agit pas d’une maladresse
de preuve, comme ’exemple suivant illustre.

Exemple 3.3. Pour tout a > 0, la suite g = a, et xn+1%(xn + ﬁ tend vers y/a dans R : c’est
la “suite de Heron” : cette méthode était déja connue en Mésopotamie vers Hammurabi I, ~
1750 avant J.C. Vers 100 aprés J.C., Héron d’Alexandrie I’a rédigé dans son ceuvre “Metrica”).
Pour a = 2, la suite (x,) est bien rationnelle mais ne peut converger dans QQ - manque de
limite! On voit que la complétude (que R posséde, mais pas Q) est une hypothése nécessaire.

Démonstration du théoréme. a) Etape 1 : Existence :

Soit xg € F' quelconque, et soit
def.
Tny1 i — D (zy)

pour tout n > 1. Alors

[2nt1 — znl = [[®(2n) — D(zn-1)
< L. ||zp — zp—1]|
<L’ [Zn-1 — Tn—2|]

<< Ll — xo| -
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De ce fait, par série géométrique de raison L < 1,

k—1 k—1 ‘
l2n = Tl D N2ngy = zngiiall <DL longs — anll

j=0 7=0
s . o .

<Y Doy —wol| = L ay o Y L
Jj=0 j=0

LTL
T 1-1L |21 — ol

Soit maintenant ¢ > 0. Il existe N tel que pour tout n > N on a : ||z, — zpti| <
% |lx1 — xo]] < e. Clest précisément la caractérisation d’une suite de Cauchy. Par hy-
pothése de complétude cette suite (x,,) converge vers une limite z* :

¥ =lim(z,) = lim(zp4+1) = lim ®(x,,) @ contimue O(lim(zy)) = O(x).

D’ou 'existence d’un point fixe.
b) Etape 2 : Unicité du point fixe :
Soit y* un point fixe. On a : ||z* — y*|| = ||®(z*) — ®(y*)|| < L. ||z* — y*|. Or L < 1 donc
|lo* — y*|| < ||z* — y*|| Ceci implique ||z* — y*|| = 0 et 2* = y* d’ott l'unicité.
O

Exemple 3.4. Revenons a 'exemple de la carte de France. Pour trouver le point fixe on plante
'aiguille on on veut sur la carte (disons, a Strasbourg). Alors xy = Strasbourg. En traversant
le papier on obtient un point sur le bureau, appelé z1. On le cherche sur la carte (prés de
Bordeaux donc), et replante une aiguille, qui traverse le papier et marque le bureau dans un
nouveau point xzo. ETC. La suite (x,) converge vers le point fixe.

Exercice 3.5. (Question de d’introduction a la recherche) Supposons que l'itération est
faite numériquement, que dans chaque itération s’introduit par erreur d’arrondi dans I’évalua-
tion de f.
Les questions naturelles sont : Est-ce que la suite (z,) converge tout de méme vers z*7 Ou
bien, reste-t-elle au moins dans une petite boule autour de x* a partir d’un certain rang?
Discuter ces questions si on modélise I’erreur par

a) Tpi1 = f(xn) + e, avec g, < e pour un € > 0.

b) xp+1 = f(zpn) +en avec g, < C||lxy, — 2| pour un C > 0.

¢) Tpt1 = f(zn +en), avec g, < e.
Il faut refaire les calculs d’étape 1 de la preuve et voir si on peut “tracer” la propagation d’erreur.
S’estompe-t-elle toute seule ?

Exercice 3.6. (Question de d’introduction a la recherche 2) Soient (t,) et () des
suites dans [0, 00). Soit 0 < L < 1. Montrer que si t,+1 < Lt, + €, alors t,, — 0.

S’en servir pour montrer le théoréme suivant : Soit 0 < L < 1 et £ un e.v.n. Soit f: £ —» F
une application admettant un point fixe z* = f(x*) (ici c’est une hypotheése!). Si [|z* — f(z)]] <
L||z* — z|| pour tout x € E, alors les itérations successives (avec z¢ quelconque) z,+1 = f(xy,)
convergent vers x*. L’idée est donc que “contraction vers le point fixe” suffit. Supposons que
'itération est perturbé numériquement : a la place de la suite (x,) nous obtenons une suite
(zn) avec €, = ||xn, — 2zn|| = 0 quand n — oco. Montrer que z, — z* tout de méme.
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3.1.1 Application : google page rank

Considérons l'internet comme un graphe G de taille N, ou chaque page est un noeud, et les
arétes les liens. Le modéle part du principe que chaque lien est suivi de la méme probabilité
(peu importe sa place sur la page, le layout, etc). Soit s(z) le nombre de liens sortants depuis
la page z. Alors la probabilité “de transition” ¢,, de passer de la page x & y via un lien est

1/s(z) sila page x posséde un lien vers y
0 sinon

Soit f(x) le probabilité qu'une marche aléatoire sur le graphe visite la page x. Alors, puisque
la seule facon de visiter x est de passer par un lien entrant,

F@) =" F@)aye

yeG

En écriture matricielle, f = Qf. Le “vecteur d’importance” qui décide de I’ordre de présentation
de résultats est simplement la liste des pages (noeuds) ordonné par probabilité décroissante.
Plusieurs problémes se posent. Une page pourrait étre isolé, sans liens entrants, ou bien sans
liens sortants, I'internet pourrait étre disconnexe (plusieurs ilots qui ne se “voient pas”). Alors
la matrice @ initiale est trafiqué un peu : d’abord, google relie vers toute page, est sera relie
par toute page : cela signifie de poser la valeur 1/N dans la colonne et ligne qui correspond
a google. d'un coup le graphe représenté devient connexe! On écrira toujours ) pour cette
matrice trafiqué.

Ensuite, on pose T'= AQ + (1 — A)E ou A € (0,10 et ou E est la matrice constant a 1/N sur
touts les entrées. Ceci ne chaque pas la propriété d’avoir une matrice “probabilités de transition”.
Mais peu importe comme on choisit A, 1" devient une application strictement contractive :

[Tz — Tyl = AMQ(z — )|l < All(z -yl

Reste & trouver un sous-ensemble fermé de RN qui est laissé invariant par 7. Le choix naturel
est
Q:{xERN:Vi::L'iZO et ZSUZ':I}
7
donc tous les vecteurs de “probabilité de visite” sur un graphe de taille NV ... C’est une fermé
(preuve 7). Puisque T (et Q) n’ont que des entrées positives, |Qz| < Q|z| ot on note |z| =
(lz|1, |x]2, -..). Il suit que

Z(Ta:)i = (1,Tz) = (T*Lz) = (Lz) =Y a;=1

et donc T': Q — Q (pareil pour @). Le théoréme du point fixe s’applique et montre qu’il existe
un et un seul point fixe f tel que f = T f. Le calcul peut se faire par itérations successives ou
par autres méthodes. Quoi qu’il en soit, il a permis a google (il parait que A = 0.8 est un bon
choix) de gagner des milliards de dollars ...
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3.2 Le théoréme de l'inverse locale

Yy
Situation en une dimension : f
Proposition 3.7. Soit
fi(a,b) >R v
de classe Ct. Si en un point xg, f'(zo) #
0, alors il existe U un voisinage de xg et V, 7
voisinage de f(xo) tel que f : U — V est
bijective. ~
i) r
U

Démonstration. f'(xg) # 0. Alors f/(xo) > 0 ou bien f’'(z) < 0. On va supposer f’(xg) > 0 (les
deux situations se traitant symétriquement) et montrer qu’alors il existe r > 0 tel que f/(zg) >

0 sur (xg — r,z0 + 7). f’ est continue, on fixe w = ¢ Alors il existe r > 0 tel que |z — xg| <

r = |f/(z) = f'(w0)| < . Or f'(2) = f'(w0) + f(@) = f(@0) = f(w0) =& = LG > 0. (i.e : une
fonction strictement positive dans un point est strictement positive dans un certain voisinage de
ce point). En conclusion, f est strictement monotone donc elle est injective. De plus V = f(U)
est un intervalle (par le T.V.1.) donc f est bijective. O

Remarque 3.8. Garde! On a montré que “si f' # 0, alors f est inversible”. Ceci ne
veut pas dire “si f'(z) = 0 alors f n’est pas inversible”. Pensez a f(r) = 2% dans R
qui est strictement croissant, donc inversible (sur tout R, pourtant, f/(0) = 0.

Exercice 3.9. Appliquer la proposition a sin(.) sur [—7/2,7/2], & cos(.) sur [0, 7] et & tan(.) sur
(=7/2,7/2). Qu’obtenez vous ?

Avant d’entamer le cas de plusieurs variables regardons une extension trés utile de la série
géométrique. On l'appliquera seulement sur R™ mais la preuve ne change pas d’une virgule
dans le c’est a dire re abstrait :

Lemme 3.10. (La série de Neumann*) Soit E un e.v.n. complet et A= E — E linéaire telle
que ||Al| = sup{||Az||g: |z| <1} < R < 1. Alors (Id—A) est inversible,

(Id—A)! = Z A" et donc  ||(Id—=A)"|| < 1—ﬁA||
n=0

Démonstration. On pose

N
BN:Id+ZA”

n=1

*. d’aprés Karl Gottfried Neumann (7 mai 1832 & Konigsberg, mort le 27 mars 1925 a Leipzig), un mathé-
maticien allemand.
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Or

N N
By(Id—A)=Td+) A"~ (A+) A" A)=Id+A-A—A*+ A> + ... =1d—AN"!
n=1

n=1
(somme télescopique). On obtient de méme (Id —A)By = Id—AN*! donc (Id—A)By =
By (Id —A). Vu que

AN < AN = RY — 0 quand N — oo

la droite de cette équation tend vers Id, la gauche converge donc également, vers B(Id —A) =
(Id—A)Bou B =Y, .,A™ Il suit que B = (Id —A)~!! (ceci ressemble beaucoup a une suite
géométrique avec des matrices a la place des scalaires). Finalement, on conclut par

I0a=2)711 < 14 < A" = 1=y -

Théoréme. 3.11. (Théoréme d’inversion locale) Soit @ C R™ ouvert; f : Q@ — R™ de classe
C" pour un r > 1. Soit xg € Q un point tel que Dy(xq) est inversible dans L(R™,R"™).

Alors il existe un ouvert U C Q contenant xg et un ouvert V C R™ contenant f(xq) tels que :
i) L’application fly : U — V est bijective. Soit g son inverse.
ii) g est de classe C'. De fait (mais hors programme), g est de classe C", i.e. la régularité
de l'inverse g est celle de f.

iii)  Dg(f(z0)) = (Dy(x0))~".

Exercice 3.12. Avant de lire la preuve, examiner le cas ou f est linéaire, i.e. f(z) = A.z,
la multiplication matricielle avec une matrice carrée A. Que signifient les hypothéses? Les
conclusions ? Le théoréme fournit une version “locale” de ce cas, si f est au moins contintiment
différentiable.

Démonstration. Etape 1 : existence d’un inverse, par un argument de point fixe

On pose A = Dy(xg). Par hypothése fo = A™! f existe. fo assure : Dy, (z¢) = Id. Par translation
on se rameéne au point 0 : fi(x) = fo(x + zo) — fo(zo) On a alors f1(0) =0 et Dy, (0) =1d On
va "remplacer" f par fi et supposer D¢(0) = Id et f(0) = 0. (Il suffira pour retrouver f de
faire la translation dans lautre sens).

Soit h(x) = = — f(z); h(0) = 0 et Dy(0) = Id —1Id = 0 (l'application nulle). Par continuité
(hypothése!) de Dy, il existe un r > 0 tel que || Dp(x)||5_,o < /2 pour z € B[0,7] c’est & dire
||| < r)T. Par I'inégalité des accroissements finis (2.3), on a

[7(z) = h(y)lly < (lllfgfg [Dn(E)ll2m2)- [l = ylly <12l =yl

pour z,y € B[0,7]. Soit maintenant [|y|| < %. On introduit hy,(z) = y + 2 — f(z) et pose :
F = BJ[0,r] (pour retrouver la notation du théoréme du point fixe) et z,z € F. Alors

1hy(x) = hy ()| <3/2 ||z = 2] < Va([l]] + [|2]]) <7

1. Pour rappel on note : ||L||
par la norme euclidienne

psg = max{||Lz||; |z]l, = 1}; ici p = ¢ = 2, c’est la norme d’opérateur induite
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Donc F' est stable sous hy : hy : F — F. De plus HDhy(az)’ = [|[Dp(z)|]] < L = 1/2 pour
x € I : hy est strictement contractante sur F'. En conséquence, par le théoréme du point fixe :
'z, tel que hy(zy) = 2y & y + 2y — f(zy) = zy & f(xy) = y. La notation x, nous rappelle
que le point fixe z, dépend de y car h, dépend de y. On définit une fonction g pour tout point
de B0, 5] par g(y) = z,. C’est a dire : pour tout y on applique le théoréme du point fixe pour
trouver g(y)! Alors nous avons

flow) = f(zy) =y cestadire  fog=1Id
et g(y) = x, donne par application de f que
g(fW) = f(zy) =y  cestadire  gof=1Id

On a donc construit une fonction inverse! Maintenant il faut montrer qu’elle a toutes les
propriétés souhaitées :

Etape 2 : continuité de g :
On va montrer que g est Lipschitzienne (donc continue). Rappel : g(y) = z; f(z) =y

le =2l = llz = f(z) + f(z) = (2 = () + [(@))]
1 () = F@)I[ + [[n(z) — h(2)]]
1 () = @) + V2l — 7]

Vu que le terme de gauche apparait avec facteur 1/2 4 droite, on peut les assembler et on obtient

le — || < 2| f(x) - f(@)]]

<
<

Clest & dire :
lg(y) — g@) I < 211f(g(y)) — flg@)l =2y — ¥l

Ainsi, g est 2-Lipschitzienne, donc continue.

Etape 3 : différentiabilité de g :

On choisit [[y[|, [|g]] < §- On veut montrer que ||g(y) — g(g) — (Dy(2)) " (y — §)|| est o(ly — FI)
pour démontrer la différentiabilité de g et trouver en méme temps la différentielle. On note
gly) ==, g(7) =

Yy -9

) )]

) = [Dp(@)) ' (f(x) — f(2))]]

(car f diff.able) = ||g(y) — 9(§) — [Df(l“)] Y(Dg(@) (@ — &) +rp(x — 7))
) — [Dy(@)] trp(z — 7))

= ||[Df(@)] rp(e — 2)||

Mais puisque ||z|| <7 on a

[(Df () rp(w = B)]| < max{[|[(Dp(E) [,y 5 1€ < 7} llrp (@ = D))

Rappelons le choix de » > 0 du début : sur B[0,7], Dy = Id =Dy est de norme au plus 1/2.
Ainsi, par série de Neumann, voir Lemme 3.10, Dy = Id —Dj, est inversible sur B[0,r] et
I[Dys(x)] 71| <2 pour tout ||z| < r. Il suit que

lo(w) — 9(3) — (Dy(@) (v — )| < 2 Iry(x— )] < 4W v — il
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[ (=—2)]]
el

que, de plus sa différentielle est Dy(y) = (Dy(x))".

car ||z — z|| < 2|y — || par I'étape 2. Or — 0 on conclut que g est différentiable et

Etape 4 : continuité de la différentielle
On souhaite montrer que y — Dy (y) est continue, et que la linéarité de f entraine celle de g. On
a:Dy(y) = (Ds(x))~ = (Df(g(y))) ™t ce qui se traduit par la composition : Dy(y) = invoD og,
ot inv : M + M~! est I'inversion.

Tout d’abord on a vu que g est continue (car 2-Lipschitz : il suffit de prendre § = 7, ici L = 2).
De plus, Dy est continue par hypothése. Reste a montrer que inv est continue. Nous savons que
det est polynomial dans les coefficients d’une matrice, du coup le développement de M ! en
comatrice montre la continuité. Il y a une autre preuve, un peu plus abstraite, et plus puissante.
Soit M inversible. Par la série de Neumann, pour tout ||H|| <

1
M=t

M7~ (M+H) =M - [MId+M T H)] T

= [ 1d —(Id —(—M—lH))—l} M1

(3.1)

(o)
:[Z(_l)n(M—lH)n} M—l

n=1

Il suit que

= r Y < (S0 (e e = ] ( [ i )
= T[]
On voit que H — 0 implique |[M~! — (M + H)~!|| — 0. O

Remarque 3.13. En fait, le développement en série de 'inverse, & savoir

(M+H)_1 _ [i(_l)n-i—l(M—lH)n M—l

n=0

qui découle de (3.1), montre que inv est de classe C* sur Pouvert GL,, = det™ (R*) C Mat,xn,
mais comme nous n’avons pas discuté les différentielles d’ordre supérieur, ceci est hors pro-
gramme pour la Licence 2. Tout comme l'idée de réitérer le procédé et de proche en proche
pour obtenir : f € C" =g e (.

Exemple 3.14. f(z) =sin(z) . f € C*°; Dy : X — f'(x).\ est inversible si et seulement si
f'(z) # 0, c’est a dire pour x # k.7/2,k € Z*. On peut donc définir une fonction inverse sur
un voisinage de tout x # k.mw/2

Astuce pour avoir une idée de l'inverse d’une fonction : regarder dans un miroir ou & travers
d’une feuille ott on a dessiné la fonction et faire pivoter la feuille afin d’avoir les axes "dans le
bon sens" ! Un exemple( sin(x) et arcsin(z) au voisinage de 0.
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arcsin(z)

sin(x)

_
Exemple 3.15. f(z,y) = ( :x s;:gz% > Les deux fonctions coordonnées sont C*° donc f €

C®°. La différentielle est donc représentée par la matrice Jacobienne. Or

[ €"sin(y) e’ cos(y) o
Ji(z,y) = ( e”cosly) —eTsin(y) det(Jr(z,y)) = —e**.1 <0
Donc autour de tout point (z,y) il existe un voisinage U sur lequel f est bijective sur f(U) = V.
Attention cependant : f est 2w-périodique par rapport a sa deuxiéme variable, donc non injective
sur R? entier.

e —e* 41

Exemple 3.16. f(z,y) = < o _ oY

>. f € C* on peut donc calculer Dy représentée

par la Jacobienne.

ety — e” zeY

e —e¥

On s’intéresse au point a = (0, 0)

det(J7(0,0)) :’ _1‘ _(1) ‘:1#0.

Donc on peut inverser f autour de (0,0). Il existe ¢ un voisinage de (0,0) et V voisinage de

£(0,0) = (1,0) tel que f :U — V est bijective. On appelle f~1 = g. D,(f(0,0)) = D,(1,0) =
[D(0,0)]7! est donnée par

0.0 = (-11 _01>1 _ <j _01> onadonc  J(1,0) = (:1 _01>

Remarque 3.17. On peut ainsi calculer des dérivées supérieures : on a f o g = Id puis
D¢(g) o Dy =1d. En re-dérivant cette expression on obtient des dérivées supérieures.
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3.3 Le théoréme des fonctions implicitement définis

L’idée : soit une fonction f : R? — R.
L’ensemble {(x,y,2);z = f(x,y)} (donc le i
graphe de f) est représenté par une surface,
comme la surface d’une montagne : chaque
ligne de niveau serait une courbe pour un
certain z fixé : Question : en un point, puis- -
je trouver une courbe isocline, c’est & dire
ou la hauteur est constante 7 Et est-ce que je |
peux caractériser cette courbe ?

s

Généralisons : Soit @ C R™ un ouvert, m < n et f:  — R™ et un "ensemble de niveaux" (qui
n’est pas nécessairement une ligne) :

N, = {z € Q tel que f(x) = c}.

En se plagant dans ’exemple, ott n=2 et k=1 cela nous donnera la ligne de niveau “locale” pour
f(x,y) = c. On cherche a effectuer une résolution locale : de certaines variables par rapport aux
autres : ona x = (x1,...,2,). On pose x = (', 2") on 2/ = (z1,...,x) et 2’ = (Tps1, ..., Tn).
On cherche alors une application “locale”, v : U — R™* définie dans le voisinage ¢ d’un point
x(, tel que

fl@' (@) =ec.

Le cas des applications linéaires

Exemple 3.18. Résoudre certaines variables par rapport & d’autres peut étre une démarche
“perdus d’avance”, par des arguments de dimension (théoréme du rang). Commengons avec un
exemple : soit

flzyy,2) =x+y+ 2,

qui est une fonction linéaire. L’équation f(z,y, z) = 42 définit un hyperplan affine H = Nyg : il
ne pourra pas étre complétement décrit, méme localement, avec deux fonctions g et h dépendant
d’un seul paramétre : quoi qu’on fasse avec g et h, U'ensemble {(¢,g(y),h(t)) : t € R} ne sera
qu’'une courbe (un-dimensionnelle) dans I’hyperplan (deux-dimensionnel). En revanche, on peut
facilement résoudre une seule des 3 variables par rapport aux deux autres : par exemple,

fz,y,42 —x —y) =42 pour tout (z,y) € R

Exemple 3.19. Soit g : R? — R2. Pour rester dans le cas linéaire, prenons

[ r+tyt=z
g(w,y,2) = ( vy )

Alors le systéme d’équations g(z,y,z) = ¢ = (42,36) est un systéme de deux équations (in-
dépendantes) pour 3 inconnues. L’ensemble des solutions, intersection de deux hyperplans, est

61



donné par une droite affine, notamment

32 1
vty =| -4 | +t| 1 teR
14 -2

qui se paramétrise facilement en fonction d’une seule des trois variables : par exemple
g(z,x — 36, —2x + 78) = (42, 36)" Ve e R

ce qui résoud (y, z) par rapport & x. De méme on peut résoudre y par rapport a (z, z) ou z par
rapport a (z,y).

La situation observée dans les deux exemples est générique pour des applications linéaires :
soit A une matrice m x (k 4+ m) de plein rang (rang m) et f(z) = A.x. Le “plein rang” sert a
assurer f(RFt™) = R™ i.e. a atteindre tout ¢ € R™ comme valeur sous f. Quitte & permuter
des colonnes, nous pouvons alors supposer que

ar  --- Ak a1 k+1  --- Qlk+m
A=1|" SR : SR = (A1]A2)

am,1 --- Gmk Umk+1 -+ Omk+m

avec la deuxiéme matrice, Ag, inversible (elle est de rang m et de taille m x m). Alors pour
tout ¢ € R™ et tout 2’ € R¥ il existe un (unique) z” € R™ tel que

x/
A ( o > = A1z’ + A =c

notamment 2" = Ay '(c — Aj2’). Ainsi, si f(2/,2") = A(a',2")*,
Vo' € R¥: f@', Ay (e — Ar2)) = c.

La variable “plein rang” (ici ") permet donc une “résolution”, on peut I’écrire comme fonction
de lautre variable (ici 2’). Puisque la structure est linéaire, on peut résoudre “globalement”,
sur tout R¥, 2" comme fonction de z’. Cela change dans

Le cas général.

Le cas d’une fonction f € C! générale (non-linéaire) est évidemment plus complexe ; entre autre
on ne peut pas espérer une résolution “globale”. Le théoréme suivant est frappant : il montre
que si la linéarisation A = Dy(a) d’'une fonction f autour d’un point a permet une résolution
de certaines variables (accumulées par permutation en z”, comme ci-dessus) par rapport aux
autres (les variables de z’), alors la résolution de 2" comme fonction de 2’ reste est vraie pour
la fonction f, au moins dans un voisinage de a.

Théoréme. 3.20. Soit U C R¥, et V C R™ deux ouwverts, f : U x V — R™ une fonction de
classe C" avec r > 1, et (a,b) € U x V tels que f(a,b) = c (ici a € R¥;b € R™;c € R™). Si
Dyf(a,b) : R™ — R™ est inversible, il existe un voisinage Uy C U de a et une fonction g : Uy —
V de classe C" tels que g(a) = b et f(x,g(x)) = c. Autrement dit, {(x,g(x)) : = € Uy} C N,.
Pour Uy suffisamment petit, g est unique.
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Il est important que les variables & résoudre en utilisant les autres soient de la méme dimension
(ici m) que celle de l'espace d’arrivée, déja de fagon pratique, car sinon, la matrice Jacobienne
Jb n'est pas quadratique, et donc pas inversible.

Démonstration. On peut supposer ¢ = 0 (au pire on prend f(z,y)—c = 0). Soit A = (D2 f)(a,b).
En remplagant f par A~1.f on peut supposer (Daf)(a,b) = Id. Soit

‘ {u*v — Rk« R™
(z,9) = (=, f(z,y))

Or f€C"etr >1,il en est de méme pour ¢ et D, est représentée par

“7“”:<<If> A=01m>

a leffet que det ], = detl; xdetl,, = 1 # 0 donc [, est inversible. Par le théoréme de
I'inversion locale, il existe un voisinage de (a,b) dans R* x R™ sur lequel ¢ est inversible. Soit
1 l'inverse locale de ¢. Cette fonction s’écrit : ¢ (z,y) = (z, h(z,y)) avec z € R™ et y € R*. On
pose g(x) = h(z,0). Puisque f et donc ¢ sont C" par le théoréme d’inversion locale ¢ € C" ; on
a ainsi h € C" et donc g € C". De plus, (z, f(x,g(x))) = ¢(z,g(x)) par construction de ¢. En
utilisant ¢ o4 = Id on a donc

p(x,g(x)) = @(x, h(z,0)) = ¢(¢(x,0)) = (x,0)

Ce qui montre que f(x,g(x)) = 0 Vz € Uy,
voisinage de (a, b) inclus dans le domaine de
définition de ¥. On vient de démontrer I'exis-
tence d’une fonction f telle que f(z,g(x)) =
0 (la constante ¢ du début).

Unicité de cette fonction : Soit g une
autre fonction telle que f(z,g(x)) = 0.
Alors (2, f(z,5(2)) = p(@3(x) = 0 =
©(z,g(x)). En appliquant 9 on trouve g = g
RF  sur lintersection de leurs domaines de défi-
nition. O

Uo

Remarque 3.21. Pour la clarté de la preuve nous avons “ordonné” les variables zpy1, ... Zk1m
a résoudre par rapport aux variables (z1,...x) en deux “blocs”. Ceci n’est évidemment pas
limitant quant & 'utilisation. Si, par exemple f(z,y, z) = 22 + sin(y) + cos(z), V£(0,0,0) =
(0,1,0), on peut donc exprimer y en fonction de (z, z).

3.3.1 Dérivation implicite
Deés que h(z) = f(z,g(x)) = ¢ sur Up on a Dp(z) = 0 sur Up. Mais :
Dy(z) = (D1f)(2, 9(x)) + (D2f)(x, g(2)) 0 Dy(x)

d’ou :

Dy(x) = ~[(D2f)(z, g(x))] " .(D1f)(z, 9(x))
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Exemple 3.22. Soit

Iy R? - R
N (zyy) = 2 —3zy+ P -7

Ona f(4,3) =0et (Vf)(z,y) = (20—3y, —32+3y?), donc (Vf)(4,3) = (-1, 15). La dérivée par
rapport a la seconde variable est non nulle, donc d’aprés le théoréme des fonctions implicitement
définies il existe un voisinage de 4 (Uy = (4 — §,4 + §))et une fonction g : Uy — R, C* (car
fecC®)avec g(4) =0et f(z,g(z)) =0 On a donc

fu(x, g(x)) + fy(z,9(x)).g'(x) = 0,Vz € Uy

d'ott ¢'(4) = —(—1) * 1= = 1= (car (f,(4,3))"! = ). On re-dérive, on obtient I'expression :

Fa (2, 9(2)+ Loy (2, 9(2)) 9 (%) + fa (2, 9(2))-9 @)+ Ly (2, 9(2))-9" @)+ Fyy (2, 9(2)) 4 (2) 9/ () = O
ce qui donne ¢"(4) :
M@=—MM&@+hﬂ3ﬁ@HﬁM&&ﬂ®+MM£dW%Mh%$YHT%

Ceci permet d’avoir une bonne approximation de g autour de 4, en effet, on utilise un dévelop-
pement de Taylor, et, connaissant ¢'(4) et ¢”(4) on a :

h h2 14
A4 h) =3+ — + —x — + o(h?).
A+ h) =3+ 15+ 5+ 455 T o)

Exemple 3.23. Soit

22 + 22 — 2y + ucos(x) + arctan(v)
f(iL', Yy, u, ’U) = 2
xy + cos(zv) —e* + (x — D)u
so that
7= 2x 4+ 2 — usin(z) -2 cos(g:) ﬁ
y—ovsin(zv) +u x —2ue" —1 —zxsin(zv)

Au point (0,0,0,0) on obtient

2 =211 1
000 = (|5 2L )

0 0
D> £(0,0,0,0) est, elle, inversible. Donc d’aprés le théoréme il existe une voisinage Uy de (0, 0)
(les deux premiéres coordonnées) et une fonction g : Uy — R? telle que g(0,0) = (0,0) (I'image
des deux premiéres coordonnées du vecteur est égale aux deux autres, on se rappelle g(z') = z”))
et f(x,y,g9(x,y)) = 0. On calcule la jacobienne de g en (0,0) :

@@@z-(ﬂ,@ql@'f):(% )

o004 = 90,00+ (0 9)- (1) +otvam A = (L0 ) o)

2 1 1
ou D1 £(0,0,0,0) est représentée par ( ) est non inversible. Mais <_ 1 0) qui représente

D'ou :
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3.4 Le théoréme de I'immersion locale

Jusque 1a nous avons étudié le comportement local d’une fonction f : R™ — R™ dans les cas
n = m (inversion locale) et n > m (fonctions implicitement définis). Reste un cas : n < m! Il
découle comme corollaire des fonctions implicites :

Théoréme. 3.24. Soit Q C R™ un ouvert et f : Q — R™* une fonction de classe C*. Si en
un point a € 0, Jr(a) a plein rang, f(U) est localement graphe d’une fonction. Précisément :
Soit f(a) = b = (b1, b) avec by € R™ et by € R¥. Il alors un existe un voisinage V de by dans
R™ et une fonction g : V — R¥ tel que f(U) est le graphe de g sur V.

Démonstration. On écrit f = (f1,..., fatk) : les fonctions f; sont les fonctions coordonnées de
f. Quitte a les permuter on peut supposer que la matrice n X n
A= ()
k/1<ik<n

est inversible — ceci est I’hypothése du “plein rang” : la matrice Jacobienne de f a n + k lignes
et n colonnes, et plein rang signifie qu’il existent bien n vecteurs lignes dans la Jacobienne de
f qui soient indépendants : on les permute sur les n premiers coordonnées.

Notons alors m; : R"*¥ — R™ la projection sur les n premiers coordonnées, et mo la projection

sur les k derniers. Alors h = (7 o f) satisfait que J,(a) = A, qui est inversible. Par le théoréme

de l'inversion locale, Théoréme 3.11, il existe un voisinage U de a tel que h : U — h(U) gt \%

est bijective, et h et h~! sont de classe C'. Observons que V = (h=1)~1(U), donc V image
reciproque d’un ouvert par ’application continue h~'. Ainsi V est donc un voisinage ouvert de
h(a) = m1(f(a)) = by. Sur V on définit

f.
g:de:mofoh_1

Observons que 71 0 foh™!(x) = (m1 0 f)(m1 0 )=t = Id sur V ce qui donne pour z € V'

F(h=H(2)) = (m(f (A~ (2))), ma(f (R (2)))) = (z, 9(x))
Ainsi, f(U) = f(h=Y(V)) = {(z,9(x)) : x € V}, comme souhaité. O
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4 Applications

4.1 Extrema sous contrainte
Soit 2 C R™ un ouvert, m < n et f: — R une fonction. Soit F': Q@ — R différentiable, et
M ={zeQ: F(x)=0}. (4.1)

Le but est de maximiser/minimiser f sur un ensemble de points M . Par exemple quel est
le maximum de f(z,y) = 22 + 3y pour les points {(z,y) € Q;22 +y? = 1} —ici F(z,y) =
22 + 9% — 1. on introduit un objet “géométrique” utile :

T.M :deé{v eR™: Je > 0;3v: (—¢,6) = M dérivable avec v(0) = a et +'(0) = v}

ToM est appelé 'espace tangent & M au point a. Attention : “I’espace tangent” n’est pas
I’ensemble des tangentes & M en un point, mais ’ensemble de ses “directions”. Il faudrait
former {a +v: v € T,M} pour obtenir 'ensemble des tangentes & M qui passent par a.

Cette translation est trés utile, grace a elle, T, M a une structure d’espace vectoriel : La fonction
constante (t) = a est dans M et passe par a, et donc 0 € T,,M.

Soit v € T,M et ~ tel que 7/(0) = v. Regardons J(t) = v(A\.t) on a (¢)'(0) = A(v/(A.t))(0) =
Av e T,M. Donc T,M est stable par la multiplication par un scalaire.

Soient v,w € ToM avec les courbes correspondantes 7,,v,. On introduit v =
Alors (0) = 2% = a et 7/(0) = v + w, donc v +w € T,M : T,M est un sous-espace vectoriel
de R™.

Le premier résultat est auxiliaire pour notre but d’extrema sous contrainte.

Yo (26)+7w (20)
5 .

Proposition 4.1. Soit Q@ C R™ un ouvert, m < n, F : Q — R™ différentiable. Soit M donné
par (4.1) et a € M. Supposons que D est continue en a telle que Dy(a) € L(R™,R™) est
surjective. Alors ker(Dy(a)) =T, M.
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Démonstration.

RA—m "C" : Soit v € (T,M) et v donnée. On pose h(t) = F(y(t)) =

0 pour tout [t| < e. Alors A'/(0) = 0 ce qui implique

Drp(7(0))(7'(0)) = Dr(a)(v) = 0 donc v € ker(Dy(a)).
U "D": Dp(a) est surjective et Dp(a) € L(R™,R™). Quitte & per-

muter les variables, on pourra écrire x = (2, 2”) avec 2’ € R"™™ Soit
et 2’ € R™ tels que (D2F)(a) soit inversible.
R Par le théoréme des fonctions implicitement définies, il existe
donc un voisinage U de a’ et V de a” et g : U — V avec
v F(2',g(x")) = 0 sur U. 1l suit que (2/, g(2')) € M pour 2’ € U.
u € R"™™ fixé. v(t) = (a’+tu, g(a’+tu)) ou |t| < et ol € est choisi tel que ' +tu e U V|t| <
€. On a donc 7y : (—¢,e) = M et par construction v(0) = a et 7/(0) = (u, Dy(a’)(uw)) € ToM
par définition de T, M. Soit

. {an — ker(Dp(a))
u — (u, Dg(a’)(u)) € ToM C ker(Dp(a))

Clairement, ® est linéaire. L’image d’un espace vectoriel par ® est donc un sous-espace du
noyau de Dp(a) : ®(R"™) C T,M C ker(Dp(a)). De plus : dim(R"™™) = n — m et
dim(ker(Dp(a))) = n —m par le théoréme du rang. Donc :

O(R"™™) =TyM = ker(Dp(a)) O

Nous sommes en principe préts pour énoncer le théoréme principal. Regardons d’abord une
illustration d’extrema sous contrainte. On cherche le maximum de f sur M. Les lignes bleues
sont les lignes de niveau N, = {x : f(z) = ¢} d’une fonction f : R?> — R. Comme une carte
de randonnées de montagne, ou f(x,y) est la hauteur du terrain au point (z,y). Imaginons un
max. local de f au centre des cercles.

K /Z'ans JQ htlv‘lm

O ) 4t

Si, comme dans la situation (I), la courbe M (i.e. un chemin de randonnée indiqué sur la carte)
coupe ces lignes non-tangentiellement, il n’y a pas espoir d’'un extremum local : sur les deux cotés
se trouvent des valeurs plus grandes et petites. En revanche, dans la situation (II) nous avons
un extremum local : avant et aprés le point de contact a les valeurs de f sont plus petites : c’est
un maximum local : pas de f sur €2 mais de f sur la courbe M. Rappelons que M est donné par
les points M = {(x,y) : F(z,y) = 0}. Par une résolution locale, {(x, g(x)) : |x —d'| <} C M,
alors la tangente de M au point (a’,a”) a la direction (1, ¢'(a’)). Mais ¢'(a') = —F,(a)/Fy(a)
par dérivation implicite. La tangente a donc la direction

(1, —Fu(a)/Fy(a)) L (Fy(a), Fy(a)) € R
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c’est a dire qu’ elle est perpendiculaire au gradient de F' en a. Mais le gradient de f est
perpendiculaire & la tangente a la ligne de niveau N, (la méme tangente!), car cette derniére
indique, elle, la direction de la plus forte variation de f, voir remarque 2.16. Il suit que V f(a)
et VF(a) sont colinéaires en tout extremum local de f sur M. Cette structure se généralise a
m contraintes simultanées de fonctions f définies sur des ouverts de R".

Théoréme. 4.2. Multiplicateurs de Lagrange Soit Q2 € R™ ouvert, F : 2 — R™ différentiable,
m<n; M={xeQ:F(x)=0}; Dr continue en a € M et Dr(a) surjective.
Si f: Q2 — R est différentiable et admet un extremum local en x = a alors :

m
(V)(a@) =) X(VEj(a)) (4.2)
j=1
C’est a dire que si on écrit F' avec ces fonctions coordonnées, F' = (Fy,..., Fy,)t, le gradient

de f en a est une combinaison linéaire des gradients des .

Démonstration. Observons que la ligne numéro j de la matrice Jacobienne de F' est de la forme

(%)k:l...m = VFj(a), donc
(VF1)(a)
Ji(a) = (VF2)<G)
(VEn)(a)

Par hypotheése, Jr(a) est de plein rang : rg = m. Les vecteurs (VF;)(a) sont donc linéairement

indépendants. L’espace vectoriel V' :(i{(VFj)(a) :j=1,...,m} est ainsi de dimension m.
On veut montrer : (Vf)(a) = 37, Aj (VFj(a)), pour certains \;, donc (Vf)(a) € V. On
montre ceci en montrant d’abord V f(a) € (T,M)* et puis V = (T, M)= .

Par hypothése on sait que f admet un extremum local au point a € M. Soit v € (T,M) et ~
courbe dérivable dans M telle que v(0) = a et v/ (0) = v. Montrons que (V£)(a) € (T,M)* : par
hypothéese, f(7(t)) admet un extremum au point ¢ = 0 : W\tzo =04 Ds(v(0)(7'(0)) =
0< ((Vf)(a)|lv)y = 0 Ceci montre que le gradient de f au point a est perpendiculaire & v pour
tout v € T,M. Donc Vf(a) € (T,M)*. Attaquons 1'égalité des deux sous-espaces vectoriels
(T,M)*+ =V = vect(VFi(a),...,VFy(a)).

"D": Soit v : (—e;e) = M a leffet que Fj(v(t)) = Orm,V [t| < € et tout j = 1...m. Ainsi
WHZO =0« ((VFj)(a)|v) = 0 pour tout v € T, M. Ceci montre que V C (T, M)*.

"C" : dim(T,M) = dim(ker(Dg(a)) = n — m donc dim((T,M)*)) = dim(R") — dim(T,M) =
n—(n—m)=m et dimV =m. Ainsi, "D" avec égalité de dimensions montre V = (T, M)=.
On a établi (Vf)(a) € (T, M)+ = V. Ce qui signifie que V f est une combinaison linéaire d’une
base de V i.e. (4.2). O

Exemple 4.3. f(z,y) = 22 +? . On souhaite maximiser f sur un plan F(z,y) = z+y— 1 Ici
M = {(z,y) € R%; F(z,y) = 0} est la droite y = 1 —x de R%. On sait qu’en tout point extremal
de fsur M : (Vf)(x,y) = (22,2y) = A(1,1) pour un A a déterminer. On a 2z = 1 = 2y donc
x =y Ainsi (z,2) e M @ x+2—1=0<%« z=1/2alors f(I/2,1/2) = 1/2 est un extremum de
f. Comme limj|(; |40 [ = +00, nécessairement 1/2 est un minimum local. (c’est a dire que
pour tous les points (z,1 — x) le minimum de f est atteint en x = 1/2 et vaut 1/2)
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Exemple 4.4.
_ w2 +y? -1
SOItf(.’L’,y;Z)—$+2y+zetF(x7yvz)_<y+z_1

I'intersection d’un plan P et d’un cylindre On a

(Vf)(a:, Y, Z) = (17 2, 1)

>.Mest

et

0 1 1
On observe rg Jp =2six # 0ouy # 0. Or (0,0,2) ¢ M : partout sur M on a plein rang,
donc si f admet un extremum local ce sera une combinaison linéaire des gradients de F' :

(V) = (1,2,1) = A2z, 2y,0) + u(0,1,1)

Ceci nous donne le systéme suivant :

2 2
JF(%.%Z):(x Y 0)-

p=1
2 x =1
2 y+1=2

On remarque que A # 0 car (1,2,1) # (0,1,1) ce qui nous donne x = y. Avec la contrainte

22 4+ 92 =1 on obtient (z,y) € {(%, %), (—%, —%)} La seconde contrainte z = 1 — y nous

permet de déterminer deux seuls points : a = (%, %, 1— %) et b= (—\%, —%, 14 %) S0it
fla)=1++v2et f(b)=1—+2.

Nature de ces points : M est fermé comme intersection de deux fermés, et il est borné donc
M est compact. De plus f est continue, elle atteint ses bornes; puisque deux extrema doivent
exister et on en a trouvé deux, il faut juste voir “qui est qui”. Par comparaison de f(a) et f(b)
on voit f(a) = maxps(f) et f(b) = minps(f).

En pratique, on cherche & maximiser sur une boule, on a donc deux cas : ou bien les extrema
sont dedans et on utilise le critére du gradient qui s’annule, ou bien les extrema sont sur les
bords et on utilise la méthode des multiplicateurs de Lagrange.

Exemple 4.5. Soit f(x,y) = e=®*=%’_ On cherche le maximum sur la boule fermée K =
{22 4+ 9% < 1} (ceci est un compact, et f continue, le max. existe donc). On voit que f(x,y) =
exp(—||(x,)||3). Le maximum est donc pris en zéro (valeur 1) et la fonction est constante sur
le bord (minimum de f sur K).

Deuxiéme exemple : soit g(x,y) = 2%+ 3% — 3.

On cherche le maximum sur K = {22 4+¢y2 <1} .
(voir image a droite).

A Uintérieur : Vg(z,y) = (2o — 32%,2y) les 's-
points critiques sont (0,0) et (2/3,0). L’étude
de la matrice Hessienne révéle que (0,0) est un
min. local, et (2/3,0) un point selle.

Au bord : on pose F(x,y) = 2? + y? — 1. Alors
VF(xz,y) = AVg(z,y) donne

1

0.5

(2z,2y) = \. (2z—322, 2y) et 2yt =1
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D’abord A # 0 car sinon (z,y) = (0,0) ce qui contredit la deuxiéme équation. D’ou soit y = 0
et donc x = £1 soit A = 1, puis z = 0 puis y = £1. On a donc 4 nouveaux points sur le cercle :

9(071):129(07_1)7 9(170)20 g(_170)22

Le maximum de g sur K est donc 2, pris au point (—1,0). Les points (0,+1) sont des points
“fantomes” trouvés par accident (des “points selle sur le bord”). On les ignore. Le min. de g sur
K est 0, valeur prise en (0,0) et en (1,0).

4.2 Intégrales curvilignes

Avant de lire cette section, il est utile de re-lire la section sur es courbes paramétrées!

4.2.1 Intégrales sur une courbe

Soit v : [0,1] — R™ de classe C'. On peut approcher la
courbe par des segments rectilignes et mesurer le poids
appliqué en chaque point t;, quantifié par f(y(;)).

_ n—1
) =1 > FO))- v (tipa) — v(ta)lly
=0
n—1
_ W @) = (@)l
v(t1) _gf(y(tl)).(tzﬂ t). (tiy1 — i

)
1
_ ) g (H—l) (tZ)
+(t0) = 0 =2 fO) b o |G

2

Or ||2tix) =) || firr 3t
(tit1—ti)  ||o

proximation qui est o(|t;+1 — t;|), on obtient en limite
I’objet suivant, qui nous sert comme définition :

Définition 4.6. Soit 7 : [a,b] — R"*; € C!, alors

b
/fd7 ::/ f(v(@)) H’Y/(t)Hz dt

Remarque 4.7. Soit une reparamétrisation telle que ¥ = y o ot ¢ : [a,b] — [«, ] est
strictement monotone, C! ( et donc ¢! aussi). Alors

[sa5= [ 160 |70 = [ 600

(on suppose @ strictement croissante, si elle est strictement décroissante il suffit d’inverser les
bornes). On pose : ¢(t) = s, alors ¢/(t) dt = ds et

. w(b)=p , J
/ fdy = / o TG ds

L’intégrale ne dépend pas d’un changement de paramétre.

v'(t;), avec une erreur d’ap-

70



4.2.2 Champs vectoriels

B
Soit f: 2 € R®™ — R” continue. Imaginons que I'on parte du
point A pour atteindre le point B, en subissant des forces sur
le chemin (exemple : un bateau qui va de Calais & Douvre et
qui subit les vents variables sur la Manche).
A
/f" On a la relation suivante : "travail = force subie X chemin par-
7 couru" : imaginons un train soumis & un vent de travers : comme
A) le train est sur des rails, la force qui s’exerce réellement sur lui est

représentée en rouge sur le dessin.

D’autre part, on a pour deux vecteurs a, b une décomposition (unique) b = aa+pBat ot (a*|a) =
0. 11 suit (par le méme dessin, remplacer u,v par a,b!) que (a|b) = aflal|®> = ||al| . ||b] - cos(8),
ce qui donne :

n—1 1 . B i
> It ) = 3 (o0 TGEEN) e

n—oo b
LaiN / ()Y (1)) dt

Définition 4.8. Soit f : Q — R™, continue et v € C! alors :

b
[ rav= [ emp )
De méme que dans le premier cas, ce résultat ne varie pas en cas de changement de paramétre :
t = p(s),dt = ¢'(s)ds donne
b B
/f-dv = / (FOy@)' (1)) dt = / (FOr (N ((8)¢'(s))) ds

«

puis, si on appelle £ = v o ¢ ceci est ff(f(f(s))]f'(s» dt = [ f.de.
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4.2.3 Application : Primitives de champs de vecteurs

b) =~4(b o .

v(0) =7( )Quand est-ce qu’on peut “primitiver” une fonction f :  C R" — R"?

L’idée est de trouver une fonction u : Q — R avec f = Vu ! Imaginons que
ce serait le cas, avec u: Q — R et u € C'. Alors

b b
q [ = [ O = [ Gt it = u0) - utr(@)

par le théoréme fondamental d’analyse. Cela signifie que cette intégrale
curviligne ne dépend pas du chemin : elle dépend uniquement des points
- de départ et d’arrivée!

Corollaire 4.9. (“Théoreme du gradient”) Soit f = Vu, u: Q — R;u € C*;

/ f.dy = u(r(b)) — u(1())
De fagon surprenante nous avons une réciproque directe

Proposition 4.10. (“Théoréme réciproque du gradient”) Soit Q@ C R™ ouvert et f :  — R”
une fonction de continue. Supposons Vx,y € ;3y : [0,1] — Q tel que 7(0) = 3: etv(1) =y .

Fizons un point a € Q) et soit 7y, une courbe qui relie a a x. On définit u(z) == ff dYq]
Si cette intégrale ne dépend pas du chemin emprunté on a : Vu = f pour une fonction u de
classe C*.

Démonstration. On fixe pour chaque z une courbe 7[). La fonction u(z):= f J.de) ainsi

définie est bien définie en tout point. Alors u est continue, et partlellement derlvable
L’argument est semblable pour les deux assertions : il existe 1 > 0 avec

B(z,r) C Q. Par indépendance du chemin, et pour ||h|| < r on peut
remplacer 7,1 par 'enchainement de ;) avec le segment droit £ qui
relie x avec x+ h (paramétrisé sur [0, 1] par £(s) = x + sh). Le point est
“.que les boules sont convexes : le segment droit entre x et x + h est donc
" bien contenu dans Q! Soit € > 0. Par continuité de f proche de z, il
~existe § > 0 tel que, pour tout ||| < min(r,d), || f(x+h) — f(z)| < 1.

Tl suit
e + B) — u(z)| = ‘/de[erhel [ rio| = ‘/ff%‘

/ (f(x + sh)|h)ds

0

1
(Cauchy—Schwarz)S/ Il f(x + sh)|2||h||2ds
0
<Uf@)lz+ Dl < e

dés que ||h]| < min(d, r, W) Ce qui montre que u est continue. Par le méme argument de

[I+1
changement de chemin on a pour h = te; avec |t| < r et la paramétrisation £(s) = x + se;, avec
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s €0, :

ou . u(z+te) —u(x) .1
- =1 =1 - .
Ox;j Y= t 150 t(/fdg)
.1
=lim ¢ [ et selends = fi(w)
pour tout ¢ € {1,...,n}. [l suit que Vu = f. Puisque les dérivées partielles de u (les composantes
de f donc) sont continues, u est de classe C'. O

Observons en particulier que si y(a) = v(b), alors 'intégrale curviligne est nulle. Cette réci-
proque développe la plus grande importance dans 1’analyse complexe (fonctions de 2 C C vers
C ou l'on démontre indépendance de l'intégrale curviligne si 2 est “simplement connexe” ce
qui veut dire (en prose) qu’on peut rétracter toute courbe paramétré dans € par des courbes
continues intermédiaires en un point. En gros, on interdit des “trous” dans ). Mais ce sujet
devra hélas attendre bien longtemps ... on y reviendra en master 1! Une classe de domaines
simplement connexes est celle des domaines “étoilés” :

Définition 4.11. (Ensemble étoilé)
Un ensemble © est dit étoilé s’il existe un
point a € € tel que :

Ve e Q{a+t(x—a):tel0,1]} C Q.

C’est & dire : tout segment droit reliant @ &  “|yp¢”, mais
un point de €2 est inclus dans €. pas étoilé

Remarque 4.12. Si f : Q € R" est telle que f = Vu et si u € C? alors Hess(u) = J; est
symétrique.

Cette condition caractérise les gradients de fonctions de classe C? dans des domaines étoilés.

Théoréme. 4.13. (“Lemme de Poincaré*”) Soit Q ouvert, étoilé et f : Q& — R™ de classe
f €. Supposons que sa matrice Jacobienne Jr soit symétrique en tout point, c’est a dire

Oy _ 0Fs

V. Q: =
ve 81']' &%k

Alors f est un gradient d’une fonction u € C2(9).

Démonstration. Quitte a translater, on peut prendre a = 0. Soit v}, = tz, t € [0,1] et g :
[0,1] — R™ telle que g(t) = t.f(tx). Alors ¢'(t) = f(tx) +t. J¢(tx).x. Rappelons les projections
coordonnées 7. Alors g = mp 0 g et fr = mp o f sont les fonctions coordonnées de f,g

respectivement. Avec cette notation, en explicitant le produit matrice-vecteur,

k) = fulte) + 03"
j=1

+. Henri Poincaré est un mathématicien, physicien théoricien et philosophe des sciences frangais, né le 29
avril 1854 & Nancy et mort le 17 juillet 1912 & Paris.
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Définissons maintenant

1
D& [ fay = [ (St

Pour dériver w il faut interchanger dérivée et intégrale. Attention, ¢’est une opération d’échange
de deux limites, cela ne se fait pas sans précautions particuliéresf. Deux ingrédients clé; les
détails restent un exercice avec indications pour mes lecteurs (ce n’est pas difficile) :

i) si f, converge uniformément vers f, i.e. si sup{|fn(z) — f(z)| : a < x < b} tend vers
zéro, alors lim [ f, = [lim f,, = [ f (intégrales sur [a,b]!).

ii) si f est de classe C!, alors f’ est continue, donc uniformément continue sur [a,b]. Or,
L(fw+h) - f(@) = f2) = £ [ e + 5) — /(@) ds et le fait que f/(x +5) — f'(x)
devient uniformément petit, nous savons que les quotients différentiels f,, obtenu (disons)
par le choix h = 1/n convergeont uniformément vers f’.

Combinons les deux : On considére p(t, ) = (f(tz)|z) comme fonction de deux variables (¢, zy),
car les autres variables x;, j # k sont “gelés”. Puisque la dérivée partielle par rapport a xj, est
continue (Comme fonction des deux variables (t,2)) et puisqu’on intégre sur ¢ € [0, 1], nous
avons bien da: fgo T, t)dt = 88790(15, xr)dt. Appliquons en plus exemple 2.10 (e) :

1 X
—(x —/ axk f(tz)|z)dt = /<£kf(tx)|x>+(f(tx) (,ka)dt

8$k

Or a% =epona (f (tm)|axk> = (f(tz)lex) = fr(tx) d’un coté et par dérivée de compositions

o) .y sym. 0
<(f(tx)),:g>:<xc(tx).tek,x>:tzaf;(t$).xj Y thz f] (tz).z;
j=1

oxy,
On a donc
au() /(f (tz) +tz ) dt = /1 k()dt = gi(1) — g1 (0) = fir(2)
Il suit que f = Vu. Vu que Vu = f est de classe C!, u est de classe C?, comme énoncé.

Observons en bonus que le corollaire 4.9 nous assure (aprés-coup!) que 'intégrale curviligne

/ fdy = f(1(b)) — F(v(a))

ne dépend pas du chemin v emprunté, mais uniquement des points de départ et d’arrivée. Le
choix de ;) n’était qu'une ruse de preuve ... O

Le “lemme de Poincaré” n’est pas énoncé dans toute sa généralité. Au lieu de domaines étoilés
on peut le montrer par exemple. sur des domaines “contractibles”, i.e. pour lesquelles il existe
une fonction continue @ : [0,1] x @ — Q et un point a € Q qui satisfait

VeeQ: &0,x2)==x et VeeQ: &O(1,z) =a.

en prose, l'identité peut étre contintiment déformée en application constante. Pour un domaine
étoilé avec centre a, on a ®(t,a+ h) = a+ (1 —t)h qui contracte le domaine en un point. Nous
avons visé sur cette situation relativement simple avec un preuve “a la main” (et beaucoup plus
simple).

t. on se rappelle que la double-limite de la suite numérique a, r = 2=% dépend de I'ordre de prise de limite :

d’abord n — oo ou d’abord k — oo ?

n+k
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Exemple 4.14. Soit f(x,y) = (e + sin(y), z cos(y) + »?). Clairement, f € C'. Est-ce un
gradient 7 On teste les dérivées partielles “croisées” : Zt = cos(y) = %. C’est bon! En effet,

u(x,y) = e + xsin(y) + y>/3 satisfait Vu = f.

Exercice 4.15. Vérifier si les fonctions suivantes sont des gradients. Si oui, calculer u; avec
Vu; =

y? )z + 22y — 1+$2, 2yIn(z) + 3z%y? —siny )

(

( 1+x2+ey x +xey—|—a:)

(y + 2y + 322 + 2xy?, 4y + 2% + 222y + 3zy? ).
(

(

T o

4ady —

T
xz,
T
T

(oW
oy

a2t
x? arcsiny, i In(y) ).

i
(
(
(
( In(z) 4 2zye? +ﬁ, 23 (1+y)e¥ +

) )
) )
) )
) )
) )

[§]

I5

).

1—y2
4.3 Intégrales de surface

4.3.1 La vérité sur les déterminants

Le titre est un peu provocateur. Mais je souhaite vraiment attirer 'attention sur le fait que les
déterminants ne sont pas juste un outil en algeébre linéaire. C’est une notion clé & 'interface
d’algebre, d’analyse et de la géométrie, et de la théorie de la mesure.

On va essayer de mesurer des volumes d’objets dans R™. Les idées communément acceptées
sont que ni une translation ni une rotation devrait changer le volume d’un objet. Puis on se
met d’accord sur le fait que le volume d’une union disjointe de deux objets est la somme de
leurs volumes. On appelle cela “additivité”. Finalement, on peut fixer le volume du cube d’unité
Q@ = [0,1)" comme on veut, mais la valeur Vol.(Q)) = 1 semble opportune. Ces idées ont plus
de conséquences que ’on pense! D’abord il on va montrer qu’un “pavé”

P = H [ai,bi)

i=1...n

avec a;, b; € Z a le volume

Vol.(P) = [ [ (b — as) (4.3)

i

il suffit en effet de le découper en translations de cubes d’unité et d’utiliser I'additivité!

by
/4’_

ag
ay b1

Combien de copies translatées de @ voyez-vous? Je compte (by — ag2)(by — a1)! En dimension
non a [[;(b; — a;) copies translatées de Q. Ce qui prouve (4.3) pour a;, b; € Z.
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Ensuite, on autorise a;,b; € Q : en les écrivant comme a; = % et b, = % (on peut choisir le
1 K3

méme dénominateur) on peut créer un nouveau “super-pavé” en accolant des copies translatées
de P ou un met g; copies en direction z;.

qi(b; —a;) = ri — p;

Le résultat est une union disjointe de longueur r; — p; € N* en direction z;, donc de volume
[L;(r; — pi). Mais il s’agit de [], ¢; copies disjointes de P : en prenant le quotient, on tombe sur
(4.3), comme avant, lorsque a;,b; € Q.

Observons que l'additivité entraine une monotonie du volume : si
A C B, alors Vol.(A) < Vol.(B). En en c’est a dire rant un pavé de cotés
a;,b; € R par des pavés rationnels depuis I'intérieur et d’autres par ’'ex-
trérieur, on étend (4.3) a toutes sortes de pavés : Si ¢; sont les longueurs P
réelles de P, et r;, < {; < R;, avec limy, o0 75 p = limy, o0 Rip = 4,
alors [[,7im — [1; 4 et I[; Rin — [[; ¢ quand n — oco. Nous avons
démontré

Lemme 4.16. Soit P = [ai, b;) avec a; < b;. Alors Vol.(P) = [[ (bi — a;).

i=1...n i=1..n

Observons que 'on peut ajouter ou enlever des faces “sous-dimensionnelles” de pavés : Puisque
pour tout € > 0,

{a} x [az,b2) x ... X [an,by) C Ja—e,a+¢)X[ag,b2) X ... X [an,by)
et le pavé de gauche a un volume qui tend vers zéro avec € — 0, il suit que
Vol.({a} x [a2,b2) X ... X [an, b)) =0

L’idée est qu’un objet qui rentre dans une boite arbitrairement plate ne peut avoir de volume.
Par additivité, il suit

Vol.( [T Tlai, b)) = VoL.( [ lasbi]) = Vol.{ J] (i, b))

i=1...n i=1...n i=1...n

Les prochains objets qui nous intéresse sont des parallélépipédes. Pour vy, ...v, € R™, on pose
P(vi,...vp) = {3, tiv; : 0 < t; < 1}, le parallélépipéde engendré par ces vecteurs. Il est utile
de se rendre compte qu’un parallélépipéde est précisément 'image du cube d’unité () sous une
application linéaire L. Ainsi, P est non-dégenéré (“sous-dimensionnel”) si et seulement si L est
bijectif. On étend donc les volumes de pavés a leurs “déformations linéaires”. Ceci est intéressant
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en soi, mais aussi en vue que I'approximation d’ordre 1 d’une fonction C! est, a translation prés,
une application linéaire — la différentielle! Définissons donc :

D(vy,...v,) = Vol.(P(v1,...v,))

Quelles propriétés a D7 Observons P(eq,...e,) = @, le cube d’unité. Il suit que

‘ D(ey,...ep) =1 ‘

et plus généralement, D(Ae1, ... \pe,) = [[; Ai. Ensuite, observons que si vy, ...v, sont liés,
quitte & faire une rotation, on tombe dans la situation des faces sous-dimensionnelles, et donc
D(vy,...v,) = 0. De l'autre coté, si vy, ..., v, sont libres, on trouve certainement un petit cube

translaté dans P(vq,...v,). Ce cube a un volume positif, ce qui montre par monotonie que
D(v1,...vy,) # 0. On peut donc résumer :

‘ D(v1,...v,) =0 si et seulement si vy,...v, sont liés

Ensuite, il est curieux de regarder D(awy, vy, . ..v,). Comme pour les pavés, on commence avec
a € N, pour ensuite obtenir o € Q, puis, par limite @ € Ry. Le dessin illustre la situation
o = 4. On a 4 copies translatés du parallélépipéde :

On voit que
D(awvy,ve,...v,) = aD(vi,ve,...0p)

et évidemment la méme chose marche avec les autres directions vg. Ce qui nous géne ici, est
que si a < 0, la notion habituelle de volume, d’étre positif, suggére de mettre || a droite. Mais
ceci détruit des propriétés algébriques. Et si on enlevait la valeur absolue pour a < 07! Certes,
cela donnerait des “volumes” négatifs, mais on peut s’en occuper plus tard avec une seule valeur
absolue. En revanche, on gagne une propriété qui n’a pas de prix : linéarité! En effet, observons
d’abord que D(vy,v2,vs,...,v,) = D(v1, 1 4+ v, 03, ..., 0p) :

V;
Vo + aVj

al
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Les deux parallelogrammes ont la méme base, et la méme hauteur. Donc le méme volume /
air. On pensera a une pile de livres bien droite d'un coté, et la méme pile de livres un peu
translatés, de travers (sans renverser la pile). Le volume est inchangé. La méme chose se passe
en dimension n et entre v; et v : on peut ajouter ou enlever &v; a vy sans changer les volumes.
Cela est utilisé plusieurs fois dans le calcul suivant : Soit = = ) &v;.

D(vi,x + va,v3,...v,) = D(v1,§101 + (§2 + 1)ve + sum;=2&vi, v3, . .. Uy)
= D(v1, (& + Dvg, vz, ... vp)
= (& + 1)D(vy,va,v3, ... 0y)
= D(v1,v2,v3,...0,) + D(v1,&ua, v3, ... V)
= D(v1,v2,v3,...0,) + D(v1,&1v1 + Eaua + Z&vi,vg, . Up)
i>2
= D(v1,v2,v3,...0,) + D(v1,2,03,...,0p)

Le méme calcul montre que D, quitte & autoriser des volumes ‘“négatifs”, est linéaire dans
chacune de ses n arguments! On parle de “multi-linéaire”.

‘ (v1,...vp) = D(vy,...v,) est multilinéaire‘

Finalement,
D(v1,v9,v3,...,0,) =D(v] — va,v2,V3,...,0p)
=D(v1 — v2,v2 + (v1 — v2),V3,...,0p)
=D(v1 — v2,v1,V3,...,0n)
=D(—v9,v1,03,...,0Uy)
= — D(va,v1,03,...,0p)

ce qui montre “’alternance” : pour chaque permutation de deux arguments, on a un facteur
(—1) qui se forme.

’ (v1,...vn) = D(v1,...v,) est alternée‘

On laura compris : avec la renormalistaion D(eq,...e,) = 1, D est unique, et on appelle
D(v1,v2,vs,...,v,) = det(vy,v2,vs,...,0,) le déterminant. Le volume du parallélépipéde est

Vol.(P(v1,...,vy)) = |det(v1,...,vp)].
Quel petit prix a payer, cette valeur absolue!

Remarque 4.17. “Intégration chimiste”. Les chimistes ont de bonnes balances, ce qui
donner une idée rigolotte :
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Imaginons un papier qui se déroule a vitesse constante alors que I’on trace une courbe dessus.
Comment déterminer la surface entre le bord du papier et la courbe ? Il suffit de découper le
morceau de papier de le peser, et de diviser le résultat obtenu par la masse du papier au m?.
On obtient une approximation de 'aire voulue.

Ceci semble une belle blague, mais c’est une fagon efficace pour mesurer des aires de surface
dans R? : on leur ajoute une “troisiéme dimension” : elle deviennet alors des volumes, qui se
mesurent (a peu prés) avec des déterminants (I’équivalence de volume et masse est superflu

maintenant ... avantage des maths par rapport au monde réel). Au travail !

4.3.2 Intégrale de fonctions scalaires sur une surface

Le but est de calculer ’aire d’une surface. On intégre une coordonnée apres l’autre, en travaillant
sur des rectangles en x X y. Les intégrales sont donc “itérés”. Une double intégrale est interprétée

comime b d b d
//f(w,y)dydxrg/ g(x)dx  ou g(w)Z/ f(z,y)dy

Plus généralement, on considére Q = [a,b] x [c,d] et ® : @ — R3, de classe C! et on s’intéresse
a la surface {®(u,v) : (u,v) € Q}.

Q
H @
Uk
U
Dans R3, supposons ®,,(u, ) et P, (u,v) linéairement indépendantes. Alors ®,,(u;,vy)

et ®,(uj,vy) forment un parallélogramme. L’aire de ce parallélogramme est une bonne approxi-
mation de ce morceau de surface, si ® est assez réguliére et le maillage assez fin.

Premiére question : comment calculer I’aire de ce parallélogramme ? Puisque 1'on est dans R3
on se raméne au calcul d’'un volume (voir la remarque de “I'intégrale chimiste”). On prend une
hauteur de 1, ce qui fait que 'aire cherchée sera égale au volume calculé.
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Deuxiéme question : comment calculer ce volume? Pour a,b,c € R® (ot méme ay,...,a, €

R™), soit P(a,b,c) le parallélépipéde engendré par a,b,c. Alors, Vol.(P) = |det(a:b: c),
voir la section précédente! On introduit le produit vectoriel (aussi appelé produit extérieur, ou
cross product, noté x ou A) :

Définition 4.18. Soient a,b deux vecteurs de R3. Alors

w (@ by agbs — baag
alNb Z; as | A b | = | agby —aibs
as b3 arby — azby
Ceci provient de la solution abstraite qui consiste a trouver n tel que (a|n) =0 et (bln) =

. def.
0. Si on pose c:=a A b, on a

as b3

as bg aq b1 1

c1 =+ det < > =det||ay by O
a3 bS as b3 0

a1 bl aq b1 0

co =—det < > =det||as by 1
az b3 0

0

0

1

b aq b1
c3 =+ det <a1 1) =det|| ax by
a9 bg
as bg
En particulier, le produit scalaire (Euclidien) de a A b avec un vecteur d = (di,dsa,ds) est la
somme des ¢;d;, donc par linéarité du déterminant juste det(a:b:d) = Vol. P(a, b, d)!

Revenons au probléme : on veut calculer I'aire du parallélogramme engendré par (®,,, ®,) qui
est égale au volume du parallélépipéde engendré par (®,, ®,,n), o n = A.(P, A D) est un
vecteur “normal” : donc orthogonal aux deux autres, et normé de longueur 1. Ce qui impose
A= ill%lTvll' Nous sommes préts & assembler les piéces :

Aire du parallélogramme(®,,, ®,)) = Vol.(P(®,, ®,,n))
=| det(®y, Py, n)|
=|A. det(P,, Doy, Py A By)|
=[A[A Py A Py, Py A D)
=[Py A Py|2-
Définition 4.19. On définit une fonction f représentant un "poids" posé sur chaque petite aire

(Py, Py) de la surface. Alors, en sommant toutes les "cases" affectées par le poids f(P(uj,vy))
on obtient

J K
DD F(@ g o) (jen — i) (k1 = vr) [y A Bl

j=1 k=1
et lorsque J, K — oo cela donne, par sommes de Riemann,

/ab /Cd [(@(u,v)). || Py A Pyly .dv.du := /f.dS

ol ® est une paramétrisation de la surface.
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Exemple 4.20. Soit

[0;7] x [0;27] — R3
rsin(u) cos(v)
(u,v) — | rsin(u) sin(v)
rcos(u)

D

avec r > 0. Ce sont les coordonnées sphériques en 3 dimensions. On calcule

r cos(u) cos(v) —rsin(u) sin(v)
&, = [ rcos(u).sin(v) et ®, = | rsin(u)cos(v)
—rsin(u) 0

d’ou
72 sin?(u) cos(v)
(u) sin(

O, AP, = [ r?sin?(u)sin(v)
r? sin(u) cos(u)

Ce qui donne :

T 2w T 27 ™
/ / L[| @y A Dyl|, dv.du = / / 2 sin(u)dv.du = 27rr2/ sin(u)du = 4mr?
0o Jo 0o Jo 0

.. aire d’une sphére!

Exemple 4.21. Un cas particulier est que ®(u,v) = (u, v, p(u,v)). Dans ce cas, on intégre sur
une surface qui est une partie du graphe de ¢. Alors ®, = (1,0, ,)" et ®, = (0,1, p,)!, puis
Oy NPy = (—pu, —pu, 1) donc

[ @ A Pyll2 = v 1+8012L+‘P12;

puis

b d
/ fds = / / £ (21,0, 0, 0)) /T + 2 (0, 0) + 2w, 0) do du.
S a c

4.3.3 Intégration d’'un champ de vecteurs sur une surface

L’idée : on imagine un filet de péche, ce qui ,
nous intéresse est de connaitre le flux qui (@ (uj,vx))
passe au travers du filet.

Soit la surface S définie par ® et le flux par
une fonction f. La quantité qui traverse S dé-
pend de I'angle de f(®(u;,vr)) avec le paral-
lélogramme P(®,,, ®,). Pour obtenir le flux
a travers I’élément de surface, pensons en ef-
fet & un courant d’eau & vitesse constante
(mesuré en m/s) a travers du filet, et cela
pendant une seconde. Le flux est donc égal
au volume du parallélépipéde engendré par

(f(®(u,v)) et P!
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Il faut donc, pour chaque élément de surface ® = ®(u;, vy), mesurer
VoL (P(f(®), Pu, Pv)) = ((f 0 @) [ Pu/ADy).

On multiplie ces quantités avec (uj41 —u;) (Vg1 —vg) pour tenir compte de la taille du maillage
considéré, puis somme sur j et k : en limite J, K — oo on obtient finalement

def. b pd b pd
f.dS = (fo®|Py A Dy)dv.du = det(f o ®, ®,, D, )dv.du (4.4)
S a Jc a Jc

Ceci est retenu comme définition de l'intégrale de surface. Revenons sur le cas particulier
®(u,v) = (u,v,¢(u,v)). On se rappelle du dernier exemple que ®, A @, = (—@y, —@y, 1).
Ainsi,

b d
/ f.dS = / / (F(, 0, 01, 0)) — f1.(, 0, (1, 0))putt,0) — Faluty 0, (1, 0))po (1, 0)) do du
S a c

Exemple 4.22. Soit ¢(u,v) = 1 sur [—1, 1] x [—1, 1]. La surface est donc un carré dans 'espace
R3, paralléle aux axes (x,y) en “hauteur” z = 1. Soit f(z,y,2) = (0,0, 1), donc un flux a vitesse
constante 1 “vers le haut”. On s’attend a ce qu'une seconde, le flux soit 2 x 2 x 1, et en effet,

1,1
/f.dS:/ / ldvdu =4
s —1J-1

Regardons f(x,y,z) = (1,0,0)! ou f(z,y,2) = (0,1,0)'. Le flot est “horizontal”, on s’attend a
ce que rien ne traverse la surface. Et en effet, puisque ¢, = ¢, = 0, la formule le montre.
4.4 Généralisation a la dimension n

Dans l'inégrale de surface d’une fonction scalaire nous avons construit I'air du parallélépipéde
engendré par les dérivées partielles, en rajoutant un vecteur normal v(.) et de mesurer le volume.
Nous avons vu que cela se fait en dimension n & ’aide d’un déterminant.

Pour une fonction vectorielle, la deuxiéme formulation dans (4.4) avec le déterminant permet
également une formulation indépendante de la dimension. On généralise donc ainsi :

Définition 4.23. Soit Q :g[al, bi] X X [an_1,bp_1] et @ : Q — R™ de classe C' et S = ®(Q)
une “hypersurface”. Soit u : S — R une fonction scalaire. On pose

b1 bn—1
/udS e / / (wo ®)(z) | det(v(B(x)), By, ..., By, )| da1...dvn1 (45)
S ai an—1

ot on écrit = (x1,...,Tp—1). Soit maientenant F' : S — R™ une fonction vectorielle. On pose

def by b1
/ FdS = / / det((Fo®)(z),Pyy,...,Ps, ,)dz1...dr,_1. (4.6)
S al an—1
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4.4.1 Intégration par parties sur un domaine "pavé"

On souhaite faire une intégration par parties en plusieurs dimensions. En une dimension, la
formule d’intégration par parties repose sur le fait que f(f B'(t) dt = h(b) — h(a) qu'on applique
ensuite & h = u.v. On va pour suivre la méme démarche. Il faut donc d’abord une extension a
plusieurs variables de l'identité ci-dessus. L’évalutaion de h en a et b sur la droite devient alors
une intégrale de surface.

Théoréme. 4.24. Soit Q = [ay,b1] X -+ X [an, by] et u: Q — R, € Ct. Alors

8u —_ u.y-.
do= [ u(()as (4.7)

o O;
ot O est la frontiere de Q) et v; est la i-iéme coordonnée du vecteur normal extérieur sur O€).

v
La difficulté de la preuve réside uniquement a dé- T
cortiquer la notation et de se rendre compte que fi- \
nalement on ne fait rien de compliqueé. Observons bi |
déja que l'intégrale a gauche n’est rien qu’'une inté- |
grale “itéré” sur un pavé, et que le vecteur normal 3
extérieur qui apparait sur la droite est constant sur B et B
chaque face, et de signe opposé sur les faces oppo- a; =~ :
sées. l
v

Démonstration. Rappelons que la variable i € {1...n} est celle qui apparait dans (4.7) et
donc fixé. On indexera les autres coordonnées avec la lettre k. L’intégrale de gauche de (4.7)
est une intégrale sur le pavé plein d’une fonction scalaire, qui est juste donné par intégrations
“successives” d’une variable aprés 'autre. Par re-arrangement d’ordre d’intégration, on a donc
la gauche de (4.7) qui est

bk b;
aag dx = H/ </ aagdxz> da:l,...,da;i_lda;iH dwn
Q ) ket Ok a; )

br
= H/ (u(xlv"‘7$i—17bi7xi+la"'7xn)_
ag

ki

u($1, e s Lj—1y Ay Ljg-1 5« -+ J}n)) d$1 PN da:ifldxiﬂ PN dﬂf}n

C’était simple. Regardons maintenant la droite de (4.7) : le bord 92 est une union de 2n faces,
et l'intégrale sur le bord est & lire comme la somme de ces 2n intégrales sur les 2n faces, qui

sont données par

def.

P == Tjelasb]  {anh x Tl Loy

b
FY 2= TLalag by % {ok} % i, lag, by)

pour k = 1...n. Observons que v;(x) = +1 sur Fi(b), vi(z) = —1 sur Fi(a) et vi(x) = 0 sur les

autres faces. Ainsi,
/ u(-)vi(-)dS = udS — / udS
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Il faut paramétrer ces deux surfaces. Soit

[1 [a; bk] — S =00
®@ ki
(X1, s T 1, Tig 1y ooy ) = (T, B 1, Qi Tt 1y -+, Ty

et de méme ®(® | qui porte b; a la place de a;. Observons que 651;( :) = e, pour k # i et de méme

pour ®®) . Rappelons nous que le vecteur normal extérieur v sur les deux faces restantes +e;.
Quoi qu’il en soit, pour x € Fi(a) U Fz-(b), on aura

|det(v(®(x)), Pays -y Py Payys -, Py )| = | det(Fes,e1,. .0 €1, €41, en)| =1

ce qui montre, en utilisant la définition (4.5) le résultat. O

4.4.2 Formules de Green et le théoréeme de la divergence

On applique (4.7) au produit de deux fonctions scalaires f,g: Q2 — R : Or, %(f.g) = %g +

dg . €It 4 4 : CY)
f.d—%, ceci donne une formule “d’intégration par parties

/fmgdxz/ foumdS — /fgmdx
Q o0 (9]

Si on remplace ici g par g,, et somme sur ¢ = 1,...,n, on obtient
[wrvodo= [ (vgwis- [ fagds
Q o0 Q

ouAg=>, d%(g) est le Laplacien de g, la trace de la Hessienne de g. On rappelle finalement
o

que (Vg(r),a) = 32(x), la dérivée directionelle en direction a. Il suit Iautre notation de la

précédente égalité,
0
[ @99 = [ 15s- [ rag
Q o0 v Q

Cette derniére identité est appelée ’identité de Green. Une autre conséquence de (4.7) est
le théoréme de la divergence ou le théoréme de Gauss : soit F': 2 — R™ un champs de
vecteurs, F' = (f1,..., fn). On pose

div(F) := gﬁ, = trace(Jr)
i=1

et on l'appelle la divergence. Lorsqu’on intégre div(F') sur 2, on a, en sommant sur ¢ la formule

(4.7)

n
/ div(F)de =Y | fw;dS= | (Fv)dS
Q ; oN o
Le produit scalaire (F(z),v(x)) décrit le flux de F' & travers la surface 92 au point z. Ainsi,
I'intégrale de droite mesure le changement de la quantité décrite par F' & travers la surface
— Dégalité nous dit que ce changement est mesuré par une quantité scalaire, div(F') sur €.
Pour cette raison, le théoréme de Gauss a une grande importance pour dériver des equations
différentielles en utilisant lois de conservation en physique.
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Pour le moment, tout repose sur le théoréme 4.24. Il faudra 1’étendre sur des domaines plus
intéressants que des pavés. Cela nécissite de paramétrer a la fois le domaine et son bord : la
preuve devient alors plus technique, et on n’a pas le temps de le faire proprement dans ce cours.
Cela dit, on peut le rendre “plausible” avec une idée d’approximation.

La premiére observation est que si € est
une union de deux pavés, alors les vecteurs
normaux extérieurs sur les deux faces qui se
touchent on un signe opposé. Les intégrales
respectifs s’annulent donc mutuellement.
Cela permet de construire des domaines
qui sont unions de pavés et d’étendre tous
les résultats a ce type de domaine “gratui-
tement”. Reste la partie “floue” de I'argu- g
ment : -

vy

Avec un peu de “handwaiving” on est prét a accepter sans preuve formelle que 'on peut appro-
cher des domaines suffisamment réguliéres par des petits pavés, comme indiqué ici, en illustra-
tion 2D

/ ~_ 90O
\\(J\! L
— \\
\ (@)) Y Pany
\ AW Y \/
\ /
\ /
/
/
q /
~
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