DUAL ET PREDUAL D’UN ESPACE DE
BANACH

par

Gautier Hanna & Thomas Viscarro

Résumé. — Soit un espace de Banach, on définit son dual comme l’es-
pace de ses formes linéaires continues. On peut souvent identifier cet
espace a un espace plus connu. Par exemple le dual de I'espace /P s’iden-
tifie avec 'espace £ avec % + % =1(p,g>1).

Etant donné que le dual d’un espace de Banach en est un lui méme,
il vient une question naturelle : soit un espace de Banach quelconque
donné, a-t-il une chance d’étre, & isomorphisme pres, le dual d’un autre ?
Cette étude est 'objet de ce TER et on verra comment certains théoréemes
connus tel Banach Alaoglu, ou Krein Milman peuvent étre mis en ap-
plication pour répondre a cette question. Bien évidemment nous aurons
rappelé auparavant leurs contextes, énoncés et démonstrations.
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1. Le théoréme de Banach Alaoglu

1.1. Les topologies faibles et faibles étoiles. — On considere un
espace de Banach E. Soit f € £, et on désigne par ¢ : £ — R l'appli-
cation définie par ¢r(x) = (f,z) (il s’agit en fait de f.) On rappelle les
définitions des topologies dites faibles et faibles*

Définition 1.1. — La topologie faible, notée o (E, E’), sur E est la
topologie la moins fine sur £ rendant continues toutes les applications
¢, pour tout f € E', o ¢y : B — Ret ¢5(z) = (f, ).

Définition 1.2. — La topologie faible* notée o (E’, E), est la topolo-
gie la moins fine sur £’ rendant toutes les applications d, continues, pour
tout z € E, ou 0, : E' — Ret §,(f) = ([, ).

Remarque 1.3. — 1l existe une injection canonique qui est une isométrie
qui permet d’identifier E comme un sous espace de E”. Cette isométrie

est donnée par i : £ — E” telle que (i(x), f)gr g = (f, %) g g, pour tout

x € E, et pour tout f € E'. En effet, a X € E fixé, I'application de £’

dans R f — (f,z) est une forme linéaire continue sur £’

Définition 1.4. — Soit Y; une famille d’espaces topologiques et soit
¢; + X — Y;,Vi € I une famille d’applications sur un espace X. On
définit la topologie initiale associée a ce systeme comme la topologie la
moins fine rendant les applications ¢; : X — Y; continues pour tout ¢ € I.

A présent regardons un certain nombre de résultats liés a ces différentes
topologies qui seront utilisés dans la démonstration du théoreme de Ba-
nach Alaoglu :

Proposition 1.5. — Soit Z un espace topologique et soit f une applica-
tion de Z dans X, ou X est la topologie initiale associée aux applications
fi: X = Y, Vi € I alors : f est continue si et seulement si f; o f est
continue de Z dans'Y; pour chaque i € I.

Démonstration. — Si 1 est continue, alors ¢; o est aussi continue pour
chaque ¢ € I, par définition de la topologie initiale X.

Inversement, soit U un ouvert de X, montrons que 1~ (U) est un ouvert
de Z. On considere un espace J C I fini, ou U est de la forme :

v=J e o)

iel jeJ
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avec O; ouvert de Y;. Par conséquent,
v =JN e e o) = U (giov)(0))
icl jeJ iel jeJ
qui est un ouvert de Z, comme image réciproque de fonction continue. [J

Ici un résultat intéressant bien qu’inutile pour la preuve du théoreme
nous concernant.

Lemme 1.6. — Soient X un espace vectoriel et ¢, ¢q, ..., ¢, des fonc-
tions linéaires sur X vérifiant :

oi(v) =0,Vi=1,2,...,n= ¢(v) =0
Alors il existe Ay, Mg, ..., \y € R tels que ¢ =" Nigy.

Démonstration. — On considére Papplication F' : X — R"™! définie
par :

F(u) = [p(u), p1(u), ..., pn(u)]

Il est clair que le vecteur a = (1,0, ...,0) n’est pas un élément de Im(F).
par le théoréme de Hahn-Banach, on peut donc séparer strictement {a}
et Im(F) par un hyperplan de R"™!, il existe donc Mg, A1, ..., \, € R et
a € R tel que

Ao <o < Xo.d(u) + Y Nidi(u), Vu € X
i=1
Par linéarité on en conclut que
i=1

[]

Proposition 1.7. — Soit ¢ : E' — R une application linéaire et conti-
nue pour la topologie faible*, o(E', E). Alors il existe x € E tel que :

O(f) = (f,x),Vf e E.

Démonstration. — Comme 1 est continue pour la topologie faible, il
existe un voisinage V' C E’ de 0, pour la topologie faible*, tel que

W)l <LVfeV
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On peut supposer V' de la forme
V=[)¢" (o — 2 +e)

avec x; € F et € > 0. En particulier, si on suppose que :
Vi=1,..,n,{(f,x;) =0
Alors A\f € V,VA. Par conséquent :

(AN =L)< LVAER

I1 s’en suit que : ¥(f) = 0 On peut donc appliquer le Lemme 1.6 et on
voit que :

w(f) - Z?:l /\l<f7 $Z> = <f7 Z?:l /\zxz>,vf Sy
]

Lemme 1.8 (Théoréme de Tychonoff). — Un produit d’espaces to-
pologiques non vides est compact si et seulement si tous les facteurs sont
compacts.

Le résultat n’est pas ici démontré.

1.2. Le Théoreme de Banach-Alaoglu. —

Théoréme 1.9. — L’espace Bpr = {f € E': ||f|| < 1} est compact pour
la topologie faible*.

Démonstration. — On considere l'espace Y = R¥, et on désigne les
éléments de Y par y = (¥z)zer ol les y, € R. Y est muni de la topologie
produit (c’est-a-dire la topologie la moins fine rendant les applications
pe : RE — R continues ol p,(y) = ¥,)-

On considere maintenant I’application ¢ : £ — Y tel que

O(f) = (02(f))aer

L’application ¢ ainsi définie est une application continue. En effet, il suffit
d’utiliser la Proposition 1.5, car a x fixé dans E, p, o ¢ est continue pour
la topologie faible*.

Montrons que ¢ est un homéomorphisme de E’ sur ¢(E’) :
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— ¢ est injective, en effet si on prend deux éléments f; et fo de F’, tels
que f1 # fo, alors il existe xg € E tel que

fi(xo) # fa(wo)
c’est-a-dire
5900(f1) 7{ 5:)60 (f2)

et donc on a

(5m(f1)):ceE 7é (5m(f2))meE

— ¢! est continue : il suffit de montrer que d, 0 ¢~ ! est continue, pour
tout € FE. On remarque que y, = 8,(¢ " (y)) = p.(y) qui est
continue.

Par homéomorphisme, pour que Bg soit compact, il suffit de voir que
K = ¢ (Bg/) est compact. Pour ceci remarquons que K est :

{veY |yl <2l Yere = Yo + Yr Yne = M, VA € Roet (2, 2) € E?}
Ce qui permet de voir que K = K; N Ky, avec :
Ki={yeY |y <|z].Vz € E}
Et
Ky ={y €Y :Yota = Yo + Uz, Yoo = \a, VA € Roet (2, 2) € E?}

Il est clair que Ky = [][— ||z||,||z]|] est un produit de compacts de R,
donc compact, par le Théoreme de Tychonoff (Lemme 1.8). De plus, les
applications

hey = Yoro — Yo — Y-
et
9:Y = Yre — Az

sont continues, ce qui montre que 1’espace

Ky =g ({0}) nh7'({0})

est un fermé.
Par conséquent, K est un fermé dans K, donc compact. Donc Bg: est
compact. L]
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2. Le théoréme de Krein Milman

2.1. Points extrémaux. —

Définition 2.1 (Point extrémal). — Soit A un espace, un point x de
A est dit extrémal si il ne saurait étre dans un segment de deux points
de A ; ce qui analytiquement s’énonce comme suit :

V(a,b) € A, YVt € [0,1},x =at+b(l1—t) =z =aouzxz=>

Il vient automatiquement la notion d’espace extrémal que I’on formule
ainsi :
Définition 2.2 (Espace extrémal). — Un espace S de K est dit extrémal

S1
reKye K,0<t<l,(1—-t)z+tye S=xecSetyes

Remarque 2.3. — Pour montrer qu’un point d'un espace K n’est pas
extrémal, il suffit d’exhiber deux points de cet espace dont x est sur le
segment. En particulier toute partie de I'intérieur d’un espace convexe
n’a aucune chance d’étre extrémale.

On notera dorénavant ext(K') 'espace des points extrémaux de K.
Soit B(A) :={z € E : ||z|| < 1}la boule unité ouverte de E, alors on a

Proposition 2.4. — St A est un espace possédant une norme stricte-
ment conveze : ext(B(A)) = 0B(A) ot 0B(A) désigne le bord de la boule
uniteé.

En particulier cect marche pour les espaces de Hilbert ainsi que pour les
espaces (P et LP avec 1 < p < 00

Démonstration. — La remarque 2.3 nous permet de dire que
ext(B(A)) C 9(B(A))
On rappelle qu'une norme est strictement convexe si :
ol = llyll =1 et & # y impliquent | 52| < 1.

Montrons donc l'inclusion réciproque dans ce cas ci. On va en fait montrer
que le bord de la boule est extrémal, ce qui montrera bien 'implication
réciproque.

Soient donc z et y € B(A) tels que V0 <t < 1:

tr 4+ (1 —t)y € O(B(A)), c'est a dire : |tz + (1 —t)y|| = 1.
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En particulier (t=3) : |[*3%]] = 1. Il vient x = y ou |[|z|| # 1 (par
exemple). Mais : z = y = ||[“2¥|| = [ly|]| = 1 = y € O(B(A)) ce qui
reviendrait & dire que 0(B(A)) est extrémale.

Supposons donc que ||z|| # 1 c’est-a-dire : ||z]| < 1 (car z € B(A))
alors on a

Tty x Y 1 Y
1= <5+ 12 < = +12
A <1Z+ 020 < 5+ 010
yll _ 1
!
Aol o
ce qui revient a dire que y ¢ B(A) ce qui est absurde. O

En revanche un résultat qui sera plus intéressant pour la suite :
Proposition 2.5. — L’espace extrémal de B(co, ||.||s) est l'espace vide.

Démonstration. — On rappelle qu’on a toujours

ext(B(A)) C {(z,) € B(A) tel que 3k : |xy| = 1}.

Montrons qu'un tel élément ne saurait étre extrémal.

Comme x = (z,,) € ¢p, 31 € N tel que |z;| < 1. Soit alors @ > 0 tel que
(|x;|+a) < 1. On a alors x; + a et x; — a plus petits que 1 et plus grands
que -1. On pose y = (yx) tel que (y; = z; Vj # i et y; = z; + a), on
définit aussi z = (z;) tel que (2; =2, Vj #iet z; =2, — ). On a alors y
et z appartiennent a 9(B(Cp)) et de plus % = x. Par la remarque 2.3 ,
X ne saurait étre extrémal et ’assertion est ainsi démontrée. O]
2.2. Théoreme de Krein Milman. — On conserve ici les notations
introduites dans la partie précédente.

Théoréme 2.6 (Krein Milman). — Soit K un sous espace de X qui
est a la fois compact, convexe et non vide. Alors K est I’enveloppe conveze
fermée de ses points extrémauz. (K = co(ext(K)))

Pour démontrer ceci on utilisera les deux résultats suivants :

Lemme 2.7. — Soit P la famille de tous les espaces extrémauzr com-
pacts de K, K vérifiant les conditions du théoréme. Alors :

1. lintersection de toute famille de P est soit vide, soit un élément de
P

2. soit S € P, T € X' et u le maximum de Re(T) sur S; on note
Sr={xeS:Re(Tzx)=p}. Ona Sr €P
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Démonstration du Lemme. — On a évidemment P # & puisque K € P

Une intersection de compacts est un compact, montrons donc qu’une
intersection d’espace extrémal est extrémal. Soit A et B deux espaces
extrémaux, ce qui revient a dire que si

Vit €]0, 1], tr+(1—t)yc Aalorsz e Aetye A

Comme on a la méme chose pour B, il devient évident qu’en prenant
I'intersection la condition est encore vérifiée. Ce qui démontre le point

(1).

Soit a présent x € K et y € K tels que tx + (1 —t)y = z € S On
a alors en particulier z € S qui est un élément de P donc extrémal, donc
x et y sont dans S. On a donc Re(7x) < u et pareil pour y. Et par le
meéme raisonnement que pour la proposition 2.4 et en utilisant le fait que
7 est linéaire, on a Re(7x) = et Re(7Ty) = p, ce qui revient a dire que
x € St et y e Sy. Clest a dire que St est extrémal. Ce qui démontre le
point (2). O

Démonstration du Théoréme. — On conserve les notations du lemme.
Soit § € P. Montrons qu’il possede un élément minimal et que celui ci
est extrémal (1). On pose

M = {M € P tels que M € S}.

Pour MMy € M, My = ﬂ M est un fermé, donc compact, et non vide

MeMy
de My. On peut donc y appliquer le lemme de Zorn, qui affirme que

I'espace 9 admet un élément minimal, cet élément en particulier est
donc un point extrémal et est dans S. Prouvons plus en détail un point
du raisonnement :

L’espace minimal de 9 est réduit a un élément : notons le M. Par sa
minimalité, si S est dans M, il ne saurait étre dans P. En effet, sinon il
serait alors compact extrémal et inclus dans un espace lui méme inclus
dans S, donc il serait a la fois dans P et dans S, ce qui contredit la mi-
nimalité de M. Ceci marche en particulier pour M7 et il vient que tout
T € X' est constante. Mais comme X' sépare les points, M est réduit a
un élément.

A présent : comme ext(K) C K, et que K est convexe par hypothese :
co(ext(K)) € K = co(ext(K)) C K = K (K est compact, donc fermé).
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On a donc co(ext(K)) compacte.

Montrons l'autre inclusion par ’absurde. Soit donc zq € K tel que
g ¢ co(ext(K)). Par le théoreme de Hahn-Banach, comme {xy} est
un fermé, il existe un u € X’ tel que Re(uzx) < Re(uxy), et ce quelque
soit x dans co(ext(K')). On prend alors K, (le K est ici le S, et u est
ici le 7 du lemme 2.7, deuxieme point). Mais alors K, et co(ext(K)) ne
s’intersectent pas; ce qui contredit le (1) du théoreme. ]

3. (y n’est le dual d’aucun espace

En effet : si Cy possédait un prédual, selon le théoreme de Banach-
Alaoglu, sa boule unité serait compacte pour la topologie faible étoile.
Ainsi selon le théoreme de Krein Milman elle serait I'adhérence de 1’en-
veloppe convexe de ses points extrémaux. Or on a vu que cette enveloppe
convexe est le vide (Proposition 2.5). On aurait donc que la boule unité
de Cy serait le vide, ce qui est absurde ; cet espace contenant toujours 0.

4. Un résultat de Sten Kaijser

4.1. Un critere de prédualité. — Le but est ici d’avoir un critere
permettant d’affirmer qu'un espace est le dual d’un autre. Ce critere est
un critere suffisant.

Lemme 4.1 (Théoréeme de Goldstine). — Soit X un espace vecto-
riel normé, alors la boule unité fermée de X" est l'adhérence, pour la
topologie faible* o(X", X'), de i(Bx) oui: X — X" tel que i(x) =9,

Théoréme 4.2 (Théoréme de Sten Kaijser). — Soit X un espace
de Banach, et soit E un espace de fonctions linéaires sur X tel que :
— FE sépare les points de X.

— Bx(0,1) est compact pour la topologie faible donnée par ’espace E.
Alors X est un espace dual et le pré-dual de X est Vect(E)

On note ici que le principal intérét du théoreme est qu’il donne le
prédual de I'espace.

Démonstration. — Remarquons que par la deuxieme hypothese I'image
de la boule d’unité Bx(0, 1) par toute fonction f € E est borné. Il en suit

que E C X'. Soit F' = Vect(E) , alors F' est un sous espace vectoriel
fermé de X’. Considérons maintenant le plongement S : FF — X'.
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Observons que S’ (I'adjoint de S) est la restriction a F. En effet, soit
R: X" — F' tel que Rx" = q:"’F, R est linéaire et continue, et on a :

(Sz',2") = 2" (52') = 2" (2') = 2 (2') = (2', Ra").

Donc S’ = R.

Par le théoreme de Hahn-Banach, il vient que S’ est surjectif : Toute
fonctionnelle f' € F’ peut se prolonger en une fonctionnelle " € X" tel
que xT’F = f’. Il est clair que, comme F' C X', alors Iﬁp : F— R, et ceci
est une isométrie (||z”||x» = ||f'||l#)-

Le but de cette démonstration est de montrer que 7' : X — F’', ou T =
S’ o 7, est une isométrie bijective, ¢ étant I'injection naturelle introduite
dans la remarque 1.3

Montrons que T est surjectif : Soit f' € Bp(0,1) et soit ” € Bxn(0,1)
un représentant de f’ dans X”(tel que xi’F = f’), alors, par le Théoreme

de Goldstine (Lemme 4.1), il existe (z,,) C Bx(0,1) tel que :
(xp, 2"y — (2", 2"), pour tout 2’ € X'.

Or les topologies faibles o(X, E’) et (X, F') coincident sur Bx (0, 1), ou
E' =Vect(E), en effet :

— x, — x dans o(X, F) si pour tout ¢ € F, ¢(z,, —x) — 0. Comme
E' =Vect(E) C F alors pour tout ¢ € E' , on a ¢(z, —x) — 0. Et
donc on a z,, — = dans o(X, £').

— Inversement, montrons que si x, — x dans o(X, E’), alors x,, — x
dans o(X, F). Si ¢ € F, alors il existe une suite (¢,) C E’ telle que
| — énllx» — 0. Soit z,, — x dans o(X, E'), alors :

P(xn — ) = (¢ — d) (¥ — T) + i(Tn — )
D’ou
|p(zn — )| < (¢ — O1) (w0 — )| + |1 (1) — 1)

Comme on a convergence faible, alors ||x,, — z|| est bornée (disons
par une constante M > 0), et :

[O(xn — )| < [[(¢ = dw)||- M + |¢p(2n — 2)]

De plus, comme |[¢ — ¢y,||, — 0, alors il existe K € N tel que
Vk > K :

€
1P — Pkl < YV
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Alors .
[¢(zn — @) < 5 + [dk(z0 — 2)|
Et donc, a k fixé, il existe N € N tel que Vn > N, |¢p(2, — 2)| < §,
et on en déduit que
|¢(zn — )| <€
Donc x,, — = dans o(X', F).
Comme les topologies faibles o (X, E') et o(X, F) coincident sur Bx(0, 1),
alors Bx (0, 1) est compact, pour la topologie o(X, F'). Il existe donc une
sous suite (x,, ) de (z,) convergente vers xy € Bx(0,1). Donc pour tout
frer,
<£B0, f/> = <$H, f/>
Donc 2" = §, = i(z), par conséquent T" est surjectif.

Montrons maintenant que T est injectif : Soit T'x = 0 donc, par définition
de T

(S"o1)(z) = S'(d,) = 0.

Donc :
Vo € F,on a ((6;)p, @) =0

Comme F C F,on a:

Vo € E,ona ¢(x) =0
De plus, comme 'espace E sépare les points de X,

x=0

(En effet, si x # 0, alors 3 ¢ € E telle que ¢(x) # 0)

Montrons enfin que T" est une isométrie : Il est clair que 7 et S’ sont des
isométries, donc 1" est une isométrie par composition d’isométries.
Finalement, on a bien :

X~ F

Remarque 4.3. — Comme F = Vect(E) C X', alors
Iflle = fllx = sup |(z, f)|

]| <1

Définition 4.4. — On dit que A est un convexe équilibré si :
Vit <1l,etVr e Ajonatre A
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Corollaire 4.5. — Soit K un compact convezxe équilibré dans un espace
X localement conveze, et soit

Xg={r e X:3t>0 tel quet.x € K}

Alors Xg est un espace de Banach avec boule unité K et Xk est un
espace dual.

De plus, X}, est Uadhérence de X' pour la norme donnée par la dualité
avec Xg.

Démonstration. — L’espace X est un espace vectoriel :

— Soient x € Xi et A € R, alors Ao € X (prendre ¢’ = £).

— Soient maintenant x € Xg et y € X, alors il existe ¢, > 0 et ¢, > 0
tel que t,.z et t,.y sont dans K. De plus, si on prend ¢ = min{t,,t,},
alors :

tre Kettye K
Comme K est convexe :
B =Llz+y ek
Et donc on a bien :
(LU + y) S XK
De plus, il s’agit d’un espace vectoriel normé : On considere

|z|| = inf{a: 2 € K}

Il s’agit bien d’une norme :

— Soient z € Xi et A € R, alors | A\.z|| = inf{a x § : 2% € K}, donc
[Az|| =inf{¢: 2% € K} x A=Az
Maintenant si A € R*, on a

llz|| = || — z|| (car K est équilibré)
Donc :
Azl = AL =] = Al fl]
De plus, si A =0, alors [[0| =inf{a>0:2e K} =0
On peut donc conclure que VA € R et Vo € Xg, on a :
Azl = |AL ||

— Soient @ € R et § € RY, tel que £ et % soient deux éléments de

Xgk. On considere maintenant \ tel que
z=As+(1-Ng=(+y)

(Ici, on va supposer que x et y sont linéairement indépendants car si
x et y ne sont pas linéairement indépendants 'inégalité triangulaire
est alors montrée).
On en déduit alors que :
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A 1A
« 7= 75
A =a— A«
_ 1
)\_QL—F,B et’y— a_—O—ﬂ
Par convexité de K, il vient que z € K et donc % € K. Et donc

|z 4+ y|| <+ 3. On vient alors de montrer que V(a, 8) € (R%)? tel
que £ et &, |lz +y[| <+ [ et donc par conséquent :

[z +yll < llzll + llyll

— Comme K est un compact, il est borné, donc si ||z|| = 0, alors il
existe (a,) — 0 tel que == € K donc on a :
LIN< M
an || —

Et donc lorsque n — oo :
z=0
Montrons maintenant que Xk est un espace de Banach : Soit (x,)nen
une suite de Cauchy dans Xg. On considere :

M = min{t > 0: t.x, € K,¥n € N}

Dans ce cas, la suite (’”ﬁ) est une suite dans K, qui est compact, donc

neN

. . xnk
on peut extraire une sous sulte convergente (

7) ren €6 par conséquent
on a (Tp,).cy est convergente. Comme la suite (z,,) est de Cauchy et
que (x,, ) est convergente alors la suite (z,) est convergente. En effet, si
Tp, — x et si (x,) est de Cauchy, alors Ve > 0, il existe :

~ K >0tel que Vk > K, ||z — || < 5

— Et M > 0 tel que Vn et m > M tel que ||z, — 2| < §
Alors Vn > max{K, M} et Vk > maz{K, M}, alors

[z =2l < {lzn = 2n || + l2n, — 2] <€

On a alors montré que toute suite de Cauchy dans Xg est conver-
gente : X est alors un espace de Banach.
Montrons maintenant que Bx, (0,1) = K :
— Si z € K alors, par définition d’un convexe équilibré, ||z|| < 1, d’on
z € Bx,(0,1) Donc :
KcB Xy (0, 1)
— Inversement, soit © € By, (0,1), alors il existe \.z € K. Et comme
K est un fermé, x € K tel que £ € K. Donc :
Bx,(0,1) C K
En prenant X’ séparant les points de Xy, les hypotheses du Théoréeme
4.2 sont alors vérifiées et le résultat est démontré. O]
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Corollaire 4.6. — Si K est un convexe fermé, borné, et équilibré d’un
espace vectoriel topologique réflexif, alors Xx est un espace dual.

Démonstration. — 11 suffit de rappeler le fait que si X est un espace
réflexif alors toute suite bornée (z,,),eny admet une sous suite faiblement
convergente. Dans ce cas la, toute suite dans K (fermé et borné) ad-
met une suite extraite faiblement convergente dans K. Alors K est un
compact convexe et équilibré dans un espace localement convexe, et en
appliquant le corollaire précédent, il vient que X est un espace dual. [J

4.2. Une application : I’exemple de 1’espace BMO(R). — Le
but ici est de montrer que 'espace BMO(R) est le dual d’un autre et de
déterminer son prédual. Pour cela introduisons cet espace.

Définition 4.7. — Soit f € L? (R), on pose pour tout intervalle I de
R :

1
Bi(f) = o7 [ e et B = Billf = B
I
Alors on dit que f est une fonction de BMO(R) si sup; {E2(f)2} < oc.
De plus ce nombre est la norme BMO.

Proposition 4.8. — [ € BMO(R) si et seulement si
1
Il existe une suite ¢; d’éléments de R : sup{m / |f — ¢’} < <.
I I

En clair, si f est dans BMO(R) pour tout intervalle I, on peut prendre
une autre constante que fr, telle que l’intégrale est finie. Et surtout si
on trouve une suite telle que ['intégrale ainsi définie est finie, alors f est
dans BMO(R)

Démonstration. — Siil existe une suite ¢; quelconque telle que sup I{ﬁ f T f=
cr)?} < A? on note désormais f; la moyenne de f sur I, c’est & dire :

fr=Ei(f).

o1 — fi = ||i]|/ — f(z) da
1

< | —= X |cf — f(x)|dx



16 GAUTIER HANNA & THOMAS VISCARRO

(par Cauchy-Schwarz) < (/I# al:l?)l/2 X (/1 ler — f($)|2)1/2
= [ ler = @)
<A

D’ou
1
sup — / (@) — fil de
r [ Jr

1 1
SSUPQ_/\JC(JC) —crfPdr+2— [ ler — fi|* da
s 1] J;

< 4A%
O

Remarque 4.9. — On note que lorsqu’on définit une relation d’équiva-
lence par f ~ g si et seulement si f — g = constante p.p et qu’on note
L=1L}.R)/ ~, alors BMO(R) C L

loc
Proposition 4.10. — U(f) = sup, {E2(f)2} définit bien une norme.

Démonstration. — En effet E2(f)2 = WHJC — Er(f)|l2y- De ceci
on en tire que :
1. Il est clair que Vf € L2, U(f) > 0.

locy
2. Uf) =0=||f = Er(f)lle2cy = 0= f = Ei(f),VI = [ = cste (Si-
non, 37 tels que il existe x et y dans I pour lesquels : f(z) # f(y)
Donc les deux ne peuvent étre égaux en méme temps a FEj(f)).

Mais dans L (R) mod constante ceci revient a dire f = 0.

3. UNS) = INU(S) -
E}(Af)

N

= INf = Er(M )l 2
= [[Af = AE(F)llr2)
= Al % [f = Er(f)llze)
= B} (f)?
4. Enfin on a bien U(f +g) < U(f)+ U(g) :
1f+9—Ei(f)+ El@lle2a = If = Ei(f) + 9 — Er(g)ll2(r)
<|f = Ex(F )z + llg = Er(9)ll 2
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2
loc

{ mesurables : ¥n, g,(f) < 00} Avec qu(f) = IIf]]z2(n)

On regarde a présent 'espace Lj .(R), on le définit comme

Donnons a présent un certain nombre de résultats qui sont non démontrés
ici, mais dont la preuve est donnée dans Introduction To Functional Ana-
lysis.

Définition 4.11. — Un espace de Fréchet est un espace vectoriel to-
pologique métrique complet

Définition 4.12. — Un espace P de semi-normes continues sur un es-
pace localement convexe E est appelé systeme fondamental si pour toute
semi-norme ¢ il y a un élément p dans P et C' > 0 tels que g < Cp.

Lemme 4.13. — Si E est un espace de Fréchet qui a un systéme fonda-

mental de semi-normes py. tels que tout espace local E) est réflexif, alors
E est réflexif.

Proposition 4.14. — Un sous espace X d’un espace de Fréchet £/ ayant
un systeme fondamental de semi-norme est borné dans E si il est borné
pour toute semi-norme dudit systéme. Il en va de méme pour la ferme-
ture.

Soit a présent :
P ={g € L*(R)| g est a support dans un intervalle compact I, [ gdx =

0, et |lgllz2 < 112}
et
Pr={g € L*(I) tel que Er(g) =0 et E;(|g|*) < 1}

On va utiliser les résultats de Vogt pour montrer le :

Théoréme 4.15. —
BMO(R) est ’espace dual de vect(P)

Pour ceci on a le résultat suivant :

Proposition 4.16. — L (définit comme dans la remarque 4.9) est un
espace de Fréchet réflexif.
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Démonstration. — Pour cela on définit les L, = L*([—n,n])/ ~, et on
al = UL”' Or les L, sont des espaces réflexifs : L?([—n,n]) est un
neN

espace de Hilbert, donc réflexif et de Banach, et 1’espace des fonctions
constantes est fermé. Par le lemme 4.13, L est réflexif. De plus on récupere
un systeme fondamental de semi-normes : ce sont les semi-normes définies
sur chaque L, ; autrement dit les :

pu(f) = infeer(|f = cll2(nmp)

Proposition 4.17. —
1 fllBymo = Sup(/ fgdx)
gerP JR

Démonstration. — On va d’abord montrer que

E3(f): = sup{Ei(fg) : g € Pr}.

Pour ceci on prend H := {f € L*(I) : [, fdx = 0} ; on a alors H :=
ker(¢) ot ¢(f) = [, f.1dz. H est donc un sous espace fermé de L*(I) et
en prenant le produit scalaire de cet espace, on récupere bien le résultat
voulu : Pr étant la boule unité fermée de H.

Enfin on rappelle qu’on a pris pour ||f||smo :

sup {B3(f)2} = Sup {sup E1(fg) : g € Pr}

g€ Pr= E|gP) <1=|gll2q < |1]2 [

Démonstration du théoréme. — Par la proposition 4.16, BMO(R) est dans
un espace réflexif; il s’agit désormais de montrer que sa boule unité est
fermée bornée dans L. Pour ceci on va utiliser la proposition 4.14. Comme
le systéme de semi-norme est donné par p,(f) = infeer(||f —c||2(=nn))
elle est plus petite que || f|| o < 1 si f est dans la boule unité fermée de
BMO(R) notée Bgpo. Donc cette derniere est bornée dans L. Comme
on a toujours p,(f) < ||f||smo, Bemo est ainsi fermée. Les hypotheses
du corollaire 4.6 sont ainsi vérifiées, et BMO(R) est un espace dual (il
joue clairement le role du Xk, K étant Bpy0)

Par la proposition 4.17 et la remarque 4.3, P est en dualité avec
BMO(R), le second point du théoreme est ainsi démontré. O
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Le souci est de déterminer exactement l’adhérence de Vect(P). Pour
ceci on a un résultat (non démontré) donné dans le livre de Rudin :

Théoréme 4.18. — Soit {z,} une suite d’éléments d’un espace de Ba-

nach X, avec ||z,|| < 1 pour tout n. Si il existe § > 0 tel que
supn|(wn, 27)| = 0||2"|]

pour tout z*, alors tout z de X peut étre représenté sous la forme

o0 oo
T =) Cpty avec Y |cy| < 00
n=1 n=1

Proposition 4.19. — Tout élément de Vect(P) s’écrit de la forme

o oo
x:ch:cn avec Z]cn| <o etx, €P

n=1 n=1

Démonstration. — On a || f||ppo = sup,ep( [ fgdx). On remarque que
les intervalles I ; = [k27, (k + 1)27], V(k, j) € Z?, sont dénombrables et

que les espaces Uy; = {f € L*(I1;) : [z f =0et [|f|lz, < |1.;]2} sont
séparables et admettent donc une suite dense dans leur boule unité. De
plus ces espaces recouvrent P; on a au final :

E|<pn) cCP: HfHBMO = Suanpme
Puis on conclut par le théoreme 4.18. O
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