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Exercice 1  Soit F un espace métrique tel que toutes les boules fermées sont compactes.
Montrer que E est complet.

Exercice 2 Soit (o) € RY. Pour 2 = (&,) € fs on pose ||z| = > k>0 lakék| (la somme
pouvant prendre la valeur +oo en cas de divergence).
a) Pour n > 0 soit
Ty = (ﬂ[n,oo)(j))jz() = (0, .,0,1,1,1, .. ) € loo

n

Yn = (5nj)j20 = (0, ...,0,1,0,0,.. ) € lo.
Expliciter ||z, et |yn| pour tout n > 0.
b) Donner un critéere nécessaire et suffisant pour que || - || soit une norme sur £n.
¢) Montrer que|| - || n’est jamais équivalente & || - || -

et

Exercice 3  Soit £ = C([0,1];R) muni de la norme sup || f|[oc = supsepo,11 | f(t)]- Soit ¢ une
fonction bornée et continue par morceaux sur [0, 1]. On pose

1
T(f) = /0 f(@)p () da

a) Montrer que T : E — R est linéaire et continue.
b) Calculer ||T|| lorsque ¢ est positive.
c¢) Calculer ||T| lorsque () = 1 sur [0, %) et ¢(z) = —1 sur [%, 1].

Exercice 4  Soit X = {.(R) I'espace des suites réelles bornées et
C={(zn) € X: () est convergente}.
a) Montrer que C' est un sous-espace vectoriel de X.
b) Pour x = (x,) € C on pose

o) = fim o

Montrer que ¢ : C' — R est linéaire.

¢) Soit p(z) = limsup, z,, = limy, (sup;>, zx). Soit z,y € X et A > 0.
Montrer p(z +y) < p(z) + p(y) et p(Az) = Ap(z).

d) Montrer qu’il existe une forme linéaire ® € X* telle que

VeeC:P(x)=p(xr) et VreX:d(x)<p(x)

e) Montrer que ¢ satisfait

liminf z, < ®(z) < limsupz,
n n

Question bonus: Déduire que ¢y n’est pas réflexif.



Exercice 5  Soit k € L1(R) fixé et p € [1,00]. Pour une fonction f € C.(R), les fonctions
continues a support compact, on pose

(Tf)(x) = /R K(z—y) £(y) dy.

Soit p = co. Montrer que || Tf||r.. < ||kllz,||f||1- En déduire que pour tout h € C.(R),

o(h) == /R (Tf)(@) h(x) da 1)

est bien défini.

Soit p = 1. Montrer que |Tf]1, < [[k]l, ]| ]l

Soit dorénavant 1 < p < oo et %—l—% = 1. On rappelle la définition de ¢ par (1). Montrer
I’estimation

o)l < MKl Ly £l 2, 1Pl 2,

Utiliser la densité (admise!) de C.(R) dans L,(R), pour montrer que ¢, défini par (1)
est une forme linéaire continue sur L,(R).

En déduire Tf € L,(R) et | Tf||z, < [|k|lz,|lfllz, pour toute fonction f € C.(R).
Utiliser la densité (& nouveau admise) de C.(R) dans L,(R), pour déduire T' € .Z(L,(R))
et que [|T] <[k L, -

Exercice 6  Soit H un espace de Hilbert et T' € Z(H) un opérateur de rang un. Montrer
qu’il existent alors z,y € H tels que

Th = (hlz) -y

Indication: Soit 0 # z € ran(T"). Justifier que ¢ défini par Th = ¢(h)z est bien défini. Montrer
que ¢ est linéaire et continue, puis conclure.

Exercice 7  Soit X,Y deux espaces de Banach et A un ensemble. Pour tout A € A soit
T\ € Z(X;Y). On suppose

T ©

[oFiNe
S N N N N

)

Vee X : sup{ [[Thz|]| AeA} < o

On pose A, ={z € X : VA € A: || T)z| <n}. Montrer que A, est un fermé dans X.
Montrer que X = {J,,~; 4n-
Déduire qu'il existe un m € N* tel que A,, contient une boule B(z, R) avec R > 0.
Soit [|z|| <1 et 0 <r < R. Que peut on dire de supycy || Tx (z +r2)|| 7
Déduire que

sup{ [|[TA]] A€ A} < o
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