UNIVERSITE BORDEAUX 1 MASTER 1 ANALYSE FONCTIONNELLE

Spectre, Résolvante

Exercice 1
(a) La série de (Carl Gottfried) Neumann, 1877 : Soit ||T'|| < 1. Déterminer > >, T".
(b) Déduire que o(T) C B(0, || T)).
(¢) Soit \g € o(T). En utilisant
A=T=MN-T)+A=X) = —T)Id— (h—A)(Ao—T)7"]
et un développement en série de Neumann, montrer que o(7") est ouvert.

1
(d) Montrer que ||[R(\,T)|| > Ao (1))

Exercice 2  Soit X un espace vectoriel sur C et T" on opérateur linéaire borné. Montrer que
o(T) # 0 (indication: pour ¢ € L(X)' considérer f(\) = @(R(\, A)) et utiliser le théoréme de
Liouville).

Exercice 3 Soit T' un opérateur borné sur X tel que |T|| € o(T). Faire un dessein.
Déterminer o(Id + 7T') en termes de o(7"). Conclure ||Id+T'|| =1+ ||T||.

Exercice 4  Soit p € [1,00] et S le ’shift & gauche’ sur ¢,(N), c’est a dire S((zn)n>0) =
(anrl)nZO-

(a) Déterminer ||S||.
(b) Déterminer les valeurs propres de S.

(¢) Trouver o(S).

Exercice 5  Soit T € L(X). Montrer que o(T*) = o(T) ou T* € L(X') est l'opérateur
adjoint de T'.

Exercice 6  Soit € [1,00] et S le ’shift & gauche’ sur £,(Z), c’est a dire S((xn)nez) =
(Tn+1)nez.

(a) Déterminer ||.S]|.

(b) Est-ce que 0 € (S) ? Conclure o(S) C S*.
(c¢) En cas p = oo, trouver o(5).
)

(d) Soit p < oo et € € S1. Montrer que (e?Id — S) n’est pas surjectif.

Exercice 7 Soit (A,) € C et T l'opérateur défini sur ¢P(1 < p < o0) par

(T'u)(n) = Apu(n) Vn, u e P,



(a) Montrer que T est continu si et seulement si (\,) est bornée.
(b) Dans le cas ou T est continu, déterminer ses valeurs propres et son spectre.

(c) Soit K C C un compact. Construire un opérateur sur ¢, dont le spectre est K.

Exercice 8 Soit ¢ : R — C une fonction numérique. Pour A € C et € > 0 on considere
Ine ={z € R:|p(z) — A\| < €} On appelle image essentielle de ¢

Imess(F) ={2€C: Ve >0:pu(l)) >0}

ott p1 est la mesure de Lebesgue. Soit H = L?(R, C) et ¢ € L>(R, C). On consideére 'opérateur
de multiplication (M f)(x) = p(z)f(x) sur H.

(a) Montrer que M est borné.

(b) Soit A & Imegs() et € > 0 choisi convenable (comment?). Considérer ’opérateur

0 si |p(z)— A <e
Ryg = {

Montrer que les ensembles {x : (A — M)Ry(x) # g(z)} et {z: Rx(A\ — M)g(z) # g(x)}
sont de mesure nulle. Conclure que A € o(M).

(c) Soit maintenant A € Imegs(¢). On considere les ensembles G, = {z : |p(z) — A| < 1}
for n € N. et les fonctions g, = lg, (en cas ou p(Gy) = oo, on remplacera Gy, par
G, N B(0, R) pour R suffisamment grand pour obtenir un ensemble de mesure fini mais
non-nulle).

(i) Montrer que g, € H.
(ii) Soit f, = (A — M)g,. Montrer que || f,|| < %HgnH
(iii) Déduire que A — M n’a pas d’inverse borné et donc que A € o(M).

Exercice 9

(a) Soit (ay) une suite réelle tel que 0 < ap4m < ana, pour tout n, m. Montrer que /a, —

a = inf,, Ya,
(b) Soit T' € L(X). Montrer que HT”H% — inf, HT”H% =:r(T).
(c) Montrer que o(T") C B(0,r(T)).

Exercice 10  Soit 7' € L(C|0, 1]) donné par:

75() = | " k(e ) fy)dy VF € Cl0,1

ou k est une fonction continue sur [0, 1] x [0, 1].

(a) Montrer que Vn € N, Vf € C|0, 1]

n

T (@) < 1 ool

(b) Déterminer r(T"), puis o(T).



