ANALYSE FONCTIONNELLE Devoir maison N°1 Bernhard Haak

Exercice 1 Donner un exemple d’un espace vectoriel normé dont la boule d’unité
fermé n’est pas compact (avec démonstration bien entendu).

Par exemple: considérons la boule fermée B(0,1) de P'espace £2. L’ensemble mentionné
est fermé et borné, mais non-compact. En effet, soient (e"), C B(0,1) les vecteurs de
la base standard. On constate que ||e” — €*|| = v/2, n # k, et donc la suite ne contient
pas de sous-suite convergente.

Exercice 2 Soit E = {f € C([0,1],R)} muni de la norme sup, et m € E. On
considere ¢ : E — E donne par

¢(f) (t) = m(t) f(t)

Est-ce que ¢ est un opérateur linéaire sur E? Si oui, est-il borné ? Si oui, calculer sa
norme ! Clairement, ¢ est linéaire. En effet,

O(f +9)(t) =m(t) (f +9)(t) = m()f(t) + m(t)g(t) = o(f)(t) + ¢(9)(t)
et pareil p(A.f) = A\.o(f). On a de plus

6(f) (D] < lmllscl| fllse

dott |p(f)] < l[mllscl| fllse, done [|¢]| < [[m][oo- D'autre part, pour f =1, on a [[¢(f)]| =
Im[|oc et donc [|¢]] = [[m/|oc.

Exercice 3

a) Soit (an)n>0 une suite réelle telle que pour tout (,)n>0 € loo 0N G (ApTy)n>0 € Co.
Montrer que (ay)n>0 € ¢o-
Facile: choisissons x = (z,), € (* avec x, = 1. Alors (a,z,)n = (an)n € co,
CQFD.

b) Soit (an)n>0 une suite réelle telle que pour tout (x,)n>0 € co 0N a (AnTpn)n>0 € Co-
Montrer que (ay)n>0 € oo
On raisonne par absurde: supposons que a = (a,), € ¢>°. Ceci implique qu’il y a
une sous-suite (an, )x telle que |a,, | — oo quand k — oo. Posons alors

0, sinon.

1
—A— n=n
xz(%@)na l‘n:{ Vlang |’ b

On a = € ¢y, mais la suite (a,,), n'est méme pas bornée, d’ou la contradiction
recherchée.

Exercice 4 Soit f une fonction continue sur [0,1] et pour n € N soit 0 < t(")
t§”) <. <t <1 des points “d’échantillonage”. On pose

Z ol 7 (1)

et on interpréete (), comme une formule de calcul numérique d’une intégrale. Montrer
I’équivalence suivante:



a) Qun(f) — fo t) dt pour tout f € C([0,1])
b) 1l existe une constante M > 0 tel que >} _, |oz,(€n)| < M et on a Qu.(f) —
fo t) dt pour tout polynome f.

Clairement, (), est une forme linéaire. On a
QD < [ flloo D Lo
k=0

et donc [|Qu]l < 320 [al™|. Si f est une fonction qui satisfait [f(¢)] < 1 et f(£") =
signe(a,gn)), on a meme égalité. Une telle fonction sous forme de ligne polygonale est
facile a construire.

Si (a) est vrai, sup,, |Q.(f)] < oo pour tout f € E = C([0,1]) et on déduit du théoreme
de Banach-Steinhaus que sup,, ||@y,|| < co. On a donc (b).

Réciproquement on suppose que (b) est vrai. Soit f € E. Par le théoreme de Weierstraf,
il existe une suite de polynomes (p,,) qui converge uniformément vers f, autrement dit

pn — f dans (E, ||.||e). Soit € > 0. L’estimation

Qulf) /f Yt < | Q) = Qulpn)| + | Qmlp) - /Olpn@)dt\ (1)

—i—‘/pn dt—/f dt‘

montre comment procéder: 'hypothese (b) assure que ||Qm|| g < C < oo pour tout m.
D’autre part il existe un n € N tel que ||p, — f|loo < Par conséquent,

— 3(C+1)'

Le premier terme de la droite de (1) est donc majoré par €/3. D’autre part, le troisieme
terme est majoré par ||f — pnllc, donc également par /3. Pour un tel n fixé, il existe
par hypothese un mg qui rend le deuxieme terme de le droite de (1) plus petit que /3
pour tout m > my. Résumons on a montré que pour tout € > 0 il existe un mgy € N tel
que m > myg implique |Q,,(f fo t)dt| < e. CQFD.

Une application: Soit E, Ze sous-espace de C([0,1]) engendré par les fonctions ey (t),
k=0...n—1, affines par morceaux tel que

en(t) =0 sit<®=L e (E)=1, et ey(t)=0 sit> 2L
Soit fo = >, [(£)ex(t) € E,. Expliquer que f, est l’interpolatwn de f par une ligne

polygonale. On pose a,(cn) = fol ex(t) dt. Montrer que Q.(f) — fo t)dt pour toute
fonction continue.

Chaque fonction ey, est une ligne polygonale, f, donc également. De plus, f,,(£) = f(£)
par construction. Observons que

Qn(f) = L(LOHD 1 (1) 4.+ F(250).

(eh oui, eg et e, sont des fonctions différents des autres e;’s). Il en suit que [|Qy[ =
> iy £ =1 pour tout n. Si f est un de classe C' (en particulier ceci est vrai pour tout
olynome), la dérivé f’ est borné sur [0, 1], donc f est Lipschitz et

f>~,%2f<§>%/0 F(t) dt

(par des sommes de Riemann); le résultat découle alors avec (b) = (a) de I'exercice 5.



