Université de Bordeaux
Master 1, EDP1.

Examen
(durée 3h, documents non autorisés)

Exercice 1:

Soit € un ouvert quelconque de R¥.

1) Rappeler les définitions des espaces de Sobolev H'(Q) et HJ ().
2) Soit u € HJ(9).

i) Montrer qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout ¢ €

(@)
0
|/Qua—;pkdx| < CHQOHLQ(Q), k= 1,...,N.

ii) Soit @ le prolongement de u par 0 sur RY \ Q. Montrer que pour
tout o € C(RY)

dp
u—dx| < k=1,.. N.
|| igdal < cllplizam, £=1,...

iii) En déduire que u € H*(RY).

Exercice 2:
1) Démontrer 'injection de Sobolev:

H™RY) < C°(RY)

pour m > % + k.
2) A-t-on H'(R?) — L*>°(R?) ? (la réponse doit étre justifiée).

Exercice 3:
Soit v un vecteur fixé de R3 et uy € L*(R?). Le but de cet exercice est
de construire une solution de 1’équation

0
(1) a—?—{—v-Vu:—AQu
pour t >0, X € R u(0, X) = ug(X), A%u = A(Au).
On suppose qu'il existe une solution u(¢, X) € C(R*; L*(R?)). On note
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u(t, &) la transformée de Fourier de u par rapport a X.
1) Montrer que

v-Vu = iv- it €).
2) En déduire que pour ¢t > 0, £ € R?

3) Calculer .
4) Soit u donné par la formule

u(t,z) = F (a) (t, ),

ot F~1 désigne la transformée de Fourier inverse et 4 est donnée par
la question 3. Montrer que u € C (R+; L? (R3)) et que u est solution de
I'équation (1).

Exercice 4:
Soit 0 < m € L, (RY) et on définit I'espace

V={ue HI(RN),/ m|u|?dr < 0o}
RN

1) Montrer que V', muni de la norme

1/2
(/ |Vu]2dx+/ |u|2dac+/ m|u]2dac)
RN RN RN

est un espace de Hilbert qui s’injecte de facon continue dans L?(RY).
On définit la forme bilinéaire a : V' x V' — R par:

a(u, v) :/ Vu.Vudx + muvdz.
RN RN
2) Montrer que a est continue et quasi-coercive.
3) Quel probleme variationnel peut-on alors résoudre en utilisant la
forme a 7
4) Rappeler la définition de I'opérateur A associé a a (comme opérateur
non-borné sur L*(RY)).
5) Donner I'expression de Au pour u € D(A).
6) Soit A > 0 et f € L*(RY). Expliquer pourquoi il existe u € D(A)
tel que
£l
N

A+ Au = f et que ||ulls <



