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Examen d’Analyse Fonctionnelle (Durée 4h)

Exercice 1 Soit f :[0,1] x R — R une fonction continue. On suppose qu’il existe
une constante M > 0 telle que

|f(t,x)] < M(1+|z|) Vte0,1], Vo € R.

1- Fixons un entier naturel non nul n. On définit la suite des points 27,1 < j <n
par

Ty =0, 2}, =] +ﬁf(]/n,xj), 0<j<n—-1
a) Montrer que pour tout j (entre 0 et n) on a:
2| < (1+M/n) —1

et en déduire que |z7] < M — 1.
b) Montrer que pour tout k > j

k-1

v = S0 f(1/maf).

l=j
¢) Soit g, la fonction affine par morceaux sur [0, 1] définie par:
pour tout t € [j/n, (j+ 1)/n] s galt) = a7 + (¢ = 3/m) (i)
Montrer que pour tout t,s € [0, 1]
|9n(t) = gu(s)] < MeM|t — 5|
Indication: Pour j < ket t e [j/n,(j+1)/n], s € [k/n,(k+1)/n] écrire
9u(5) = 9a(t) = 9a(5) — ga(k/1) + ga(k/m) — gul(G + 1)/m) + 9u((j +1)/n) — gn(?)

2- a) Montrer que g, admet une sous-suite extraite g,, qui converge uniformément
sur [0, 1] vers une fonction g € C([0, 1]).
b) On définit pour tout ¢ € [0, 1]

—_

n—

Ga(t) = ' Xi/mG+)/ml() (G /1, gn (G /7)),

Il
=)

ou XGi/m G +1)/nf désigne la fonction indicatrice de l'intervalle [j/n, (j+1)/n[. Montrer
que g, (t) = [, Gn(s)ds pour tout ¢ € [0, 1].
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c) Montrer que la sous-suite G,,, converge uniformément sur [0, 1] vers la fonction

t — f(t g(t))-

d) En déduire que g est de classe C' sur [0,1] et vérifie 'équation différentielle
g'(t) = f(t g(t)) vt € [0,1], g(0) = 0.

Exercice 2 Soit ¢(Z) 'espace des suites complexes (uy,)nez telles que

lim u, = lim wu, =0.

n—-+0oo n——00
1) Montrer que ¢(Z), muni de la norme usuelle ||.||o est un espace de Banach.
2) Démontrer que (co(Z))" = ¢*(Z) (i.e, le dual de ¢y(Z) est isomorphe et isométrique
a l'espace de Banach (*(Z)).
3) Soit f € L'([0,27],dx) (ou dx désigne la mesure de Lebesgue. Ici les fonctions
sont a valeurs dans C) et

27
wlf) = 5= | e e

(cn(f),n € Z sont les coefficients de Fourier de f).

a) Montrer que pour chaque n € Z, ¢, est une forme linéaire continue sur L' ([0, 27], dx).
Calculer sa norme.

b) Montrer que si f est de classe C! sur [0, 27| alors la suite (c,(f))nez est dans
Co (Z)

c¢) En déduire que la suite (¢, (f))nez est dans co(Z) pour tout f € L([0, 2], dx).

4) Soit T : L]0, 27], dx) — co(Z) Vopérateur défini par
T(f) = (ca(f))nez-

a) Montrer que 7" est un opérateur linéaire continu.

b) Rappeler la définition de 'adjoint 7* de T'. Quels sont les espaces de départ et
d’arrivée de T 7

c¢) Donner 'expression de 7.



